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PREFAZIONE  DELL'  AUTORE 


Nel  comporre  questo  libro  elementare  l’autore  si  è pro- 
posto di  presentare  agli  studenti  delle  scuole  politecniche 
e delle  accademie  tecniche  le  verità  della  Matematica  supe- 
riore, compresavi  la  Geometria  analitica,  con  metodo  scien- 
tifico e semplice  ; di  avere  in  considerazione , per  quanto 
i limiti  dell’  opera  lo  concedevano  , le  ricerche  dei  matema- 
tici moderni,  ed  accompagnare  le  singole  teorie  con  una  co- 
piosa scelta  di  esempli. 

Per  raggiungere  il  primo  scopo  è stato  necessario  nei  di- 
versi luoghi  dell’opera  accorciare  le  dimostrazioni , ed  aprirsi 
nuove  vie  o spiegare  nuovi  teoremi  per  istabilire  verità  co- 
nosciute. Ne  rendono  testimonianza  i teoremi  sulla  conti- 
nuità delle  funzioni  derivate , la  teorica  delle  funzioni  pe- 
riodiche, il  moilo  di  trattare  le  curve  e superficie  di  2"  grado, 
ecc.  Se  P ordinamento  e l’ esposizione  delle  materie  debbano 
meritare  approvazione  , l’ autore  ne  lascia  decidere  ai  giu- 
dici imparziali  ed  al  tempo. 

Quanto  poi  al  vantaggiarsi  delle  ricerche  dei  matematici 
moderni,  vuol  rilevarsi  la  circostanza  che  l’autore  nella  teo- 
rica delle  equazioni  differenziali  ha  profittalo  del  metodo 
di  separazione  dei  simboli  operativi , metodo  fondato 
da  Servois  negli  Annales  des  Mathématiques-tom.  5,  indi  svol- 
to vieppiù  da  Murphy  nelle  Philosophical  Transactious  1837, 
e più  tardi  applicato  assai  utilmente  da  Gregory  negli  Exam~ 
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ples  of  thè  processe s of  thè  Differential  and  Integrai  Cai - 
irulus.  Cambridge  1841  e 1846  ; ed  egli  crede  non  aver  in- 
trapreso infecondo  lavoro  trapiantando  questo  metodo  sul 
suolo  germanico  , stante  l’estesa  applicazione  che  può  far- 
sene nelle  ricerche  analitiche  , e le  semplicazioni  ed  abbre- 
viazioni che  ne  riceve  il  calcolo  , di  che  basta  citare  ad 
esempio  la  risoluzione  delle  equazioni  differenziali.  * 

Per  conservare  l’ intimo  legame  delle  verità  geometriche 
e la  veduta  comprensiva  del  loro  demanio  , l’autore  anzi- 
ché disseminarle  pei  singoli  capi  del  Calcolo  differenziale  ed 
integrale  , ha  cercato  in  vece  comporre  un  intero  compen- 
dio di  Geometria  analitica  sì  nel  piano  che  nello  spazio  ; 
dimodoché  , quanto  all'  uso  di  questo  libro  , la  Geometria 
potrà  situarsi  tra  le  funzioni  differenziali  e le  equazioni  dif- 
ferenziali , ovvero  apporne  le  diverse  teorie  ai  luoghi  cor- 
rispondenti del  Calcolo  differenziale  ed  integrale. 

È un  fatto  le  molte  volte  osservato  che  l’ applicazione 


’ Il  metodo  di  separazione  dei  simboli  di  operazione  da  quelli  di 
quantità  , di  cui  l’autore  fa  uso  frequente  net  calcolo  integrale, 
è un  complemento  dell’  Alloritmia  superiore  , reso  indispensabile 
dalla  generalità  stessa  delle  quistioni,  cui  questa  branca  delle  co- 
noscenze matematiche  si  è innalzata,  e A mesurc  , ha  detto  La- 
grangia,  que  l’analyse  s'ctend  et  s’en richi t de  nonvclles  méthodes, 
elle  devienl  plus  compliquéc , et  fon  ne  peul  la  seinplifier  qu’en 
genera! isant  et  en  réduisant,  tout  4 la  fois,  les  méthodes  qui  peu- 
vent  ótre  suscepiibles  de  ces  avantages  » — La  teorica  dei  deter- 
minanti ed  il  metodo  di  separazione  ccc.  confermano  pienamente 
le  parole  delf  illustre  analista. 

Il  Sig.  Carmicliael  dell’  lìiiversità  di  Dublino  ba  pubblicato  un’o- 
pera contenente  i principii  di  questo  nuovo  calcolo  e le  sue  più 
interessanti  applicazioni  al  Calcolo  differenziale  ed  integrale,  a quel- 
lo delle  differenze  finite  ed  alla  Geometria.  A vantaggio  dell’  istru- 
zione matematica  nel  nostro  paese  mi  son  proposto  di  pubblicare 
la  traduzione  di  questo  eccellente  lavoro  ; la  qual  cosa  spero  poter 
attuare  nel  prossimo  anno.  Il  tiudittom  . 
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delle  singole  teorie  matematiche  conserva  ed  eccita  l'amo- 
re per  questa  scienza , e guarentisce  la  sicurezza  e l’ eser- 
cizio , che  sono  condizioni  di  un  sostanziale  progresso  , e 
richiesti  per  quella  educazione  matematica  che  qual  fida 
compagna  segue  il  futuro  impiegato  tecnico  dall’  uditorio  del- 
la scuola  alla  vita  pratica  scientifica  , alla  quale  si  è desti- 
nato. Quindi  l’autore,  sempre  che  gli  è stato  possibile , ha 
recato  esempii  per  esercizio  di  ciascuna  teoria;  e ne  ha  e- 
stcso  s)  fattamente  il  numero  — più  che  400  — che  do- 
po 1’  Eulero  verun’  altra  opera  tedesca  di  egual  obbietto  e 
parlata  oserebbe  vantarne  altrettanti.  Questi  esempii  parte 
sono  di  proprio  fondo  , parte  tolti  dalla  ricca  miniera  del 
Calcolo  differenziale  ed  integrale  di  Eulero , parte  trascelti 
nella  citata  eccellente  raccolta  di  esempii  del  Gregory  ed 
altri. 

Nella  composizione  di  questo  libro , oltre  alle  citate  ope- 
re , si  è fatto  ancora  tesoro  degli  scritti  di  Cauchy  , Cor- 
rida, Ettingshausen , Leroy,  Malmsten,  Ottley , Raabe,  ed 
altri. 
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INTRODUZIONE. 


i. 

Idea  della  l'unzione. 

Ogni  grandezza  , che  può  ricevere  lutti  i valori  possibili 
tra  due  limiti  dati , dicesi  variabile;  al  contrario  si  dirà 
costante,  se  il  suo  valore  non  può  o non  deve  variare. 
Le  variabili  vengono  indicate  colle  ultime  lettere  dell' alfa- 
beto , le  costanti  colle  prime. 

Un’  espressione  matematica , formata  di  una  o più  varia- 
bili , ovvero  di  variabili  e costanti , dicesi  funzione  di 
esse  variabili , imperocché  essa  suppone  matematiche  opera- 
zioni , le  quali  patranno  o pur  no  esser  algebriche.  Cosi 

(a+x)”ì  y*,  sen(x-f-y-fz) 

sono  altrettante  funzioni , ed  in  ispecie  lq  prima  è funzione 
di  x , la  seconda  di  x ed  y , la  terza  di  x,  y e z. 

Se  un’  espressione  matematica , dipendente  da  una  o più 
variabili , è formata  di  una  o più  operazioni  algebriche , la 
funzione,  eh’  essa  rappresenta,  diressi  algebrica;  in  ogni 
altro  caso  sarà  trascendente.  Le  funzioni  algebriche 
poi  si  distinguono  in  razionali  ed  irrazionali,  secon- 
dochè  le  variabili  in  esse  contenute  sono  libere  ovvero  af- 
fette da  inevitabile  segno  radicale  ; ed  in  fine  si  le  une  che 

* 
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le  altre  si  suddividono  in  fratte  ed  intere,  seeondocfiè 
la  variabile  entra  o pur  no  come  divisore  di  tutta  l'espres- 
sione. 

E tra  le  funzioni  trascendenti , le  quali  per  essere  mollo 
svariate  non  possono  tutte  racchiudersi  tra  certi  limiti  , so- 
no da  notarsi  specialmente 

le  logaritmiche  della  forma  log  x 
le  esponenziali  della  forma  a ' 
le  trigonometriche  della  forma  sen x,  cos x,  ec. 
le  circolari  della  forma  are  sen  x,  are  cos  x,  ec. 

Ogni  qualvolta  si  vuol  indicare  che  un’  espressione  mate- 
tcmatica  sia  funzione  di  una  o più  variabili,  senza  voler  per 
nulla  definire  la  forma  e natura  di  essa  funzione,  si  porrà  a- 
vanti  l’indicazione  delle  variabili  una  delle  lettere  f,  F,  <p, 
4»,...  Quindi  i simboli 

f(x)  ovvero  fx  , f(x,  y) , f(x,  y,  z), 

nei  quali  la  lettera  f potrebbe  esser  sostituita  da  una  qua- 
lunque delle  altro  F,  <p , 4/,. ..  rappresentano  qualsivoglia  fun- 
zione, algebrica  o trascendente,  delle  variabili  che  vi  sono 
indicale. 

2. 

Legge  della  variazione  della  frazione. 

Se  in  fx , funzione  qualunque  di  x,  venga  alterato  il  va- 
lore di  x , varierà  ancora  quello  di  fx  , e perciò  il  valore 
di  fx  sarà  dipendente  da  quello  di  x.  Quindi,  per  due 
diversi  valori  di  x , varierà  a norma  di  essi  la  differenza  dei 
corrispondenti  valori  di  fx;  o in  altri  termini  se  x cd  x'-J-h 
dinotano  due  diversi  valori  di  x , la  differenza 

f(x'-fh)-fx', 

ossia  F incremento  di  fx ',  dipenderà  dal  valore  di  x.  Or  la  leg- 
ge di  questa  dipendenza  è di  tanto  rilievo  che  per  essa  van- 
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no  risolute  le  quislioni  di  maggior  momento  nelle  scienze  fi- 
siche e sociali.  Ma  se  egli  è vero  die  l’ incremento  di  x deb- 
ba dipendere  dalla  speciale  natura  della  funzione , dal  va- 
lore assegnato  alla  variabile  x c dalla  grandezza  dell’ accre- 
scimento h ; pur  tuttavia  non  potremo  con  ciò  definire  nè  la 
natura  deli’  espressione  matematica  che  si  cela  sotto  l’espres- 
sione generale  dell’  incremento 

f(x'-fh)  — fx', 

nè  il  carattere  clic  questo  incremento  dovrà  sostenere,  an- 
corché h venisse  decrescendo  oltre  ogni  limite  assegnabile. 

]\è  la  bassa  Analisi  è in  possesso  di  un  mezzo  comodo  e 
sicuro  per  definire  gl’  incrementi  delle  funzioni  ad  essa  no- 
te. Di  una  sola  funzione,  ar",  essa  sa  svolgere  l’incremento 

(x  -f  fi)"  — x" 

in  una  serie  di  termini,  da  cui  si  possono  separare  quelli 
affetti  da  h,  cioè 


, n n n— » 

(x  -}-  h)  — x =5  nx  • il  + 


n(n  — !)  , 

1.2  X h 


+ »(n-1)(n-2)  h,+ 

1*  2»  U 


donde  poi  pel  rapporto  dell’ incremento  della 
funzione  a quello  della  variabile  si  ha  la  re- 
lazione 

!i+H4£  = „x'-,+44>x"-h 
1 1. 2 

^-l)(n-2jxn-:{i 
~ 1.  2.  3 ' 


Or  questo  rapporto  si  compone  del  termine  mr”-1  indi- 
pendente  da  li,  e di  altri  che  ne  sono  affetti.  Variando  /i, 
quel  primo  termine  non  patirà  cangiamento  veruno  ; ed  il 
quoziente  vi  si  approssimerà  sempre  più,  come  h andrà  rav- 
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vicinandosi  a zero , dimodoché  pel  valore  limile  di  li  si  avrà 
l’ equazione 


(i-f  h)"_  x” 

(x  + h)— x 


in  cui  sta  espressa  la  legge  della  variazione  della  funzione. 

Or  facciamoci  a rinvenire  un  mezzo  per  ottenere  la  va- 
riazione di  una  funzione  qualunque , ovvero  il  rapporto  di 
questa  variazione  a quella  della  variabile.  Stabiliamo  perciò 
1’  equazione 

1.  f(x  -f  h)  = A, 

indicando  con  A una  funzione  di  x ed  h ; e supponiamo  inol- 
tre che  la  funzione  A possa  decomporsi  in  due  altre,  A„  e 
B,  tali  che  la  prima,  A„,  sia  funzione  della  sola  x,  e che 
B dipenda  da  x od  h.  Con  ciò  1’  equazione  1 ci  darà 


2.  f(x  + h)  = A„  + B- 

ed  egli  è chiaro  che  la  funziono  B dovrà  sparire  con  h , im- 
perocché divenendo  nullo  questo  aumento,  il  primo  membro 
dell’ equazione  si  lidurrà  a fx  ; ed  in  conseguenza  anche  il 
secondo  membro  dovrà  esser  funzione  della  sola  x , e non 
già  di  x ed  h.  Perciò  sarà 


fx  = Aa, 

e 1’  equazione  2 prenderà  la  forma 

3.  f(x  + h)  = fx  -f  B. 

Or  dovendo  la  funzione  B annullarsi  con  h , sarà  lecito 
darle  la  forma  li”}  B,,  m disegnando  un  numero  intero  e po- 
sitivo , o più  semplicemente  la  forma  h.  B,.  E la  B,  si  pre- 
senta come  funzione  di  h , imperocché  per  essa  P equazione 
precedente  diviene 

i.  f(x  + h)  = fx  + h.B„ 
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donde  la  relazione 

f(x+h)-fi  „ 

h = 

la  quale  dimostra  esser  B,  dipendente  da  h. 

La  quisfione  è dunque  ridotta  a dover  definire  la  B,,  fun- 
zione di  x ed  li.  A tal  uopo  noi  ammettiamo  che  la  funzio- 
ne B,  possa  decomporsi  in  due  altre,  A,  e C,,  la  prima  che 
sia  funzione  della  sola  x , la  seconda  di  x ed  li.  G poiché 
nell’  ipotesi  di  /i  = 0 la  B,  dovrà  dipendere  dalla  sola  x,  così 
la  relazione 

b.^ah-c, 

richiederà  che  Cr  sparisca  insieme  con  h ; perciò  porremo 
C,  = h.  B4,  ritenendo  che  in  generale  B4  sia  funzione  di  x 
ed  h.  Or  introducendo  nell’  equazione  4 il  valore  di  B,,  dato 
dall’  equazione 

B.  = A,  + h.  B„ 

avremo 

5.  f(x  + h)  = fx  + hA„  + h*B1, 

e la  funzione  Bz,  egualmente  che  la  B,  nell’equazione  4, 
sarà  dipendente  da  x ed  h.  Quindi  fa.  B,  s’ immaginerà  de- 
composta nelle  due,  A,  e^C4,  la  prima  dipendente  dalla  sola 
x , la  seconda  da  x ed  li  ; e poiché  C,  dovrà  annullarsi  in- 
sieme con  h , cosi  prenderà  la  forma  h.  B„  essendo  B,  fun- 
zione di  x ed  h.  Con  ciò  1’  equazione  5 diverrà 

6.  f(x  + h)  = fx  4-  h.A,  + h*  A,  + h!B,. 

Decomponendo  similmente  la  B,  in  due  altre  funzioni,  l’una 
dipendente  dalla  sola  x , 1’  altra  da  x ed  li , e così  conti- 
li uando  sempre , perverremo  ad  un’  equazione  della  forma 

7.  f(x  + h)  = fx  + h.A,  4-  haA,  + h’A»  + +.... 

4-hn",An.l-f  hnB„  ; 

donde  pel  rapporto  dell’  incremento  della  funzione  a quello 
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della  variabile  otterremo  I'  espressione 


8. 


f(x  4- 1,)  — fx 


In  queste  due  ultime  equazioni  sfa  la  legge  dell’  incremen- 
to di  fx  , espressa  nelle  funzioni  A,,  A„,  As,...  della  sola>  x, 
e nella  funzione  B„  di  x ed  h. 

Solamente  è da  osservarsi  che  la  forma  di  queste  funzio- 
ni , ed  il  mezzo  di  dedurle  da  fx  restano  egualmente  inco- 
gniti, e che  rimane  tuttavia  indiscussa  la  condizione  per  la 
quale  sarà  possibile  e potrà  ammettersi  la  decomposizione  del- 
le funzioni 


f(x  + h),  B„  B„,...  B„ 

ciascuna  in  due,  1’ una  dipendente  da  x soltanto,  l’ altra  da 
x ed  h. 

Intanto  la  sola  forma  delle  equazioni  7 ed  8 ci  mostra 
chiaramente  la  via  di  pervenire  alla  conoscenza  deli'  incre- 
mento della  funzione , o del  rapporto  di  questo  incremento 
a quello  della  variabile , supponendo  clic  la  già  indicata  de- 
composizione delle  funzioni  f(x  4-  h),  B,,  B,,...  possa  venir 
attuata  dal  calcolo  e sia  compatibile  colla  forma  della  funzione 
data  : imperocché , quando  ciascuna  delle  funzioni  f(x  -f-  h), 
B,,  BiV..  sia  decomposta  in  due  di  cui  1’ una  dipenda  dalla 
sola  x , avremo  che  secondo  una  medesima  legge  saranno 
dedotte  A,  da  fx , A2  da  A,,  A,  da  A„,  e cosi  di  seguito. 
Laonde,  se  per  ogni  specie  di  funzione  della  variabile  x sa- 
rà nota  la  funzione  A,  saranno  ancora  note  le  funzioni 

A , A„  A4,....  A„.,. 

Or  dall’  equazione  8.  noi  otterremo  la  funzione  A,  se,  dan- 
do all’aumento  h un  valore  a si  piccolo  da  sparire  in  com- 
parazione di  ogni  valore  di  x,  ci  vaieremo  di  questo  mezzo 
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per  determinare  il  limite  a cui  il  rapporto 

f(x  4-  a)  — fx 

a 

sempre  più  si  approssima  , come  a si  avvicinerà  a zero.  In  * 
questo  caso , ponendo  che  Io  svolgimento  sia  possibile  in  ge- 
nerale , spariranno  coll’  incremento  h,  esistente  nel  1’  mem- 
bro dell’ equazione  8,  tutti  i termini  del  2°  membro,  ec- 
cetto il  primo,  A,,  che  rimarrà  come  limite.  Questo  limite, 
indicalo  in  generale  dal  simbolo  f x,  ha  ricevuto  il  nome  di 
funzione  derivata  o semplicemente  derivata  di 
fx;  dimodoché  per  un  aumento  a dato  ad  x,  e nell’ipotesi 
che  a tenda  continuamente  a zero , avremo  l’ equazione  i- 
dentica 

f(x  + 3)  — fi  fx 

a 

¥• 

II  problema  è dunque  ridotto  a dover  cercare  la  derivata 
di  ogni  forma  o specie  di  fx  ; e mercè  l’ estensione  stessa 
di  questa  ricerca  alle  singole  specie  di  funzioni  di  una  sola 
variabile  verrà  risoluta  l’ filtra  quistione,  se  ogni  funzione 
cioè  possa  ammettere  una  derivata.  Or  l’ammissibilità  di  una 
derivata , ossia  la  condizione  che  renderà  valido  il  2"  mem- 
bro dell'equazione  8,  è riposta  in  ciò,  che  mentre  x va- 
ria tra  i limiti  neh,  fx  debba  prendere  tutti  i valori  inter- 
medi! esistenti  tra  fa  e fh.  Se  questa  condizione  è soddisfat- 
ta , vale  a dire  che  tra  due  limiti  di  x,  che  possono  essere 
vicini  o lontani  l’uno  dall’altro,  fx  varia  per  differenze  infini- 
tesime quando  x si  accresce  di  simili  infinitesimi,  la  funzio- 
ne si  dirà  continua,  all’  opposto  sarà  discontinua. 

Cosi  la  funziono  | è continua  tra  i limili  x=-fa,  x=-f-b, 
imperocché  essa  varierà  per  differenze  infinitesime  ed  ogni 
suo  valore  sarà  compreso  tra  ed  -i- , quando  tra  gl’  indi- 
cati limiti  il  valore  di  x andrà  cangiando  dbquantità  infini- 
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tesime.  Al  contrario  la  stessa  funzione  è discontinua  tra  i li- 
miti x = + a ed  x = — b,  poiché  nell’ ipotesi  di  x = 0,  va- 
lore intermedio  di  -j-a  e — b,  la  funzione  assume  un  va- 
lore infinitamente  grande,  che  non  può  esser  compreso  tra 
1 1 
a C b' 

3 

E del  pari  discontinua  la  funzione  l/x  Ira  x = -}- a ed 
x = — b ; imperocché  con  un  valore  a prossimo  a zero,  ed 
in  conseguenza  compreso  tra  i limiti  assegnati , avremo  che 
ponendo  successivamente  x = ed  x = «,  l’ incremento 

della  funzione  \ZjT  sarà  espresso  da 

1/57— 1/7"  = (i '/T—  \)\/~ 

Or  l/a",  ed  in  conseguenza  anche  (f/T-  l)l/7é  un  nu- 
mero incomparabilmente  più  grande  di  a ; e già  per  a = ■ 

• j » 

abbiamo  l/a  = y—  • Non  può  dunque  1/7 rimaner  conti- 
nua tra  due  limiti  di  segni  opposti.  Lo  stesso  vale  per  ogni 

n 

espressione  della  forma  l/x  , quando  la  variabile  x assume 
valori  prossimi  a zero. 


3. 

Derivate  delle  funzioni  semplici. 

Per  ottenere  le  derivate  di  ogni  specie  di  funzione  di  una 
sola  variabile , noi  cominciamo  dal  distinguerle  in  sempli- 
ci e composte,  comprendendo  nella  prima  classe  le  un- 
dici funzioni 

a „ , 

a x , a x , ax  , - ^ , x , a , 
logx,  scnx , cosx,  arcscnx,  arccos  x; 
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c rimettendo  alla  seconda  tutte  le  funzioni  di  funzione  di 
x , vale  a dire  quelle  che  si  compongono  di  funzioni  di  x. 

Per  brevità  indichiamo  fx  con  y , con  Ax  1’  aumento  h 
di  x , e con  Ay  l’ aumento  di  fx,  ovvero  f (x  -f-  Ax)  — fx  ; 
e scriviamo 

lim  ir=fl=*y'» 

quando  Ax  vada  decrescendo  fino  a zero,  nel  qual  caso  sup- 
poniamo che  Ay  tanto  più  vi  si  approssimi,  per  quanto  Ax 

Ay 

sarà  più  piccolo , e che  in  conseguenza  il  rapporto  e 

lim  debbono  esser  contemplati  per  quei  soli  valori  della 
Av 

funzione  y , pei  quali  essa  rimane  continua. 

Rispetto  alle  funzioni  semplici  si  hanno  le  seguenti  deri- 


vate. 

1. 

y = a + x 

ci  dà 

Ay  = 

(a+x  + Ai)  — (a+x)  . 

Ax 

Ax  . 

ovvero 

^1  = 
Ax 

+ 1»  e Um^  = 4-1. 

2. 

Da  y = a — x 

si  avrà  similmente 


3. 

è 

ovvero 


& 1,  e = — 1. 

Ai  Ax 

Per  y = ax 


Ay a(x  -f-  Ax)  — ax 


Ax 


Ax 


Ay  Ay 

—•  = a , e lim  — - : 
Ax  Ax 
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Le  derivate  delle  tre  funzioni  a + x,  a — x,  ax  sono  co- 
stanti. E come  è facile  a vedersi , le  dette  funzioni  sono 
ancora  continue  per  ogni  valore  di  x compreso  tra  oo  e 
— oo . 

4.  Per  y ==  y 

si  ha 


a a 


Ay 

_ *+Ax  * _ 

-JL\  1 _ 

1 

Ax  = 

Ax 

Ax  L x + Ax 

X 

ovvero,  trasformando  la  differenza  in  un  quoziente  , 

Ay a_  A* a 

Ax  Ax  x'-j-x.Ax  ~~  x'-j-x.Ax 

Or  facendo  decrescere  Ax  fino  a zero,  x’-j-x.Ax  si  ri- 
durrà ad  x“;  e risulterà 

lini  — = -,  ossia  y r- 

Ai  x*  J x* 

La  funzione  — è continua  tra  due  limiti  dello  stesso  sc- 

x 

gno , siano  positivi  o negativi,  purché  nessuno  di  essi  limiti 
sia  prossimo  a zero , come  si  è dimostrato  nel  n“  2. 

5.  Per  y = x*, 

a disegnando  un  numero  qualunque , intero  o fratto , asso- 
luto o relativo , si  ha 

Ay  ( x-f-  Ax)a—  x* 

• =B , 

Ax  Ax 

ovvero  traendone  il  Tattore  x*, 
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Or  per  ogni  valore  reale  a la  forniola  del  binomio  ci  dà 


(l  + ^)‘=i  + „.£4  <4,) 


+ 


1.2  x‘ 
afa  — l)(a  — 2)  (Ax)5 


1.  2.  3 


ri- 


dondo 


Al 


afa — I)  Ax 
1.2.X  x 


afa — l)(a  3)  rAx,* 

1.  2.  3.  x < x P 


Ax 


E facendo  decrescere  il  valore  di  — - fino  a zero,  il  2°  mem- 

x 

bro  dell' ultima  equazione  si  riduce  ad  che  sarà  il  limite 
della  serie  ; quindi 

x*. LA_  -:J 

Ax 


e per  y = x*  avremo 

Ay 

lini  — =*  ax"*',  ovvero  v'  = ax"*1. 

Se  a c un  numero  intero  positivo , la  funzione  sarà 
continua  per  ogni  valore  reale  di  x ; ma  se  a rappresenti 
numero  intero  negativo,  o numero  frazionario , la  funzione  x% 
diverrà  discontinua  pei  valori  di  x prossimi  a zero.  Imperoc- 
ché dando  ad  x valori  di  questa  specie,  x‘*  diverrà  più  gran- 
de di  ogni  numero  assegnabile  ; e nel  caso  di  un  esponente 
frazionario  positivo  la  funzione  x"  non  andrà  decrescendo  fino 
ad  annullarsi , come  si  è dimostrato  nel  n°  2. 

6.  Da  y = logx 

si  ha 


Digitized  by  Google 


— li  — 


Ay  . 
Ax 


log(x-f  Ax)  — logx 


Ax 


Facendo  in  questa  espressione 


Ax 


Ax 

: a , abbiamo 


^=j2So±f0  = 1 

Ax  ax  x DN  ' 

e la  quistione  è ridotta  a dover  definire  il  valore  numerico 

log(l  -j-  a)*  nell’  ipotesi  di  a convergente  a zero.  Ponendo 

à = — , n disegnando  un  numero  grandissimo,  intero  o fra- 
n 

zionario , si  ha 

e la  formola  del  binomio  ci  dà 

„ , 1X»  , , 1 , n(n—  1)  1 , n(n  — l)(n-2)  t 

(l  + ir) = * + 

n(n  — 1)(n  — 2)(n  — 3)  i 
+ 1.  2.  3.  4 ' n*  ^ 

ovvero  , dividendo  per  n ciascun  fattore  del  numeratore , 

(ì+iy-i-t-i+ll-M 0 "x'  ">- 


' I •>  u t 


2.  3.  4 


1 numeri 


ovvero 


m 

n 


a , 2a  , 3a  ma  , 
andranno  a sparire  con  a,  eccetto  il  caso  di  m numero  gran- 
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dissimo. Ma  por  questa  ipotesi  sul  numero  m la  frazione  -p- 
si  approssimerà  a pareggiare  1’  unità , come  m si  avvicinerà 
ad  7i , ed  in  conseguenza  1 — andrà  convergendo  a ze- 
ro. E poiché  il  fattore  1 — ha  per  divisore  m,  tanto  più 
colere  dovrà  essere  la  convergenza  a zero  della  frazione 


nell’  ipotesi  di  ni  crescente. 

Dalle  quali  cose  si  rileva  che  i fattori  costituenti  i nume- 
ratori della  serie  vanno  approssimandosi  all’  unità , e che  i 
termini  di  essa  convergono  a zero , dimodoché  nel  limile  a- 
vremo 


(1  4.  + + 

= 2,71828  18285...., 


ossia  la  base  e dei  logaritmi  naturali.  Per  qualsivoglia  siste- 
ma di  logaritmi  la  derivata  di  y — ìogx  sarà  data  da 


lini  ~ = — log  e , ed 


Pei  logaritmi  naturali  o neperiani , che  per  distinzione  rap- 
presentiamo col  simbolo  l , essendo  loge  = 1 , sarà 

1 i 

y = - per  y = lx. 

la  funzione  logx  o lx  è continua  pei  soli  valori  positivi 
c finiti  di  x , imperocché  per  ogni  valore  a di  x , che  sia 

prossimo  a zero , p.  e.  a = i , logx  o lx  aumenta  nega- 
tivamente con  n , ed  insieme  con  n giunge  all’  infinito  ne- 
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pativo  ; la  stessa  funzione  poi  diviene  impossibile  dando  ad 
x qualunque  valore  negativo. 


7. 

deriva 


Da  y = a1 


Ay 

Al 


'+ii 


Ax 


ai 


È dunque  da  cercarsi  il  valore  di 


A*  , « . 

a —I  a — 1 

— : — ■ ovvero  di  por  Ax  = a , 

Ai  rx  ' 


quando  Ax  ovvero  a si  approssima  sempre  più  a zero.  Po- 
niamo 

a’  — 1 = fi  , quindi  a5  — 1 -f-  fi  ; 

sarà  dunque  fi  evanescente  con  a ; si  avrà 

Ay 
Ax 


fi  X 

— ■ a 


e la  quistione  sarà  ridotta  a dover  definire  il  valore  del  rap- 
fi 

porto  — nell’  ipotesi  di  a evanescente  del  pari  che  fi.  Or 
dalla  relazione 

a*=  1 -j-  fi  deriva  aloga  = log(l  -f-  fi), 
ed 


log(l  +fi) 


Ma  avendo  qui  sopra  trovato  che  pei  valori  di  fi  , che  si 
avvicinano  sempre  più  a zero  , si  ha 


sarà 


log(I-f^) 


JL 

log(l  + fi)^=  log  e , 


— log  a = log  e ; 
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quin  ili 

c pei  logaritmi  naturali  risulta 


Ay  lo"  a , Ioga  . 

lini  r-  =*  • ax , ovvero  y = • a', 

ui  log  e ' logo 


y'  = a?la. 

Onesta  equazione  regge  per  ogni  valore  assoluto  o relativo 
«li  x,  poiché  la  funzione  ax  rimane  continua. 

Or  poniamo  che  la  base  a si  muti  nella  base  e dei  loga- 
ritmi naturali,  l’equazione  y = e*  ci  tiara  la  derivata 

y'  =>  eT , 

vale  a dire  che  la  derivata  sarà  eguale  alla  funzione  e\ 

8.  Rispetto  ad  y = senx 

abbiamo 

Ay  spìi(_\  -}-  Ax)  — s<*n  x 
Ax  Ax  ’ 


ovvero,  trasmutando  la  differenza  dei  seni  in  un  prodotto  , 


Ay 

Ax 


SPI! 


Ax 

2 


Ax 

~2~ 


cosjx  -j- 


2 ) 


Ma  per  archi  che  indefinitamente  si  approssimano  a zero, 
il  limite  del  rapporto  tra  l’arco  ed  il  seno  è l’unità;  e già 
il  seno  di  un  secondo  non  differisce  dall’  arco  corrisponden- 
te che  nella  13*  decimale. 

Rispetto  poi  al  coseno  dell’  arco  x -j-  ~ osserviamo  che 

& 


1 Questa  trasformazione  si  ottiene  sostituendo  cos*  — — sena— 

2 2 

« ■>  Ax  Ax 

a cos  Ax,  e 2 seti  cos  — a scn  Ax. 


2 
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essendo  un’unità  la  sua  massima  variazione  quando  i'areo 
varia  di  » sarà  sempre  la  prima  differenza  minore  della 
seconda,  e perciò  potremo  stabilire  1’  equazione 

cos  jx  -}-  = cosx  -f-  /3  , 

nella  quale  /3  annullandosi  insieme  con  Ax , sarà 
( Avi 

lim.cos  |x  + — ^ = cosx  ; 


quindi 


Ay 


lini  — cosx  , ovvero  v'  = cosx. 
Ax  0 

9.  Quanto  ad  y = cosx 

troveremo  similmente 


Ax 


Ay 


sen 


Ax 


Ax 

~2 


, I Ax 

sen(x  -f  - -)  , 


c poiché 


lim.sen 


Sx+-tH 


senx 


sara 


Ay  , 

— = — sen  x , ovvero  y = — sen  x. 
Ax  1 


Le  equazioni,  ottenute  nei  n*  8 e 9 , saranno  soddisfatte 
per  qualunque  valore  assoluto  o relativo  dell’  arco  x , stan- 
techè  per  ognuno  di  essi  valori  le  funzioni  senx  e cosx  ri- 
mangono continue. 

10.  Rispetto  ad  y = are  senx 

abbiamo 

x = sen  y e cosy  = 1^1  — x“  ; 
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donde 

Ax  = 2sen-y-cosjy  + ^j  ; 


Ay 


2 


e per  l’ osservazione  fatta  nel  n°  8 sàrà 


lini  — = 
Ax 


cosy 


, vale  a dire  y' 


\/T^x‘ 


Or  si  conoscerà  facilmente  che  la  funzione  arcsenx  rima- 
ne continua  tra  i limili  x = — 1 d x = 4-  1. 

11.  In  fine  per  y=sarccosx 

si  Ita 

x = cosy  , sen  y = |/j x«~ 


e 

quindi 


Ax  = — 2sen  ~ • senjy  -f  -y  | ; 
Ay 

Ay  2 _ , , Ay  v 

À7~ .8en(y  + — ), 

»en— - 


e per  ciò  che  si  è detto  nel  n°  9 


lini 


Ay 

As 


1 

seny  ’ 


cioè  y 


E la  funzione  arccosx  è del  pari  continua  tra  i limiti 
x = — 1 ed  x = -J-  1 . 
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4. 

Derivate  delle  funzioni  composte. 


In  conseguenza  delle  cose  esposte  nel  n°  2 possono  le  fun- 
zioni composte  ridursi  ad  una  delle  due  forme 

y = F(u),  y = F(u,  v), 

u e v rappresentando  funzioni  della  variabile  x.  E le  deri- 
vale di  queste  funzioni  avranno  luogo , finché  le  funzioni  y 
resteranno  continue  rispetto  ad  u,  o rispetto  ad  u e »,  vale 
a dire  che  le  funzioni  y,  u c » siano  continue  rispetto  ad  x. 

Quanto  alla  prima  delle  due  indicate  forme  si  ha  pel  rap- 
porto dell’  aumento  della  funzione  a quello  della  variabile 
1’  espressione 

Ay  F(u-f-Ati) — F(u)  F(u-j-Au) — F(»)  Au 
Ai  Ai  Au  Ai 


E poiché  abbiamo  supposto  che  le  funzioni  y ed  « restino 
continue  , così  per  x indefinitamente  decrescente  saranno 
ancora  indefinitamente  decrescenti  u ed  y ; quindi 


F(n-f-Au)—  F(u) 
Au 


passerà  in  F'(u) 


Au 
’ Ài 


in  u', 


e sarà 

1.  lini  = y = F'(u)  . u'. 


Nello  stesso  modo  per  y = F(u),  nell’ipotesi  che  u sia  fun- 
zione di  » e » di  x , si  avrà 

y — F'(u).u'.v', 

purché  y rispetto  ad  « , ed  u insieme  con  » rispetto  ad  x 
restino  continue. 

Per  definire  il  significato  di  F'(u)  , u'  e »'  è da  conside- 
rarsi che  F'(u)  rappresenta  la  derivata  rispetto  ad  u,  e «'  ri- 
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-di- 
spetto a »,  e v'  rispetto  ad  x.  Ma  se  la  forma  stessa  di  F'(u) 
c’  indica  qual  ne  sia  la  variabile , non  è così  di  u'  e Per 
togliere  di  mezzo  ogni  equivoco , si  contrassegna  con  u\ , 
ovvero  con  D,u  la  derivata  di  u rispetto  a t?',  e con  v\  ov- 
vero con  Di»  la  derivata  di  v rispetto  ad  x ; dimodoché  l’e- 
quazione precedente  dovrà  scriversi  come  segue. 

2.  y'x  = F(u).u'T.v'». 


Esemplo  l.  In  y =1(1  -(- x)  ponendo  l + x=u,  si  avrà 
y = lu  ; e perciò  che  si  è ottenuto  nel  paragrafo  6 del  n° 

3,  sarà  y'=-^--u'»  ; ma  (§  1 del  n°  3) 


dunque 


u',  = (1  + x)i  = 1 ; 


Esemplo  2.  In  y = 1(1  -f-  Vi  — xj  poniamo 


V \ — x = u , 1 — 


X = v ; 


sarà 


1+u 


u*  ; 


ma 


1 -2 


u'x  = u'v.v'x  , u't  = — V " (J  5,  n°  8)  , 


quindi 


v'x=»  — 1 ($2.n°3); 

1 1 -I  z i v 

^ * 1 + u ' 2 ' • ( ) ’ 


ovvero,  introducendovi  i valori  di  u e v , 


1 1 

2 ' (i+i/m)i/rrì  ’ 
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Quanto  alla  seconda  dcllef suddette  forme,  y = F(u,  v),  si 
avrà  per  immediata  espressione  della  derivata 

Ay F(u+Au,  v-f-Av) — F(u,v) 

57  Ax  ’ 


imperocché  le  funzioni  v , u ed  y debbono  variare  insieme 
ad  x,  da  cui  dipendono.  Or  aggiungendo  e togliendo  al  nu- 
meratore del  secondo  membro  la  funzione  F(u,v  -f-  Av) , si 
avrà 

Ay  F(u  -f-  Au,  v-f-Av) — F(u, v-f-Av)  Au 

Ai  Au  Ai 

, F(u,v-J-Av)  — F(u,  v)  Av 

77  "57  ’ 


cosicché  per  Ax  decrescente  all’  infinito , passerà 


Au  . , Av  . , 

— — in  u , — in  v 
Ax  Ax 


F(u,v  -f-  Av)  — F(n.v) 
Av 


in  F',(u,v). 


E poiché  la  funzione  y si  é supposta  continua  rispetto  ad  u 
e v , è chiaro  che 

F(u  + An,v  Av)  e F(u,v  -}-  Av)  , 

F(u,v  -f-  Av)  e F(u,v) 

dovranno  avere  una  differenza  convergente  a zero  insieme 
con  Ax  ; dimodoché  in  questo  limite  troveremo  trasformala 


F(u4-Au,v  -f  Av)  — F(u,v-f  Av)  . x 

in  r u(u,v), 


Ai 


e sarà  in  conseguenza 

S.  lini  = y'  = F'„(u,v). u'  -}-  F\(u,v).  v' , 

disegnando  y',  u'  e v'  le  derivate  rispetto  ad  x di  y,  u e v. 
La  quale  equazione  ci  fa  noto  che  per  ottenerla  bastava  a- 
doperar  ripetutamente  1’  equazione  1 , componendo  in  prima 
la  derivata  della  funzione  rispetto  ad  u,  indi  quella  rispetto 
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a v , cd  addizionare  in  fine  le  due  derivale  ; e lo  stesso  ri- 
sultaniento  avremmo  ottenuto  se  l’una  delle  funzioni  u e v 
fosse  stata  riguardata  come  costante  , mentre  si  cercava  la 
derivata  rispetto  all’  altra. 

esempio  1.  — Avendo 

y = ax*-f  bx1  , 

sarà  2ax  la  derivata  di  ax*  ; imperocché  ponendo  xn=u  in 
y = axn,  avremo  (§  3,  n°  3)  y'„  = a;  e poiché 

y«  = yVu'x,  ed  u,x  = nxn:,5 

sarà 

y'x  = naxn-‘,  se  y = ax" 

Similmente  si  troverà  3bx*  per  derivata  di  bx1  ; in  conse- 
guenza quella  della  proposta  funzione  sarà 

y'  = 2ax  -f-  3bx\ 

Esempio  2.  — Sia 

scnx 

y = tangx  , ossia  y = — • 

Facciamo  senx  = u , cosx  = v ; quindi  y = • Supponen- 

do costante  il  denominatore  di  questa  frazione , sarà  (8,  n° 
3)  y la  sua  derivata  ; e nell’  ipotesi  del  numeratore  costan- 
te, la  derivala  sarebbe ^ v\  Unendo  queste  due  deriva- 

te avremo 


ma  u'  = cos  x c v'  = — sen  x , sarà  dunque 
3 cos’x 

lu  simil  modo  si  avrà  per 
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y=cotg\  , 
y = arclgx  , 
y = arccotgx, 


V 

i 


seu  i 


1 


1+x* 


y = 


1 4-x' 


Per  1’  uso  di  queste  equazioni  è da  assonarsi  che  le  fun- 
zioni arctgx  ed  arccotgx  sono  continue  per  tutti  i valori  di 
x compresi  tra  -f  oo  e — oc,  ma  che  tgx  c cotgx  diven- 
gono discontinue  , la  prima  tra  i limiti  x = j-  ed  x = ~ , 


e la  seconda  tra  i limiti  x = ~ ed  x=0,  imperocché  esse 
linee  trigonometriche  vanno  da  — 1 a -f-  oc  , mentre  1 arco 
corrispondente  cresce  rispetto  alla  prima  da  — a , c de- 
cresce per  la  seconda  da  — a 0. 


Bell*  Infinitamente  piccolo  et2  infliiitameiite  Sfattile. 


Nell’  equazione  9 del  n.°  2. 

rvxH-At)-fx  f._ 

Imi = r x 

Ai 

noi  riponevamo  l’idea  del  limite  del  rapporto,  che  ha  luo- 
go tra  il  cangiamento  della  funzione  e quello  della  sua  va-, 
riabile  ; supponendo  clic  l’ incremento  Ax  della  variabile  x 
assumesse  un  valore  sempre  più  piccolo.  L’  ultimo  di  questi 
valori  continuamente  decrescenti  di  Ax  è un  valore  prossi- 
mo a zero  ; ed  indicandolo  con  a,  avremo  il  limite  dcj| pre- 
cedente rapporto  espresso  da 
r(x  + a)~ 
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Questo  valore  limite  a.  costituisce  un  infinitamente 
piccolo,  poiché  risulta  dalla  continua  diminuzione  di  Ax 
o in  generale  di  x.  L’ idea  dell’  infinitamente  piccolo  è dun- 
que da  riceversi  in  senso  relativo,  imperocché  essa  pre- 
suppone un  numero  x dal  quale  mercè  continuata  diminu- 
zione .risulti  un  valore  sì  piccolo,  da  sparire  in  com- 
parazione del  valore  primitivo.  Questo  valore 
primitivo  rispetto  all’  infinitamente  piccolo  prende  l’aggiunto 
di  f i n i t o ; un  numero  si  dirà  dunque  infinitamente, 
piccolo,  quando  è divenuto  si  piccolo  da  sparire  in  com- 
parazione di  un  numero  finito. 

Facciamo  al  contrario  che  un  numero  x vada  continua- 
mente  crescendo  coll’  aggiungervi  sempre  un  Ax  , dimodoché 
pervenga  in  fine  ad  un  valore  <o  così  grande , che  al  para- 
gone sia  pressocchè  nullo  il  valore  primitivo  x.  A questo  va- 
lore «o , risultante  da  continuato  accrescimento  del  numero 
finito  x , diamo  il  nome  d’ infinitamente  grande 
rispetto  al  primo  valore  di  x. 

La  natura  dell’  infinitamente  piccolo  a , considerato  come 
numero , concede  poterlo  riguardare  come  unità , cd  a que- 
sta comparare  le  sue  potenze  intere 

a , a*,  a’,.... 

Queste  diverse  potenze  dell’  infinitesimo  a , si  dicono  infini- 
tesimi del  primo,  secondo,  t e r z o,...  n,imo  o r d i n e. 
Ed  in  generale  noi  diciamo  essere  un  numero  i n f i n i t e- 
s i ni  o d e 1 1°  o r d i n e se  il  suo  rapporto  ad  a,  infini- 
tesimo del  2°  ordine  se  il  suo  rapporto  ad  a*,  e così 
infinitesimo  dell’ ordine  n‘in'0  se  il  suo  rapporto  ad 
a”  converga  ad  un  valore  finito , quando  a va  sempreppiù 
avvicinandosi  a zero.  Quindi  k„,  k„,  k„....  k„  indicando  va- 
lori finiti , 

k,a,  k4a*,k knan 

disegneranno  infinitesimi  del  primo,  secondo,  terzo, 
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n*>mo  ordine,  poiché  i rapporti 


M = k,  =k  — = k„ 

a 1 a*  * k n 


sono  espressi  da  numeri  finiti.  Ed  in  fine  essendo  per  ogni 
valore  finito  k 


k,a  k,a*  k,** 

k ka  ka1  CCC‘ 


avremo  che,  non  altrimenti  che  un  infinitesimo  di  1°  ordi- 
ne rispetto  ad  una  quantità  finita  , dovrà  sparire  quello  di 
2.°  ordine  rispetto  a quello  di  1"  ordine  , quello  di  3°  ri- 
spetto a quello  di  2°,  ecc.  quando  a converga  a zero,  o sia 
già  pervenuta  a questo  limite.  Quindi  se  ka”  c dise- 

gnano due  infinitesimi  di  ordine  diverso,  c sia  n,>n,  la 
somma  kan-fktani  sarà  un  infinitesimo  dell’ordine  n,imo,  im- 
perocché si  ha 

kacn  -f-  ka”  ■ = av  (k  -f  k , 


e 


a”(k+k,an'-n) 

a" 


k4-k,!xn*-n 


converge  a k , quando  a.  va  ravvicinandosi  a zero. 
Similmente  la  somma 

kan  -}-  k,aBi  -f  kzan!  -4- 

rappresenterà  un  infinitesimo  dell'ordine  n,  quando  sia  n<n,, 
n,<ns,  ecc.  Donde  poi  segue  che  un  tal  polinomio  conser- 
verà il  segno  del  1°  termine  quando  a convergerà  a zero. 
Gl’  infinitamente  grandi , egualmente  che  gl’  infinitamente 
piccoli , vanno  distinti  in  diversi  ordini,  e tra  questi  si  sco- 
vrono facilmente  quelle  stesse  relazioni  che  han  luogo  tra 
infinitesimi  di  ordine  identico  o vario. 

Qual  simbolo  dell’  idea  d’ infinitamente  grande  può  valere 
la  stessa  espressione  kzn,  se  a essendo  quasi  che  nullo  in 
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comparazione  di  k , sia  n un  numero  negativo , imperocché 
ponendo  p.  es.  n =*  — 1 , sarà  più  grande  di  ogni  valo- 
re comparabile  a k , quando  a sia  pressocchè  zero. 

Quindi  nell’ipotesi  di  n intero  kan  disegnerà  un  numero 
infitamente  piccolo  se  n>0,  un  numero  finito 
se  n =s»  0 , ed  un  numero  infinitamente  grande  se 
n<0.  Ed  anche  per  riempiere  le  lacune  esistenti  tra  i nu- 
meri finiti  e gl’  infinitamente  piccoli,  o tra  i primi  e gl’  infini- 
tamente grandi , può  servire  1’  espressione  ka°,  quando  n si 
consideri  come  numero  frazionario  , positivo  nel  1°  caso  e 
negativo  nel  secondo.  Così,  per  esempio,  ka * rappresenta  un 
numero  che  non  può  essere  nè  finito  nè  infinitamente  pic- 
colo , poiechè 

* _*  w f 

, kaJ  <k  e ka*  >ka‘.a~  ossia  >ka  ; 

Jk 

vale  a dire  che  ka  * è minore  di  un  numero  finito,  e mag- 
giore di  un  infinitesimo. 

Osserviamo  ancora  che  l’espressione  di  un  infinitesimo  e- 
gualmente  che  di  un  infinitamente  grande  essendo  riducibile 
all’  idea  di  potenze  di  una  medesima  base  , il  calcolo  di  tali 
numeri  dovrà  seguire  la  semplice  legge  delle  potenze  di  egual 
base. 

In  fine  le  idee  di  numero  infinitesimo  , di  numero  finito 
e di  numero  infinitamente  grande  somministrano  un  mezzo 
di  render  meglio  preciso  il  concetto  di  quantità  continue  e 
discontinue , da  noi  precedentemente  definito  nel  n°  2.  Una 
funzione  di  x sarà  continua , quando  tra  due  dati  limiti  di 
x il  suo  valore  va  cangiando  per  differenze  del  medesimo  or- 
dine d'infinitesimi,  per  cui  viene  alterata  la  variabile  x.  Così 

la  funzione  (x — a)»  sarà  continua  per  qualunque  valore x 
di  x , finché  x' — a sarà  quantità  finita;  imperocché  lo  svol- 
gimento  di  (x  + k — a)“  secondo  le  potenze  di  a dimostra 
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_1  _1 

che  (x  -f-  <i  a)  ■> — (x — a)n  è un  infinitesimo  del  medesi- 
mo ordine  di  a.  Al  contrario  la  stessa  funzione  sarà  discon- 
tinua per  ogni  valore  di  x , il  quale  differisca  da  quello  di  a 
per  un  infinitamente  piccolo;  imperocché  ponendo  x = a + a, 

(x — a)“  =a»,  e questa  essendo  l’espressione  di  una  gran- 
dezza intermedia  alle  quautità  finite  ed  infinitesime,  non  può 
esser  quella  di  un  infinitamente  piccolo. 


6. 

Idea  del  Calcolo  differenziale. 


Se  la  differenza  Ax , per  cui  la  variabile  x va  mutando 
valore  in  fx , diviene  infinitamente  piccola , essa  prenderà 
il  nome  di  differenziale  di  x , e sarà  indicata  dal  sim- 
bolo dx  ; e similmente  sarà  dinotato  da  dfx  l’ infinitesimo 
aumento  ossia  il  d i f f c r e n z i a 1 e di  f. r,  dimodoché  pei  li- 
miti , tra  quali  fx  rimane  continua  , si  ha 

dfx  = f(x  -f-  dx)  — fx  ; 


e dividendo  per  dx  si  avrà  ancora 


dfx  (fx dx) — fx 
dx  dx 

Ma  il  secondo  membro  di  quest’  ultima  equazione  diviene  i- 
dcntico  al  primo  membro  di 


Ax 


quando  Ax  si  trasforma  in  dx  ; sarà  dunque 


1. 


> 


e perciò  fx  toglie  ancora  il  nome  di  quoziente  diffe- 
renziale. E poiché  ne  deriva  immediatamente  l'altra  e- 
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quazione 

2.  dfx  = f'x.dx, 

perciò  la  derivala  f'x  è denominala  ancora  coefficien- 
te d i f fe  r e n zi  a 1 e. 

Differenziare  una  data  funzione  vuol  dire  cercarne 
il  differenziale , ed  il  Calcolo  differenziale  stabili- 
sce le  leggi  secondo  le  quali  dovrà  cercarsi  il  differenziale  e 
la  derivata  di  una  funzione,  e quindi  la  legge  con  cui  la  deri- 
vata dipende  dalla  funzione,  sia  questa  di  una  o più  variabili. 

Egli  è più  agevole  di  cercar  prima  il  differenziale  di  una 
funzione  per  quindi  dedurne  la  derivala , anzicchè  seguire 
l’opposta  via.  Cominceremo  dunque  per  ogni  specie  di  fun- 
zione dal  comporre  l’equazione  2 per  indi  passare  all’ equa- 
zione 1 , purché  a fondamento  di  nuove  verità  non  si  ren- 
da necessario  I’  opposto  modo  di  deduzione. 


CAPO  PRIMO. 

ifunjùmi  bi  una  isola  variabile. 

A.  Differenziali  del  1°  ordine. 


7. 


Funzioni  semplici. 


Applicando  l’ idea  di  differenziale,  quale  l’abbiamo  definita 
nel  n°  precedente , alle  funzioni  semplici  del  n°  3 , otterre- 
mo immediatamente  mercè  le  equazioni  l e 2 del  n°  6. 


1.  d(a  + x)  = dx  , 

2.  d(a  — x)  = — dx 


<Ka  + *)  . 

dx 

d(a  — 
dx 
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3. 

d(ax)  = adx  , 

dfax) 

dx 

i. 

dM“  x* 

a_ 

dx  x* 

5. 

d(x‘)  = ax'-'dx 

df-ax- 

dx 

6. 

,,  dx 

d log  x = — -log  e 

dioff  x 1 . 

• log  e 

dx  x D 

,,  dx 

dlx  _ 1 
dx  x 

7. 

d(aT)  = a^l  a.dx 

dx 

8. 

dsenx  = cosx.dx 

d son  x 

; = COSX. 

dx 

9. 

dcosx  = — senx.dx 

dcosx 

= — senx 

dx 

10. 

dx 

. j n f • zi  n/\r|  Y 

darcscnx  1 

— SS3  ■ — 

l/|—  X‘ 

dx  kl— x* 

11. 

, — dx 

dare  cosx  — 1 

V , — x* 

dx  l/l-x* 

8. 


Funzioni  composte. 

Nell’equazione  2 n°  4 

y',  = F'(u).u't.v'« 

dy 

F'(u)  indica  la  derivata  di  F(u)  rispetto  ad  « ossia  —,  c- 

du 

gualmente  che  u»  la  derivata  di  u rispetto  a v ovvero  — » 

e tj’i  come  ancora  y'*  sono  le  derivate  di  v ed  y rispetto  ad 
x nell’  ipotesi  che  F(u)  sia  funzione  continua  di  it,  u di  v, 
e v di  x.  Quella  equazione  può  dunque  esser  scritta  cosi 
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dy  dy  du  dv 

dx  du  dv  dx 

dimodoché  il  differenziale  di  y = F(u)  sarà 

9 dy  du  dv  j 

i.  dy  = — -dx. 

du  dv  dx 

Similmenle  rispello  ad  y = F(u,v),  quando  u e » siano 
funzioni  continue  di  x,  l’equazione  3 dello  stesso  n“  diverrà 


donde  risulta 


dy  dy  du  dy  dv 

dx  du  dx  "t*  dv  di  ’ 


» dy  du  dy  dv 

j à — ' — ‘ dx  4 ~z — ■ — • dx 

du  dx  ' dv  dx 


In  queste  4 equazioni , pel  fatto  stesso  della  loro  origine, 

le  forme  disegnano  le  derivale  della  funziono 

y rispetto  ad  u,  di  u rispetto  a v,...  cosicché  le  equazioni 
rappresentano  la  successione  delle  operazioni , e perciò  non 

sarà  lecito  %asmutare  p.  e.  — • — in  • 
r du  dx  dx 

L equazione  4 può  ridursi  alle  sole  due  funzioni  ne»; 
ed  in  vero  se  nella  funzione  y = F(u,v) , continua  rispetto 
ad  u e »,  noi  poniamo  u 4 Au  in  vece  di  u,  e v -{-  Av  in 
vece  di  » , avremo 

Ay  = F(u  + Au,v  -f-  Av)  — F(u,v), 

ovvero  , aggiungendo  e sottraendo  F(u,v  4 Av)  dal  secondo 
membro , 

Ay  = F(u  -|-  Au,v  -f-  Av)  — F(u,v  4 Av) 

4 F(u,v  4 Av)  — F(u,v). 

La  prima  di  queste  differenze  indicando  un’alterazione  del- 
la funzione  rispetto  ad  u e la  seconda  rispetto  a »,  sarà 
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F(u  -f  Au,v  + Av)  — F(u;v  -f  Av) 
Au 


Ali 


F(u,v-f  Av)-F(n.v)  ^ 
Av 


Or  mutando  Au  , in  rfu  , Av  in  dv  , la  continuità  della 
funzione  rispetto  ad  u e v richiederà  che  Ay  divenga  dy  ; e 
per  un  infinitesimo  e reggerà  1’  equazione 

F(u  -f-  du,v  -f  dv)  — F(u,v  -f-dv) dF(u,v)-j-e 

«tu  du  5 


ponendo  che  £ sia  evanescente  con  dv.  Dietro  questa  con- 
siderazione il  valore  di  dy  sarà  dato  dall'  equnzionelimile 


ovvero 

5. 


d^  *£*) 

3 du  ' du  ’ 


dy  ==-^--du  +-^--dv , 

J du  1 dv 


dimodocchè  dy  si  comporrà  del  difFcrenziale  preso  rispetto  ad 
u e di  quello  rispetto  a v. 

Similmente  si  avrà  per  y = F(u,  v,  w,...) 

6.  d,  = ^da  + ^-d.+-5.,hr+.... 

J du  ' dv  1 dw  ~ 


9. 


Continuazione. 

Le  forme  più  semplici , che  può  assumere  F(u,v),  sono 
u + v,  u — v,  u.v,  u’, 

quando  u e v siano  funzioni  continue  di  x. 

Or  l’equazione  6 del  n°  precedente  ci  farà  ottenere  i dif- 
ferenziali di  queste  funzioni,  indicandoci  che  sarà  d’uopo  pren- 
derne i differenziali  rispetto  ad  u e V , c poi  addizionarli  , 
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vale  a dire  ; 

1.  d(u  + v)  = da -}- dv  , 

2.  d(u  — v)  = du  — dv , 

8.  d(u.v)  = udv vdu. 

Se  nell’  ultima  equazione  v rappresenti  una  costante  a , co- 
sicché la  sua  variazione  sia  nulla,  avremo 

4.  d(au)  = adu  , 

c questa  equazione  avrà  luogo  non  solamente  per  ogni  a 
reale , ma  eziandio  per  un1  a immaginaria  ; imperocché  mu- 
tando a in  al/ — 1 , si  avrà  dall’equazione  y=*au  1/ — 1 

Ay  — a(u  -{-  Au)l/ — 1 — ani/  — 1 ==  aAul/  — 1, 
c mutando  Ah  in  du,  Ay  diverrà  dy  ed  avremo 
dy  = al/ — l.du. 

Se  u,  v,  w,,..  sono  altrettante  funzioni  di  x,  l’ equazione 
8 ci  darà 

5,  d(u.v.w ) vvr...du  -f-  uw...dv  -f-  uv...dw  -f"‘” 

e 

„ d(uvw....)  da  . dv  dw  . 

t).  = — K-. 

u.v.w...  u 1 v w 


Rispetto  al  quoziente  — - si  ottiene 

_ , u du  udv  vdu  — udv 

7.  d — „ 

V V V V* 

e quanto  alla  potenza  uT. 

8.  duT  = u’iu.du  -f-  vuT'“'.dv. 

Esempio  t.  Da  y = l(tangx)  si  avrà 

d tang  r 


dy 


langx 
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E poiché  tang x , l’equazione  7 ci  darà 


d(tangx)  = 
quindi 


cosx.d  scn  x—  sen  x.d  cosi 


dx 

cos'x 


dy  = 


dx 


2dx 


cos  xtangx 


sen2x 


_ . .(1  — cosnxji- 

Esemplo  2.  Ponendo  v = H— ; >*,  ossia 

J (1  +•  cosnx) 


y = — 1(1 — cosnx) g- 1(1  -f  cosnx) 


abbiamo 


dy  = d | ^ 1(1  — cos  nx)|  — djy  1(1  -f  cosnx)|. 

,<1  ut  \)  1 jin  \ 1 d(l— cosnx) 

d y 1(1  — cos  nx)?  = d 1(1  — cosnx) 


Ma 


ossia 


dj-^-l(l  — cosnx)!  = 
e nello  stesso  modo  si  avrà 


2 1 — cosnx  ’ 

1 n scn  ni. di 


2 1 — cosnx  ’ 


quindi 


1 nsennx.dx 

2 1 -{-cosnx  ’ 


djìf  + COsnx)|  = 


dy  «=*  ^ sen  nx.dxS- - {-  1 { , 

J 2 (1 — cosnx  l-{-cosnx) 


ovvero 


dy  = 


ndx 


Esemplo  S.  Sia  dato 


i are  CO! 


sen  nx 

< b + acosx  ì 
^ a-f-bcosx  y 


Ponendo  u in  vece  del  quoziente,  si  avrà  da  y = arccosu, 
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— du 


l/l  — u‘ 


( a -j-  b cos  x S 


— (a-(-  bcosx).asent.dx -(- (b-j-  a cosx)  b seni. di 


ovvero 


ed 


du  : 


(a-f-hcosi)* 

(a«  — b2)senxdx 
(a+  bcosx)* 


t (a  -f-  bcosx)* — (b-f-acosx)* (a’ — b'^n’x 

U **  (a-f-bcosx)‘  (a -j- bcosx)1  ’ 

quindi 


dy  = 


I'Nvniplo  4.  Per 


(a*  — lpTdx 
a -f-  li  cos  x 


x’  — 6a*x  — — a’ 
(a  + x)% 


3al(a  -j-  x) 


si  ottiene 


9 


x5  — Ga*x  - 4-  a’ 

4 -<.+.>■  i 

(a  -f-  v)*(3xl  — 6a!)dx  — 2(x5  — 6a*x  — a’Xa  + x)dl 


dx 


(a+x)* 

= (x*+3aV+6a-x4-3a*).^^r, 

Sadx 


d(3al[a-|-x])s 


a+x  ’ 


quindi  nella  più  semplice  espressione 

d*HThvdx- 
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Esemplo  S.  In  y «=  2(a’—  b’)~arctgjl/(^-^).  fg-^j 


ponendo 

ne  risulta 

dy_2(a’  b 

M» 

j 1 . / a—  b di 

11=3  2 K a-f  b co*’*  ’ 
2 

e 

1 + 

, (a+b)+(a  — b)tg*|-  a -f  bensì 

(a  + b)  “(a+  b)cos*j 

dunque 

(a* — b*)dx 

dv  = • 

a -f  b cosi 

La  simiglianza  dei  risullamenli  ottenuti  negli  esempii  3 e 
5 è una  conseguenza  della  simiglianza  delle  funzioni  ivi  pro- 
poste , la  quale  sarà  manifesta  quando  si  consideri  che  es- 
sendo 

...  1 u 

tangz  = u,  quindi  cosz  = — . senz  = 


l/l-l-u* 


sarà 


arctgu  = arccos 


■ = are  sen  - 


l/l -fu*  1/ 1 -f  u 

egualmente  che  da 

scnz  = v,  quindi  cosz  «=  1/ 1 — v* , tangz  = 


1/7^ 


deriva 


arcsenv  = arccos  \/i  — v'  = arclg 


1/T ~ 
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10. 


Funzioni  Implicite. 


Se  in  un’  equazione  esistente  tra  le  variabili  e la  funzione 
di  esse  , 1’  ultima  si  trovi  separata  dalle  prime , la  funzione 
si  dirà  esplicita;  ma  se  nello  stesso  membro  dell’equa- 
zione la  funzione  stia  congiunta  colle  variabili  o con  una  fun- 
zioni di  esse  , allora  si  dirà  implicita.  Così  nell’  equa- 
zione. 


y = (a  -f  x)lx , 


y 


y è una  funzione  esplicita  di  ® , e viceversa  è implicita  nel* 
T aquazione 

y*  _j_  2y  v -f  xl  — 8axy*  = 0. 

Per  ottenere  il  differenziale  o la  derivata  di  una  funzione 
implicita  di  x , supponiamo  data  l’equazione 

1.  z = F(x,y), 

il  cui  difFerenziale  per  l’ equazione  I>  del  n°  5 sarà 


2. 


/ 


se  y ed  x sono  funzioni  di  una  stessa  variabile.  E questa  equa- 
zione sarà  soddisfatta  anche  nel  caso  che  y sia  funzione  di 
X,  poiché  x è funzione  di  sè  medesima.  Or  se  poniamo  ebo 


poic 

nell’  equazione  1 sia 


z «*  0 , ossia  F(x,y)  = 0 , 

per  la  qual  cosa  y diverrà  funzione  implicita  di  x 5 avremo 
ancora  dz  — 0,  poiché  per  ogni  valore  di  x compreso  tra  i 
limiti  di  continuità  della  funzione  , 1’  equazione  f (x,y)  = 0 
dev’essere  soddisfatta.  Perciò  1 equazione  2,  nell  ipotesi  di 
a = F(X-y)  = 0 ci  darà 
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— • dy  -f-  -r  ' ‘*x  = 0 ; 
dy  1 — dx 


quindi  la  derivata 

dv  dz  dy. 

*• 

ovvero , prendendo  il  differenziale  rispetto  ad  x , 


5. 


dz 

dx 


dx  + ?.ìdx  = 0. 

dy  dx 


Vale  a dire  che  il  differenziale  della  funzione  F(x,y)  s» 
compone  della  somma  di  due  differenziali , 1’  uno  preso  ri- 
spetto ad  x , F altro  rispetto  ad  y ed  x. 

Esemplo  1.  Dall’equazione 


z *=  yJ  x*  — 3axy  = 0 

li  ha 

S-S,‘-3«,  •£  = Sx--S»s, 

quindi 

/ "tf  — ax)  dy  4-  (x*  — ay)  dx  = o , 

dy  x"  — ay 

— — %=  — ■ - • 

dx  ax — y* 

Esempio  2.  L’  equazione 

z = xl  -f  2x'y’  4-  y‘  — 8axy’  = 0 

oi  dà 

~ o=  4x"y  + 4y’  — lCaxy  , 

*s=  4x*  -f-  4xy’  — 8ay', 

in  conseguenza 

(y*  + *"y  - ^axy)dy  + (x*  + xy*  — 2ay  )dy  = 0 , 

dy : x 3 -f  y*x  — 2ay*  _ 

dx  j*  -f-x’y  — 4axy 
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Esemplo  3.  Da  z = y*  — xJ  = 0 


risulta 


quindi 


il  = xyx_I-  xrlx  , = y*ly  - yx*~; 


<iy 


yxI~'—  y*iy  y*  — *y>y 


Ux 


xy*  — xTIx 


■ ijU 


B.  Derivate  e differenziali  di  ordine  superiore. 


11. 

Funzioni  semplici. 

La  derivata  di  una  funzione  della  variabile  x è in  gene- 
rale un’  altra  funzione  della  stessa  variabile  , la  quale  nuo- 
va funzione  ammetterà  una  seconda  derivata,  e questa  una 
terza,  e cosi  di  seguito;  dimodoché  si  avranno  sempre  nuo- 
ve funzioni , ciascuna  delle  quali  sarà  la  derivala  di  quella 
che  precede.  Queste  nuove  funzioni  diconsi  derivate  di 
ordine  superioredi  fx  o e per  y=fx  vengono  in- 
dicate con 

v'  v''  v'"  v(°) 

J i J i I » y 

ovvero 

fx,  f'x.f"' fMx, 


delle  quali  y'  o fx  è la  derivata  prima,  y"  o f'x  la  deri- 
vata seconda,  y o f'x  la  derivala  terza,  ed  in  ge- 
nerale, n disegnando  un  numero  intero  e positivo,  y^x  ov- 
vero /Hr  sarà  l’ ennesima  derivata  di  fx.  Nel  tempo  stes- 
so y"  o f 'x  è la  derivata  di  y[  o fx , ed  in  generale 
o fa)x  sarà  la  derivata  di  o fa~-')x. 

In  conscquenza  di  queste  definizioni  e notazioni  sarà 


i 


v"' 

dx  ’ ^ dx  ’ * 


dj"  (n) dy|n— *)_ 

dx  ’ • ‘ ‘ ^ dx 
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o\ vero 


S' 


il 

dx  > 


d — 

di 

dx 


? 


od  in  queste  espressioni  va  sottinteso  che  dx  sia  costante  nei 
quozienti 

dy  dy'  dy" 

1 J 5 ■ > • 

dx  dx  dx 


e che  in  conseguenza 

, dy  ddy  (j  dy’  ddy’  dddy  ^ 

dx  dx  dx  dx  dx.dx 

Or  dall’  idea  del  quoziente  differenziale  ^ deriva  elio 

dy  = y'.dx,  dy'  = y".dx,  dy"  = y"'.dx 


e poiché  dx  è costante , si  avrà 


ddy  = y",dx*  , dddy  = y'w,dx’ 


Per  brevità  si  scrive  d*y  in  vece  ddy  , dJy  in  vece  di 
dddy  , . . . . cosicché  disegnando  dx“  l’ e n n c s i ni  a potenza 
di  dx  , si  ha 


dny  = yH.dx*,  , 


e — =*  y». 
dxn 


Or  facendoci  a cercare  le  derivate  ed  i differenziali  di  or- 
dine superiore  delle  funzioni  semplici,  abbiamo  qui  appres- 
so per 


1.  y=*a±x, 

dy  = ±dx,  d'y  = 0 , d5y  = 0,.,., 

quindi 

y’-±i,  y'  = o,  y"'=o 
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2.  y ==  ax 

<ly *=» adx  , d’y  = 0,  d’y  = 0,..f 
y'  = a , y"  = 0 , y’"<=0,.... 


3.  y-f, 


dy dy  = 2^,d‘y  = -2.3.!g- 

in  generale 


e 

i. 


y m « ( — l)n.2.3....n. 
Per  y = xm  si  ha 


a 

x“+ 1 * 


dy  = mx“- *dx , d’y  ==  m(m  — l)x™—dx*  , 

d‘y  = m(m—  lXm — 2)....xm-’dx*, 

dny  =*  m(m  — l)(m  — 2)....  (m— n -f-  l)x“— dx», 
y(»J  = m(m  — l)(m  = 1)....  (ra  — n -j-  l)xm““. 

Se  to  è un  numero  intero  positivo , avremo  nell’  ipotesi  di 

m=>n 


yH  ==  m(ra  — lXm  — 2).. ..3.2.1 , 
vale  a dire  un  numero  costante,  e perciò 

y (“'+')  SS  y(“+*)c=  ...  = o. 

5.  y = logx  ci  dà 

dy  =,  ^ ioge , d’y  = - —■  loge  , d’y  = -f  2.^  logc  , 
quindi 

d"y  = ( — 1)°— ».2.3...(n — 1)  Ioge 

e y'"'=  (— l)'‘->.2.3...(n— 1) 
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In  conseguenza  per  y = lx 

yH=(-l)—2.3...(n-I).^-. 

6.  Da  y=«am  risulta 

dy  *=  aMa.dx  , d’y  = aM’a.dx* , d’y  = a’I’a.dx',.... 
dny  = a’I'a.dx0  e y'n>=aa*lBa. 

Quindi  per  y=»e*,  e disegnando  la  base  dei  logaritmi  natu- 
rali , avremo 

dny  =»  e’dx"  , y(°)=  e’. 

7.  Da  y =»  senx  abbiamo 

dy  s=  cosx.dx  , o pure  dy  = sen(x  -f-  4)dx  , 

a 

quindi 

d*y  = senjx  -(-  -^-j.dx* , d’y  =>  senjx + -^-j.dx% ... 

e dny  = senjx  -f-  -~-jdxn  , yM  = sen  jx  + 

8.  Similmente  da  y = cosx  si  avrà 

dy  = — scnx.dx  , ovvero  dy  = cosjx  -j-  -g|-dx  , 

d’y  = cosjx  -f  » d’y  “ cos  jx  + yjdx% 

dny  = cosjx  -4- » 7,n,=  cos jx  + 

Le  forme  generali  delle  derivate  di  ordine  superiore  del- 
le funzioni  arcsenx,  arctgx  , suppongono  sviluppi  cbe  avran- 
no luogo  nei  n‘  seguenti.  Soltanto  di  arctgx  svolgeremo  le 
derivate  nel  n°  qui  appresso. 


Digitized  by  Google 


— 43  — 

12. 


Funzioni  composte. 


Come  si  è osservato  nel  n°  8,  la  derivata  prima  di  ogni 
funzione  composta  è una  somma  di  due  funzioni  , ciascuna 
delle  quali  può  assumere  la  forma  di  un  prodotto , cosicché 
avremo  a cercare  in  generale  le  derivate  ed  i differenziali 
delle  forme  u + v , u — v,  u.v,  quando  u e v sono  funzio- 
ni di  x. 

1.  y = u -j-  v dà 

dy  = du  -j-  dv  , quindi  d*y  = d’u  -f-  d*v, 
ed  in  generale 


d"y  = d°u  -j-  dnv  , y(“)==  u!n)-f-  v'“) 

2.  Similmente  per  y = u — v 

d"y  = d“u  — dnv  , yW=  uW — y(»l 

3.  Da  y = uv  si  ottiene 

dy  =*  udv  -f-  vdu , 

d'y  = ud*v  -f-  dudv  -{-  dudv  + vd’u 
= ud‘v  -f-  2dudv  -|- Vd*u  , 

d’y  = ud’v  -f-  3dud‘v  -f-  3d“udv  -j-vd’u. 


Svolgendo  i differenziali  successivi  si  troverà  che  i fattori 
numerici  dei  singoli  termini  sono  identici  ai  coefficienti  del- 
la potenza  n,,n“  di  un  binomio  ; perciò  si  ha  in  generale 


d°y  = ud”v  -f"T  dud“  *v  -j-  d3udn~~'v 

* !•  2 


+ 


n(n  — l)fn— 2) 


d,udn~,v  -f-  •••  + -y-  d u.dv-|-d,,u.v) 


1.  2.  3 
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_|_  n("-~  — — u'"v(n— »)_| [_  y Uln-  I'v'4-  U1;)  V. 


4.  Se  y e a indicano  due  funizoni  dipendenti  da  x,  e por 
le  quali  abbia  luogo  la  relazione  a — f( y)  , si  avrà  il  diffe- 
renziale di  questa  equazione  rispetto  ad  y , considerando  y 
come  funzione  ed  in  conseguenza  dy  come  variabile,  vale  a 
dire  che  sarà 


dz  » f(y).dy  , d’z  = f’(y).dy*-f  f'(v)-d’V  t 
d’z  = f'"(y).dy*  + 3f"(y).dyd“y  + f'(y).d5y  , 

Quindi  se  neirequazionc  y = f(x)  la  variabile  x non  ven- 
ga più  considerata  come  indipendente,  ma  qual  funziono 
di  una  nuova  variabile,  si  avranno 


dy  = f'(x).dx  , d’y  = f"(x).dx,+  f'(x).d’x  , 
d’y  = f"(x).dx’+  3f '(x).dxd*x  -f  P(x).d’x  , ecc. 

in  vece  delle  equazioni 

dy  = f(x).dx  , d y = f"(x).dx* , d’y  = f '(x).dx%  ecc. 

Esemplo  I.  Poniamo  dover  cercare  la  derivata  genera- 
le di 

1 

^ T*  Y±iTx 


Secondo  il  3.  del  n°  11  si  ha 


dnirS  - (-)•»• 2-3...n-^r; 

quindi , mutando  x in  a -f-  bx,  e perciò  dx  in  bdx,  si  avrà 


. (l"lr^Tx!  = + !-2’3  •n’  (a  - )af+ 1 ’ 
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quindi 


D|n1-^rri“(~1),,1-2*3-  n.  7-^±1)n|,n  , 

(n±l>x)  ' ' (ayi)n-M 


indicando  con  Di”)  la  derivala 

Esemplo  2.  Cercando  la  derivata  generale  di  — ? — -,  po- 

a’  -f-  x*  r 

nendo  i = 1/ — 1 , avremo  primieramente 
x*  + a*  = (x  + ai)(x  — ai) , 


e 

quindi 


= L_(  • 

a* -fi*  2ai)x-f  ni  x — ni)  ’ 

D(n|$ ì = L$d(“). Dn) - 

2niì  x-f-ai  x — ai) 


Ma  le  derivate  del  secondo  membro  di  questa  equazione 
sono  già  note  per  gli  csempii  precedenti,  imperocché  nella  dif- 
ferenziazione di  ^ , o in  generale  della  funzione  F(iur)  è 

indifferente  che  b dipenda  o no  da  x,  che  ò sia  reale  o im- 
maginaria. Quindi  sarà 

1 — = (_ iy.+  r 1 2 3-  n ( 1 1 > 

a +*‘  ' ‘ 2ai  ((x-{-ai)<*+ * (x— 

= (“,)n+-,2iò(^i^J(x-aOn+-(*  + ai)"+r 

Or  se  per  eliminare  gl’  immaginar»  da  questa  espressione» 
poniamo  ( ciò  oh  è permesso  per  ogni  valore  reale  di  x ) 


f = are  tg  -- , 


avremo 


x (a’  -f  x*)'cos  <p  , a = (a*  -f-  x*)*sen  tp , 

quindi 
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(x  _ ai)n  + ’=*  (a®  -f  x'y-s-1  (cos<?  — isen?)"  + 1 ’ 

(x  + ai)D  + ’%=(a®  4-  x*)  '14LJ  (cos?  4-  iscn?)n+ 

Ma  per  qualsivoglia  angolo  ? e per  ogni  valore  intero  e 
positivo  m reggono  le  equazioni 

(cos?  -f  iscn9)°,=  cosm?  4-  i\  senni?, 

(cos?  — i sen  9)  ra=  cosm?  — i seti  m ?. 

Imperocché  rispetto  agli  archi  « , /3,  ? troviamo  soddisfatta 
in  primo  luogo  l’ equazione 

(cosa4'*'8ena)(cos$'H-sen^)  = cos(a  4-'3)  + >'Sen(a  4“^)* 
quindi  l’altra 

(cosa  -|-  i.scna)(eoa/3  4-  i.scn/3)(cos,>  4-  i-  sen>) 

= cos (a  4*  & 4"  y)  4”  i-Sen(a  4"  $ 4“  “>)• 

E poiché  la  forma  deH’equazione  rimane  inalterata  accrescen- 
dosi il  numero  degli  angoli , cosi  supponendo  in  angoli  a , 
/3,  avremo 

(cosa  4-  i.sena)(cos/34i.scni6)(cos>  4'i-sen'>)-  •■•(cos“  4~  i-sen.u) 

= cos(a4-iS4'>4"-"-4"  f<)  4-  *- • sen(«  4-  ^ 4-  > 4-- - • 4-  /*)» 

equazione  che  nell’ ipotesi  di  a = 1 3 = y = ...  = 9 di- 

viene 

(cos?  4-  i.sen?)m  = cosm?  -f  i. senni?. 

E nello  stesso  modo  si  avrà  la  relazione 

(cos?  — i.sen?)m  = cosm?  — i.senm?. 

Or  questi  valori  ci  danno 

(x_ai)n+  ’=  (a1 4 x*)— |cos(n  4 1)?  — i.scn(n  4 1)?|  » 
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(x-fai)  = (a’-f  x’)— r~|cos(n -f  l)p  -f  i.sen(n -f-  l)?j , 

donde  nella  forma  più  semplice  abbiamo 

D'a)1..0(-l)n  i.  2.  8...  n.— n(n-  + 1>?- 

Similmente  rispetto  alla  funzione 

^7+I7==  + 

si  avrà  la  simile  relazione 


D,n|- 


a“-f  !■* 

Or  considerando  che 


(-1)?  1.2.3.. 

(a’  + x*>^±J 


^f^^D'^arctgx, 
si  ottiene  immediatamente 

Dn|arctgx  = (—  1)— .1.2.8. . . . (n— ì). 
ponendo 


ten.n? 
(!  + *•>= 


? = arctg  — • 


J 0** 

Esemplo  3.  Da  y — deriva 

t 

y = _ (ax  — 1) 
y"=-~(aV—2ax  + 2) 

PU 

y"'=  -jr  (a  x1-  3a’xm-f  6ax  - 6), 

ed  in  generale 
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« -^-|a,,xD — nan-*x"-,4-  n(ri  — l)an— xn-‘ 

X xn*r» 

— n(n—  l)(n— 2)an-5x°“,4-....  — 1)...8.2. 1 J, 

ovvero 


in)  e**  a”e«  r.  _n n(n  — 1)  n(n  — IX"— 2) 

U — I1  al  + a*x*  a’x* 

n(n  — 1) 3,2.1 


aiixn 


Similmente  per  la  forma  più  generale  e**  xm  si  avrà 
DMe“.xm 

= c"|anxn,-f  nmaa-*xm-4-n(^~— . m(m— l)aMxm‘*+—| 

Esemplo  *.  Ponendo  y » e"cosrx  , si  otfiene 
y'  = c'l’(a  cosrx — rsen  rx). 

Ma  finché  a ed  r rappresenteranno  valori  reali , si  potrà 
sempre  stabilire  l1  equazione 

= tango  , 

quindi 

a = (a*  + r*)*cosy  , r = (a*  4-  risono  ; 


in  conseguenza 

y>  — (a*  r’)*  e**  (cos?  cosrx  — senpsen  rx) 

==  (a*  + r*)4e“  cos(rx  + <?), 

Similmente  si  avrà 

y"  = (a’  4-  r*)s  e”  co<rx  4-  2?), 

ed  in  generale 

DM  ew  cosrx  = (a’  4-  r’)i  e«  cos  (rx  4-  n<p). 
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Nello  stesso  modo  si  otterrebbe 

DWe”senrx  «=  (a*  -f-  r2);  sen(rx  -f-  o ?)• 

Esemplo  S.  Se  nell’  equazione  y — uv  scambiamo  u con 
(x — a)m  e v con  ox , dall’ esempio  3 risulterà 

D'n)[(x — a)mtpx] 

=3  m(m  — — n l)(x  — a)m-n?x 

-f  • m(m  — 1). . .(m  — n + 2)(x  — a)m-n  + 1 <p'x 

4-  — l)...(m — n + 3)(x — a)™-n+»  rj'x 

-f- -J-(x  — a)“  ?fn,x. 

Nel  caso  che  m rappresenti  un  numero  intero  assoluto, 
potrà  essere  maggiore,  minore  o eguale  ad  n.  Facciamoci  a 
determinare  ciò  che  diverrà  questa  n“ia"*  derivata  , allorché 
fatta  la  differenziazione  si  pong|  x — a , nella  ipotesi  che 
sotto  questo  valore  <?x  ed  in  conseguenza  ®a  resti  continua. 
Supponendo  n<m,  l’esponente  m — n di  (x — a)  nel  primo 
termine  sarà  più  piccolo  di  tutti  gli  altri  esponenti  della  se- 
rie dei  termini,  e sarà  magggiore  di  zero  ; in  conseguenza 
tutti  i termini  spariranno  nell’ipotesi  di  x = a,  e sarà 

Da  'Kx  — a)™?*]  = 0 > 

(n) 

indicando  col  simbolo  Da  che  dopo  aver  eseguito  la  diffe- 
renziazione si  è fatta  x = a nella  n‘in“  derivata. 

Ponendo  n ==  m , il  primo  termine  della  serie  diverrà 

m(m  — 1)...  2.  l.(x — a)Vx,  ^ 

NI 

c nell’  ipotesi  di  x = a verrà  trasformato  in 
m(m — 1) 2.  l.<pa  ; 

nella  stessa  ipotesi  tulli  gli  altri  termini  spariranno , come 

4 
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quelli  che  contengono  il  fallerò  x — a cogli  esponenti  1 , 
2 , ecc. 

E se  in  fine  facciamo  n > m e sia  n = m -(-  1 allora  il 
primo  termine  della  serie  sarà  nullo,  poiché  nella  m“"m  de- 
rivala era  già  divenuto  m(m  — 1).  ...  2.  1.  (x  — a)°?x.  Si- 
milmente ponendo  n = m + 2,  n = m-(-3,...  n=m-j-k 
saranno  nulli  i primi  due,  i primi  tre,...  i primi  k termini 
della  serie  ; ed  il  termine  del  posto  k -f-  1 avrà  il  valore 


■n(n~;^;n'-±'Vm  -!)•••  -2.  l.(x  - a)Vk>x  , 


ossia 


n(n  — l)...(m-f  1) 
1.  2.  3...(n  — ni) 


.m(m — 1)...2.  l.o(n~m)x. 


Tutti  i termini  seguenti  spariranno  colla  sostituzione  di  a ad 
ir,  perchè  contengono  il  fattore  (x  — a ) elevato  alle  poten- 
ze la,  2“,  ecc. 

Sarà  duuque 


D&  [(x — a)myx]  = 0 , per  n < m 

— m(m  — l)...2.1.pa,  per  n = m 
s=n(n  — l)...(n — m-(-l)on— mìa,  per  n>m. 


13. 


Funzioni  implicite. 


Le  derivate  ed  i differenziali  di  ordine  superiore  della  fun- 
zione implicita 

” = f(x  , y)  = 0 

si  possono  immediatamente  ottenere  dalle  equazioni  3 , e 4 
del  n°  10 , o più  semplicemente  differenziando  l’ equazione 


1. 


du  dy  du 

dy  dx  "dx 
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nella  quale  si  consideri  u come  funzione  di  y ed  x , ed  y 
dipendente  da  x , e prendendo  in  fine  dagli  ottenuti  sviluppi 
i valori  di  y' , y',  y",  ecc.  In  tal  modo  si  avranno  successi- 
vamente 

du  d*y  £u  t dy  v»  „ d"ii  dy  d*u  __ 

dy  dx'  ' dy”  (di)  ' dydx  dx  ' dx'  ’ 

du  d^y_  „ MNi  dy  , d‘u  ìd'y  dHudyi» 

dy  dxJ  ' 'dy'  dx  dydx/dx'  dy3idx> 

/ ■ o d’u  («W  | q d'u  Jy  I 

dy*dx  'dx'  ' dydx'  dx  dxJ 

ec.  ec. 

e da  queste  equazioni  si  ottengono  facilmente  i valori  di 

dy  d^y  d*y 
dx  ’ dx*  ’ dx5 

Esempio  1.  L’equazione 

* , y 

are  sen (-  arcsen  — — = c 

a b 

dà  per  primo  differenziale 

<lx—  -J— 
l/a'  — x'  l/b'  — y* 

e per  secondo 

(a’— x’fW-f  (b*-  y’)“W  + (b'-y’pVy  = 0 ; 

quindi 

dy  __  ()>*  — y*)i 

dx  (a*— x*)4  ’ 

$ — [(«’-*')"*« + 0»-—  y->"M$']<b'-  rtf- 

Esempio  2.  Da 

(X\f  y7_aV+by  = 0 
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si  hanno  per  mezzo  di  due  successive  differenziazioni 

2(x’+  y*)xdx  + 2(x*+  y*)ydy  - a’xd.x  + b'ydy  = 0 , 
(6x®4-  2y* — a’>lxm+  Sxydxdy  + (2x*+  6y*-f  b*)dy* 

+ (2x*+  2y‘+  b*)d‘y  = 0, 

donde 

dy  = _ (3\®4-  2y* — a*)x 
dx  (2x*-J-2y*-f  b‘)y  ’ 

■g=-[(6«’+2V-»')+  Sxj  ^+(2x-+£j-+b'0] 

: (2x’+  2y*-j-  !>•). 


14. 


Cangiamento  della  variabile  Indipendente. 


Nel  n°  11  abbiamo  concepito  l’idea  dei  differenziali  di  or- 
dine superiore  colla  condizione  di  essere 


di  * T*ax’ 


£y 

di* 


d5y 


dx 


- dx , ecc. 


vale  a dire  che  abbiamo  considerato  come  costante  il  diffe- 
renziale della  variabile  indipendente  x,  ed  all’opposto  come 
variabile  quello  della  funzione  y.  Ma  questa  supposizione  non 
sarà  più  ammissibile  se  nell’  equazione  y=fxi&x  sia  fun- 
zione di  un’  altra  variabile  t , imperocché  l’ equazione  3 del 
n°  8 ci  darà  in  questo  caso 

dx 

• dt  dx  dt  ’ 

donde 

1 «*y  _ dy  . j* 

di  di  * dt 


Or  da  questa  equazione  si  ottengono  le  derivate  degli  or- 
dini superiori , differenziandola  rispetto  a t,  c considerando 
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dt  come  costante  ed  y come  funzione  di  x.  In  questo  moda 
si  avrà 

d*y  di  j di  d^y  ___  £y  d*Xv  , (dx>* 
di*  dt"  = (ÌU  di*  di  ‘dFj  Mdt)  * 

donde 

9 d*y  fdi  d»y  dy  d*i)  fdx>* 

A‘  di7 “jdl  di*  di  di’)  * (dt)’ 

Similmente  si  otterrà 


3. 


d’y  rill*»z£V n di  d*l  d’y 

di1  =S  JJdt)  di3  dt  "dì*  di* 

i a dy(dV  di  dy  d’x~l  . (di)5 

+ ° dt  Idi»)  dt  dt  di3  J * (dt)  » 


ecc. 


Se  in  queste  equazioni  si  supponga  t = x , sarà 


quindi  ^ = 0, 


d’x 
di3  ! 


0 


ed  esse  equazioni  diverranno 


dy  dy  d*y  d’y  d’y  d’y 
■di'*3  di’  di7  = 'dìr  ’ dxr  = "dìr 

come  dall’ipotesi  stessa  immediatamente  si  deduce. 
Se  al  contrario  poniamo  l — y , sarà 


»^=o 

di* 


d’y 

"di’ 


0,.... 


dimodoché  le  equazioni,  da  1.  a 3. , prenderanno  le  seguenti 
forme 

dy  4 . dx  d*y d*x  . ldx>’ 

dx  — 1 * dy  ’ di*  dy*  * idy)  ’ 

d’y  __  r (d*xv*  dx  d’x  1 < di  i* 

di’  |_'  ( dy * $ dy  dy3  J ‘ ( dy  ) 
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Le  equazioni  2 e 3 prenderanno  forma  più  semplice  , se 
lasciando  indeterminata  In  variabile  t da  cui  dipendono  y ed  x, 


riguardiamo  come  variabili  i due  termini  della  frazione 
nell’  equazione 


Jl! 

(li 


»)  (Vv  l 

di"  1 (li  >* 


In  tal  modo  avremo 


dxd'y  — dyd*x 


dx’ 


dxd*y  — dyd’x 
dx* 


ec.  ec. 


Esemplo  1.  Se  nell'  equazione 

[•+l£F]£+(*->5-=° 

supponiamo  che  y divenga  variabile  indipendente , le  equa- 
zioni 4 mercè  semplici  sostituzioni  la  trasformeranno  imme- 
diatamente in 


0. 


Sotto  la  stessa  condizione  l’ equazione 


dx 


L-(X- «){*.!■_  0 


diverrà 


d“.x  . A 

__x  + er  = 0. 


Esemplo  2.  Nell’  equazione 


+ Ay^-|-Bi>  = 0 
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poniamo  che  debba  essere  y = ex  e che  in  conseguenza  sia 
x la  variabile  indipendente.  Scambiando  y con  u , x con  y 
e t con  x nelle  equazioni  1 e 2 , si  avrà 

du  du  % dy  d*u rd*u  dy  d*y  du)  . <dyY 

d7  _ dT  ‘ di  ’ d^  “ Idi*  dx  dxidx)MdxJ’ 

quindi , nell’  ipotesi  di  y = cx, 


• du  du  m d*u  z d*u  ^ 

"dy  “ IT  ' e*  ’ dy»"  = fdx^"6* 


Questi  valori , sostituiti  nell’  equazione  proposta  la  trasfor- 
meranno in 


d*u 

di' 


+ (*-!)  ^ + Bu  = 0. 


Similmente  l’equazione 
du 


+ 


diverrà 


“y  (l+y»)i 
du  a . . . 

_ + u = T(c»+e-») 


se  poniamo  che  x , essendo  la  variabile  indipendente , sia 

legata  ad  y mercè  la  relazione  x = l[y  + (1+ 

Esemplo  3.'  Poniamo  che  nell’  equazione 


zi  i\  d u du  g n 

(1-s)-57-!-37+"“  = ° 


la  variabile  y debba  scambiarsi  con  cosar,  e che  x debba  es- 
ser la  variabile  indipendente.  Avremo  in  conseguenza 


du  du  d*u  td*u  du  ì , 

ry  = ni : “ scnx  ’ w = te” senx  ■”  ^ cosxj  • 86,1  x 5 


quindi  1’  equazione  proposta  diverrà 

d*u  , 

-f-  n u =0. 


dx* 
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1.  debba  prendersi  per  variabile  indipendente  s,  per  la  quale 
ha  lungo  la  relazione 

ds'=  dx'-f  dy* 

2.  che  vi  si  debbano  introdurre  le  variabili  rei  definite 
dalle  relazioni 

x = rcost,  y = rscnt, 

c che  t debba  essere  la  variabile  indipendente. 

Volendo  soddisfare  la  prima  condizione,  avremo 

< d»l*  . . £dy>*  d*y  (dx  d»y  ^ ily  d*X)  . 

dx»~  (dsds1  ds  d»-J  ’ J 

quindi 


= i • (j*  d*y 

' * ( d»  ds*  ds  ds’> 


Quanto  poi  alla  seconda  condizione  avremo , differenzian- 
do rispetto  a t i valori  di  x ed  y, 

dx  dr  . dy  dr 

— = — cost — rsent,  -~-  = — -sentH-  rcost; 
dt  dt  dt  di  1 ’ 

donde 

dy  drsenl-f-  rdtcost 

- * -—38  ~ • 

dx  drcost  — rdrsctil 

Da  queste  equazioni  deducendo  i valori  di  c , ed 

introducendoli  nella  proposta,  si  avrà  per  la  condizione  ri- 
chiesta 
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35. 


Continui  Ut  dello  funzioni  derivate. 


Se  F®  è una  funzione  continua  tra  limiti  af  ed  j£.-f  h,  e 
tra  questi  limiti  sempre  crescente,  o sempre  decrescen- 
te ; reggerà  rispetto  ad  essa  tanto  l’ equazione 


lim 


F(x  -fa)  — Fi 


■ F'X, 


che  avrà  luogo  quando  « continuamente  decrescendo  giunga 
ad  essere  infinitamente  piccola,  quanto  l’altra 


F(i  + a)  — Fx 


■F'x  + é, 


nella  quale  e deve  indicare  una  grandezza  evanescente  con  4 
e nel  tempo  stesso  infinitesima,  poiché  si  è supposto  che  F® 
sia  continua  tra  i limili  ®'  ed  ®'  + h e che  tra  questi  siano 
compresi  i valori  ® ed  ® -f  a.  L’ incremento  della  funziono 
sarà  dunque  espresso  da 

1 . F(x  -fa)  — Fx  = aF'x  -f  a’k, , 

ponendo  as  = a’A,,  e considerando  in  conseguenza  A,  come 
l’indice  di  un  valore  finitamente  o infinitamente  piccolo. 

Or  se  nell’equazione  1 la  variabile  vada  sempre  crescen- 
do di  un  infinitesimo  a , avremo  la  serie  di  relazioni 


♦ *- 


F(X  -f  a)  — Fx  = aF'x  -f  a’k, 

F(x  -f  2a)  — F(x  -f  a)  = aF'(x  -f  a)  -f  a’k, 
F(x  -f  3 a)  — F(x  -f  2a)  = aF(x  -f  2a)  -f  a’k. 


F(x-f  [n  — l]a)— F(x+  [n  — 2]«) = aF'(x-(-  [n  — 2]a)-f  a’k„_, 
F(x  -f  na)  — F(x  -f  [n  — l]a)  = aF'(x  -f  In  — l]a)  -f  a’k,,, 

nelle  quali  le  grandezze  A,,  A,,...  An-i,  Aa  sono  analo- 
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ghc  alla  k , dell’equazione  1.  E se  di  tulle  queste  equazioni 
si  faccia  l’addizione  di  membro  a membro,  ne  risulterà  l’altra 

2.  ,F(x  + na)  — Fx  = a[Fx  F'(x  -f-  a)  "f-  F (x  -f-  2a)  - 

+ F(x +[n  - 2]a)  + F'(x  + Ln  - l]a) 

-(-  a’(k,  + k,  + k,  4"  4"  kn— i 4"  kn)  > 

in  cui  supponiamo  ancora  che  x ed  x 4-  siano  compresi 
tra  i limiti  di  continuità  della  funzione  Fx. 

Or  egli  è chiaro  che  dovrà  esistere  un  valore  di  x della 
forma  x + m*  , compreso  tra  x ed  x 4*  na  , che  renderà 
F’(z  4 mi)  eguale  al  medio  aritmetico  di  tutti  i termini 
della  serie 

Fx,  F(x  4-  a),  F(x 4-  2«),...F(x+[n-2]a),F(x4-[n-l]c) 

quantunque  rimanesse  tuttavia  indeterminato  di  quanto  x-j- ma 
differisca  da  x -|-  na , e se  m , che  dovrà  essere  maggiore 
di  zero  e minore  di  ?i,  sia  numero  intero  o frazionario.  Po- 
niamo che  sia  un  numero  frazionario  della  forma  ■*— , e che 
il  suo  valore  sia  compreso  tra  gl’interi  p e p 4-  F Scam- 
biando l’ incremento  a con—  , la  serie  dei  numeri  compresi 

r 

tra  p , p -j-  — , p 4-  — + 1 sarà  trasformala  nella  serie  de- 
gli interi 

rp  , rp  4-  1 , rp  4-  m » rp  -(-  m -(-  1 rp  m + r , 

ed  egli  è chiaro  che  le  equazioni  1 e 2 reggeranno  aucora 

a 

per  - . 
r 

Dovrà  similmente  esservi  un  medio  aritmetico  dei  numeri 
k,  , k2 , k2 ....  ku_, , k„  , 
c che  rappresentiamo  con  kT 
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Questi  valori  medii  F'(jt  4 ma)  e kv  moltiplicati  poi  numc- 
n dei  termini  ed  introdotti  nell’  equazione  2.  la  trasforma- 
no in 

F(x  -f-  na)  — Fx  = na[F’(x  -f-  ma)  4 akq], 

ovvero  , ponendo  na  = h , in 

3 F(x  + h)  — Fx  = Ji[  F'(x  -(-  ma)  -f  ak(,] , 

sempre  però  nell’ipotesi  che  il  valore  x -f-  h resti  tra  i li- 
miti di  continuità. 

1 valori  medii , che  si  trovano  nei  secondi  membri  delle 
due  ultime  equazioni  , dipendendo  dalla  forma  della  funzio- 
ne I'j?  , e quindi  da  F'x  ; dovrà  sempre  aversi  un  valore 
x 4 f/a  , compreso  tra  x ed  x -j-  na , che  renda  soddisfatta 
l’ equazione 

F'(x  + jua)  = F'(x  + ma)  + ah,  ; 

imperocché  essendo  F'(ar  4 ,«a)  — F'(x  4 ma)»  ossia  “h,,,  l,na 
quantità  infinitamente  piccola,  sarà  p prossima  ad  m,  e quin- 
di al  pari  di  questa  sarà  compresa  tra  zero  ed  n.  In  conse- 
guenza dall’  equazione  3 risulterà 

A.  Fx  4 h)  — Fx  = hF’(x  4 /“«)» 

ovvcaprft 

5.  F(x  4 h)  — Fx  = hF'(x  4 Ah) 

se  porremo  A?ta  = Ah  in  vece  di  pa,  e riguarderemo  in  con- 
seguenza A come  una  frazione  vera.  * 

L' equazione  4 o 5 avrebbe  luogo  ancora  per  una  funzio- 
ne che  non  rimanesse  continua  tra  i limiti  a:  ed  a:  4 h>  im- 
perocché se  in  questo  caso  alcuni  dei  valori 

k,  i k, , k, ....  k„— t , k„ 

divengono  infinitamente  grandi,  sarà  purtuttavia  sempre  pos- 
sibile di  concepire,  se  non  rappresentare,  un  loro  valore  me- 
dio k,t. 
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E la  stessa  eqnazione  vaierà  ancora  nell'  ipotesi  elle  h sia 
infinitamente  piccola , ma  sarà  d’  uopo  che  n significhi  un 
numero  finito  , poiché  dovrà  soddisfare  la  relazione  n*  = h ; 
fi  ancora  avrà  valore  finito , dovendo  rappresentare  un  nu- 
mero intero  compreso  tra  zero  ed  n,  ovvero  un  numero  fra- 
zionario che  sia  tra  gl’interi  p c p-f  1.  Donde  poi  segue 
che 

ila  a 

sarà  un  numero  frazionario  finito. 

Queste  osservazioni  si  appoggiano  purtuttavia  alla  condi- 
zione da  principio  stabilita,  che  Far  tra  i limiti  x ed  x-| -h 
vada  sempre  crescendo  o decrescendo.  Or  poniamo  che  la 
funzione  rimanendo  continua  tra  i limili  x ed  x-\-h,  sia 
crescente  tra  x ed  e decrescente  tra  x-\-k  ed  x-\- h, 

o viceversa,  essendo  k<Ch.  in  tal  caso  l’equazione  5 rispet- 
to all’ aumento  k ci  tiara 

F(x  -f  k)  — Fx  ==  kF'(x  -f-  Ak), 

c quanto  all’ aumento  h — k tra  x + £ ed  x-f  h ne  otter- 
remo 

F(x  -f  h)  - F(x  + k)  = (h  - k)  F’(x  + k + A'ilt^]) , 

A e A'  indicando  frazioni  vere.  Dalle  quali  due  equazioni 
addizionate  insieme  risulta 

F(x  + h)— Fx=kF'(x-f  Ak)  -f  (h— k)F'(x4k-fA'lh— k]). 

Or  sarà  sempre  possibile  di  trovare  un  valore  F'(x  + A"/t)  , 
che  sia  medio  tra  F'(x  -(-  A k)  a F'(x  -f-  A'[h — k\ , e pel  quale 
sia  x -f-  A"h  compreso  tra  x ed  x -f -h,  e che  in  conseguenza 
sia  A"  l’ indice  di  una  frazione  vera.  Con  ciò  avremo  an- 
cora 

F(x  + h)  — Fx  = hF'(x  4 -V'h). 


* 
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L’equazione  5,  dandoci  per  espressione  dell’ aumento  del- 
la funzione 

F(x  + h)  = Fx  + hF'(x  + Ah)  , 

giustifica  la  supposizione  fatta  nel  n.°  2,  in  forza  della  quale 
F(x  -J-  h ) sarebbe  decomposta  in  due  altre  funzioni , l’ una 
dipendente  dalla  sola  x , 1’  altra  da  x ed  h nel  tempo  stesso. 
Ma  poiché  in  generale  non  vi  è mezzo  di  scovrire  il  valore 
della  frazione  vera  A,  cosi  neppure  si  potrà  rappresentare  il 
valore  di  F(x  -{-  h),  quando  siano  dati  x ed  h. 

16. 

Continuazione. 

L’ equazione  5 del  n°  precedente  mena  ad  una  relazione 
tra  le  funzioni  continue  e loro  derivate.  Ponendo  che  Fx 
sia  continua  tra  i limiti  x„  ed  x, , F incremento  della  fun- 
zione tra  questi  limiti  dovrà  soddisfare  la  duplice  relazione 

1 . F(x  4-  a)  — Fx  = «F'(x  + A a) 

F(x  + a)  — Fx  = aF'x  -f  ka*. 

Or  quantunque  sia  vero  che  Fx  tra  i limili  di  continuità 
debba  essere  una  grandezza  finitamente  o infinitamente  pic- 
cola, poiché  in  contrario  aF'x  sarebbe  una  quantità  finita , 
ed  in  conseguenza  Fx  non  sarebbe  continua,  purtuttavìa  ri- 
mane incerto  se  F'x,  del  pari  che  Fx  sia  o pur  no  conti- 
nua tra  gli  stessi  limiti  x„  ed  xr  Intanto  per  le  cose  dette 
nel  n.°  precedente  reggerà  sempre  rispetto  all’ incremento  F'x 
la  relazione 

F'(x  -f  Aa)  — F'x  =AaF"(x  -f  A a), 

A'  indicando  una  frazione  di  A a.  Perciò  la  prima  delle  equa- 
zioni 1 diverrà 

F(x  4-  «)  — Fx  = aF'x  4-  Aa’F"(x  + A'a) 
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quindi  l'eliminazione  di  F(x  -f-  a)  — Fa:  ci  darà 

«F'x  + ak  = «F'x  + A«'F'(x  -f  A 'a) 
ed  in  conseguenza 

k = AF'r(x  + A'a). 

Ma  per  le  osservazioni  fatte  soli’ equazione  5 del  n°  15,  ad 
un  valore  infinitesimo  di  a deve  corrispondere  un  valore  fra- 
zionario finito  di  A , e quindi  k dovrà  essere  un  numero  fi- 
nito ; dunque  F''(x  -f-  ^ a)  sarà  ancora  un  numero  finitamen- 
te o infinitamente  piccolo , e perciò  nell’  equazione 

F'(x  4-  a)  — F'x  = aF'(x  4-  A'a) 

avremo  che  aF"(x  -f-  Aa)  dovrà  indicare  una  grandezza  infi- 
nitamente piccola.  Quindi  F'x  tra  i limiti  F'xc  e F'x,  sarà 
crescente  o decrescente  di  quantità  infinitesima , quando  x 
varierà  per  un  infinitesimo  a. 

E siccome  si  ò trovata  valida  per  F'x  la  conchiusione  ot- 
tenuta per  Fx , co  Alo  sarà  ancora  per  F"x  rispetto  a F’x, 
per  F"'x  rispetto  a , ecc.  Quindi  il  teorema: 

Se  una  funzion^.i^j  x è continua  tra  due  limiti, 
continue  ancora  saropp  le  sue  derivate  tra  gli  stessi 
limiti. 

Che  poi  la  proposiziono  inversa  sia  anche  vera  , Io  dimo- 
stra la  semplice  osservazione  che  F'x  disegnando  un  valore 
finito , aF'x  sarà  l’ espressione  di  un  infinitamente  piccolo , 
quando  a sia  infinitesima;  e che  in  conseguenza  l’equazione 

oF'x  = F(x  4-  a)  — Fx 

esprime  che  Fx  varia  per  differenze  infinitamente  piccole. 
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C.  Valori  rimarchevoli  delle  funzioni. 

17. 

Valori  indeterminati  delle  funzioni. 

Coll’  aiuto  dei  differenziali  o delle  derivate  si  possono  sco- 
vrire i veri  valori  delle  forme  indeterminate  che  assumono 
le  funzioni  in  conseguenza  di  taluni  valori  assegnati  alle  va- 
riabili. Queste  forme  indeterminate  sono 

•J»  °x°°>  0°,  oo%  1-. 

Quando  una  funzione  prende  il  valore  ~ in  conseguenza 
di  un  determinato  valore  di  x , essa  avrà  in  generale  la  for- 
ma , cosicché  ponendo  x = x,  , ne  risulti 

Fx,  0 

fi,  0 

Per  iscovrire  il  vero  valore  di  questo  quoziente,  basterà  svol- 
gere mercè  l’equazione  5 del  n”  15  i valori  di  F(x,+  a)  e 
f(x,-{-  a)  nell’  ipotesi  di  a infinitamente  piccola  ; imperocché 
essendo 

P(xI  + «)*-F*1  + «F(xI  + Aa), 

C f(x,  -fa)  — fx,  -f  aF(x,  + A'a)  , 

quando  A c A'  disegnano  frazioni  finite , si  avrà  per  effetto 
di  Fx,  = 0 e fx,  = 0 , 

F(v,  -4-  a)  __  F (x,  -f-Aa) 

Hxi  + a)  H*.  f Aa) 

ovvero , attesa  la  continuità  delle  funzioni  Fx  ed  fx , 

F(i,  f a)  F i, 

f(x.f  «)  “ Fx,‘ 
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E questo  quoziente  non  essendo  che  i!  valore  limite  della 
Fx 

frazione  indeterminata  , avremo  che  per  questo  limite 
sarà  esattamente  soddisfatta  la  relazione 

. lì 

Tx,  “ fx,' 

E se  F'x,  e Fx,  sono  ancora  nulle , si  r.vrà  similmente 

Fx,  _ F"i, 

Tx,  ~ n,’ 

In  generale , se  le  prime  n — 1 derivate  di  Fx,,  e fx, , sono 
nel  tempo  stesso  nulle,  avrà  luogo  l’ equazione 

Fi,  F|dJx, 
fx, 


Esempio  1.  Ponendo  x = a , si  ottiene 


ini—  am  0 


, tn  Tri»  m— i n fl\  n— .x 

D(x  — a )=  mx  , e D(x  — a ) = nx  ; 
dunque  nell’  ipotesi  di  x = a avremo 

_m  _m  * m 

x — 8 ma  m _ 

= ts  — ara-°. 

xn an  nan-i  n 


Similmente  si  avrà  che  per  , sarà 

1—  senx  + cosx  ^ 
seni  -f-  cosi  — 1 

Esempio  *.  Due  successive  differenziazioni  ci  daranno , 
nell’ipotesi  di  x — n, 

x*  — 4a’x  -f-  3a4  2 

x‘  — ax’  — a’x-J-a4  ’ 
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a — x — ala  -J-  nix 


±1, 


a — |/(2ax  — x“) 

Esemplo  S.  Facendo  x = 0 , si  ha 
seni  — xcosx  0 

«=  7p 

scu'x  0 

Ma  con  due  differenziazioni  successive  si  avrà  il  suo  vero 
valore  ~ 

u 

Similmente  tre  successive  differenziazioni  ci  daranno  nella 
stessa  ipotesi  di  a;  = 0 


i»1  — 2x—  e~ 
x — seni 

scn’x 


= 2, 

1 


--3 

x — -sen2x 


18. 

Continuazione. 


Tutte  le  forme  indeterminate  delle  funzioni  possono  ridur- 
si alle  equazioni  1 e 2 del  n.°  17. 

1.  Se  dando  ad  x un  valore  determinato  x, , risulti 


Ih 

fi. 


00 

00  ’ 


0,  ed  -jr-=  0 , 


egli  è chiaro  clic  dovrà  essere 

1 

quindi 

Eh.aJ L . _L 

f*.  ” fx,  * Fx, 

e per  1’  equazione  1 del  n°  17  sarà 

FiUKXE  CAIC.  D1VV. 
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Fx, 


fi, 
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Fi 


(Fi,)7  fi. 


fi,  (f*,)m  * (Fi,)*  (fi,)1  Fi,  ’ 

ovvero  , semplificando  l'espressione  , 


Fi. 


f*. 


fi 

fi. 


Esempio.  Così , ponendo  x = co  , avremo 


— = a*la  =3  ao  , 
x 


logi 

X 


lego 


■0; 


dimodoché  le  due  funzioni  sono  crescenti , 1’  una  assai  più 
celeramente  di  x , l’ altra  assai  più  lentamente. 

2.  Se  per  le  due  funzioni  F#  ed  fx  ha  luogo  l’equazione 


sarà 


Fx, . fx,  = 0 X oo  , 


Fx  * 1 - — 

Fx*  •TT-T* 


ed  in  conseguenza  questa  forma  rientra  nell’equazione  1 
del  n°  17. 

Esempio.  Si  ha 


(a  — x)(g^  = Oxoo,  ponendo  x = a , 
ma  poiché 

, \ . « a — x 

<—  


rx  > 

COt»  2i 


cosi  nell’ ipotesi  di  x = a si  ottiene 


I — X 


2a 


Sa 


“l8sr 


rx  x ’ SCn  2a  V 
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Similmente  nell’  ipotesi  di  x = ~ si  avrà 

tg2x.cotgjy-f  xj  = i- 

3.  Se  nell’  «illazione 

Fx,  — fx,  = ao  — oo 

Fx  e fx  rappresentano  funzioni  frazionarie,  si  potrà  mutare 
la  differenza  in  un  quoziente , o cosi  venire  nuovamente  ad 
applicare  l’ equazione  1 del  n°  17. 

Abbiamo , per  esempio  , 

» > 

— — ——  = = 00  — 00  per  x=  1 ; 


ma  questa  differenza  può  trasformarsi  nel  fratto 

(X  — I)  — lx 
(x  — 1)U  » 

i cui  termini,  differenziati  due  volte,  faranno  risultare  -ì-  per 
vero  valore  della  funzione  proposta. 

4.  Poniamo  che  la  funzione  esponenziale  « = Fxr*  si  pre- 
sentasse sotto  una  delle  forme  0°,  oo°,  1*.  Essendo 


sarà 


lu  = fxl(Fx) , 

lvFx) 

u=seil|h|=ae|r,,,,; 


F'iffx)* 

e secondo  l’equazione  1 del  n°  17  sarà — r~  ■■  il  vero 

valore  dell’  esponente 


Esempio.  Ponendo  x = 0 si  ha 
Jl  -- 

x1  = cx'‘  — e ’ = e osi, 
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ponondo  X =*=  oo  : 
ponendo  x — 1 : 


e 


19. 

massimi  e minimi. 

11  valore  speciale  Fx,  di  una  funzione  Fx  sarà  un  mas- 
simo, se  i valori  prossimi  F(x, — a)  e F(x,-f-  a)  sicno  mi- 
nori di  Fx, , e si  dirà  viceversa  di  essere  un  minimo  se 
quei  valori  prossimi  sicno  più  grandi  di  Fx,.  Or  per  questa 
definizione  dovendo  Fx  nel  caso  del  massimo  cessar  di  cre- 
scere in  vicinanza  di  x = x,  per  cominciare  a diminuire  , 
e viceversa  in  caso  di  minimo  cessar  di  diminuire  per  co- 
minciare a crescere,  segue  che  una  funzione  potrà  conte- 
nere più  massimi  e minimi.  Ed  in  vero  se  ad  x = x,  cor- 
risponda un  massimo , Fx  la  quale  cominciando  da  Fx,  cd 
andando  innanzi  avrà  preso  valori  sempre  minori  in  corri- 
spondenza di  quelli  di  x sempre  più  grandi  o più  piccoli  di 
x, , potrà  finalmente  cominciar  a crescere  di  bel  nuovo , e 
cosi  da  un  massimo  potrà  venir  fuori  un  minimo  e seguirlo 
dappresso  : similmente  si  troverà  che  ad  un  minimo  potrà 
seguire  un  massimo. 

Or  ponendo  che  a rappresenti  un  infinitamente  piccolo , 
sarà 

F(x, -f  2 a)  - F(x,+ «)  = aF'(xk  + «), 

C Fx,  — F(x,  —a)  = a F’(x,  — a). 

Ma  pel  massimo  dovrà  essere 

Fx,  > F(x,  + «)  e Fx,  > F(x,  — or); 

e Fx  dovrà  cominciare  a decrescere  da  un  valore  prossimo 
ad  x,  -f-  a andando  innanzi,  dimodoché  sarà 
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F(*,  + «)>F(*,  + 2«) 


, ossia  F'(x, — a)  sarà  positiva 


F(x,  4-2a)— F (x, -f- a)  . . v , 

e ‘ — -ossia  F(x,  -+■  «)  sara  negativa. 

All’opposto,  essendo  pel  minimo 

Fx,  < F(x,  -f  a)  e Fx,  < F(x,  — a), 

c dovendo  cominciare  l’incremento  di  Fa:  da  un  valore  pros- 
simo ad  x,  -f-  a,  dimodoché  avremo 

F(x,  + a)  < F (x,  -f  2 a)  ; 

, Fx,  — F(x,  — a)  . . 

sarà  — ossia  F(x, — a),  negativa 


c 


F(*1  + fa)-F(i,  + «) 
a 


ossia  F(x  -}-  a),  positiva. 


Il  massimo  dunque  suppone  che  F'x  in  vicinanza  del  va- 
lore x — x,  passi  dal  positivo  al  negativo,  ed  il  minimo  al 
contrario  che  F'x  in  vicinanza  dello  stesso  valore  passi  dal 
negativo  al  positivo.  Questa  condizione  del  massimo  c minimo 
è indispensabile  e nel  tempo  stesso  è sufficiente. 

Or  una  funzione  non  può  passare  dal  positivo  al  negativo, 
o viceversa,  senza  che  tocchi  lo  zero  o l’infinito,  secondo- 
chè  in  vicinanza  del  passaggio  si  troverà  esser  continua  o di- 
scontinua. 

Se  Fx  è continua  pei  valori  di  x prossimi  ad  x,5  F'x,  do- 
vendo soddisfare  alla  relazione. 

F(x,  + «)  — Fx,  = <*  F'x,, 


non  potrà  essere  infinitamente  grande.  Sarà  dunque 
1.  F'x,  = 0 

sì  pel  massimo  che  pel  minimo. 
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Poniamo  che  abbia  luogo  un  massimo,  in  vicinanza  di  esso 
Far  passerà  dal  positivo  al  negativo,  ed  in  conseguenza  si  avrà 

F'(x,  -«)  > Fx„  F'x,  > F (x,  + a),  F(x,  + g)  >f '(x, +2*), 

donde 

Fx,  - F(x,  -«)«=«  F'(x,  - a)  < 0, 

F(x,  + a)  — F'x,  =B  a F"x,  < 0, 

F(x,  + 2 a)  - F(x,  + a)  = a F'(x,  + a)  < 0; 

vale  a dire  che  F'(x,  — a),  F"x,  e F"(x,  -f-  «)  saranno  tutte 
negative. 

Ponendo  invece  che  che  abbia  luogo  un  minimo,  avremo 
che  prossimamente  ad  esso  F'x  dovrà  passare  dal  negativo  al 
positivo,  cosicché  sarà 

F'(x,  — a)  <Fxt>FxI<F(x,  + «),F'(x1+a)<  F'(x,-f2«); 
quindi 

F'x.  _ F'(x.  - «)  = « F"(x.  - «)  > 0, 

F'(x,  -f-  a)  — F'x.  «=  a F"x.  > 0, 

F(x.  + 2 *)  - F(x,  + a)  = « F"(x.  -f  «)  > 0; 

vale  a dire  che  F"(x,  — a),  F"x,  e F"(x,  + «)  saranno  tutte 
positive. 

Volendo  dunque  definire  se  una  funzione  continua  Fx  con- 
tenga un  massimoo  un  minimo, si  porrà  l’equazione  F'x— 0, 
ed  il  valore  che  ne  riporteràx,  sarà  introdotto  in  F'x; 
se  F'x,  risulterà  negativa,  Fx,  sarà  un  massimo,  ed 
un  minimo  viceversa  se  F'x,  sarà  positiva. 

Il  valore  di  F'x,  non  può  risultar  infinito,  poiché  se  ciò 
fosse,  F'x,  ed  in  conseguenza  (n.°  16)  Fx,  sarebbe  disconti- 
nua. Ma  potrà  essore  F'x,  = 0.  Or  essendo  Fx,  un  massimo, 
i valori  di  F"(x,  — a),  F"x,,  F"(x,  + a)  dovranno  esser  ne- 
gativi; quindi  F"x,  = 0 sarà  il  limito  dei  valori  negativi  più 
grandi  possibili,  e F"x,  sarà  essa  stessa  un  massimo.  Simil- 
mente abbiamo  che  dovendo  esser  positivi  i valori  di  F’(x, — a). 
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F"x,  e F"(x,  x)  quando  Fx,  è un  minimo,  sarà  F"xt  = 0 
il  limite  inferiore  dei  valori  positivi,  e F"x,  essa  stessa  sarà 
un  minimo.  Or  essendo  F'x,  = 0 un  massimo  o un  minimo, 
sarà  F"'xl  = 0 , e nel  tempo  stesso  F’x,  sarà  negativa  se 
F'x,  significa  un  massimo , e positiva  se  esprime  un  mini- 
mo. E se  fosse  ancho  F'x,  = 0 , le  stesse  conseguenze  pre- 
cedenti si  ripeterebbero,  dimodoché  Fa?,  per  essere  un  mas- 
simo o un  minimo,  le  prime  2n  — 1 derivate  dovranno  es- 

(in)  t 

ser  nulle , e F x,  dovrà  esser  negativa  pel  massimo,  posi- 
tiva pel  minimo  — La  funzione  e1t+2cosar-fe-Ice  ne  of- 
fre un  esempio.  -, 

Se  Fa?  è discontinua  in  vicinanza  di  x = a?,,  ivi  Fx  dovrà 
pasare  dal  positivo  al  negativo  se  Fa?,  è un  massimo , e vi- 
ceversa dal  negativo  al  positivo  se  Fx,  è un  minimo  ; ma  Fx, 
sarà  nulla,  o infinitamente  grande  o approssimante  all'infinito. 
In  tal  caso  non  potremo  più  distinguere  il  massimo  dal  mini- 
mo mercè  le  derivate  successive,  perchè  queste  diverranno  an- 
eli’ esse  infinite  , o almeno  convergenti  allo  infinito.  Allora 
non  si  potrà  far  altro  che  introdurre  a?, — a ed  x,-f-  a in  F'x,; 
se  troveremo  F(x,  — a)  positiva  e F'(x,  -f-  a)  negativa  , Fa?, 
sarà  un  massimo,  e viceversa  la  stessa  funzione  dinoterà  un 
minimo,  se  F'(x, — a)  risulterà  negativa,  e F'(x,  + a)  posi- 
tiva : ma  se  queste  derivate  avranno  uno  stesso  segno,  Fx, 
non  sarà  nè  un  massimo,  nè  un  minimo. 

Esemplo  i . Qual’è  il  valore  di  x che  fa  della  funzione 

u =.  3x‘  — 28nx’  + 84«V  — 96a’x  + 48o4 
un  massimo  o un  minimo? 

--  = 12x’  — 84ox*  + lG8a*x  — 96as 
dx 

ci  dà 

x’  — - lax*  -|-  14a’x  — 8a*  c=  0. 

Le  radici  di  quest'equazione  sono  a,  2a  e 4n,  p nel  tempo 
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quindi 


Perciò 

V 


36x*  — 168ax  + lG8a’, 


u nn  a 

»■ — = 3 oa  per  x = a 
= — 24a*  per  x ==  2a 
-4-~  = 72a'  per  x = 4a. 

dx“  ‘ 

u = Ila*  è un  minimo  per  x = a 
'u  = 16a*  è un  massimo  per  x = 2a 
u = — 16a*  è un  minimo  per  x = 4a. 


Similmente  da 
avremo  che 


u 


(a  + x)(h+x) 
(a  — x)(b  — x) 


u =5—1  — — ì e un  mimmo  per  x = l/ab 

< l/a  - |/b  > 

u =— 5 1^—  £ è un  massimo  per  x — — |/S5 

t y/7+  l/b  > 


Esempio  2.  Sia  data  la  funzione 


u — senmx  senn  (a  — x). 

Se  per  un  determinato  valore  di  x la  funzione  u diviene 
un  massimo  o un  minimo,  fu  seguirà  le  stesse  fasi  di  gran- 
dezza, dovendo  crescere  e decrescere  con  u.  Per  facilitare  il 
calcolo  ci  facciamo  a cercare  il  massimo  o il  minimo  di  fu  = v. 
Avremo  primieramente 

dv  co«v  ^ cos(a— x)  

di  ni  som  x sen(a — x) 
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Da  questa  equazione  si  ottiene 
tg(à— x) 

quindi 

tgx  4-  ts(a— x) 

ITI 

m-f-n 

m*  — Ig(a— X) 

m — n * 

ovvero 

scn  a 

m-f-n 

»ea 

scn(2x — a) 

m — u * 

donde 

• i ' 1 $ 

m — n 

x=  y + — arcsenj 

— ■ — sena 
m+n 

E poiché 

\ 

d*v  in 

n 

dx1  sen*x 

sen*(a — x) 

rimane  negativa  per  ogni  valore  di  x , cosi  per  l’ottenuto  va- 
lore di  questa  variatilo  la  funzione  v e quindi  u sarà  un  mas- 
simo. 

Esemplo  5.  Determinare  il  massimo  dei  triangoli  aventi 
Io  stesso  perimetro  ed  una  medesima  base. 

Rappresenti  2 s il  perimetro,  a il  lato  dato,  x uno  dei  ri- 
manenti, ed  in  conseguenza  2s  — a — x il  terzo  lato.  Quindi 
la  superficie  del  triangolo  sarà  espressa  da 

u <=  i/(s[s  — a]  [s — x]  [a  -f  x — s]), 

e pel  massimo  valore  di  u avremo 

dii  — t 

__=(s[s— a][s— x][a-fx— s]  1 s(s — a)(s— a — x-fs— x)  =0; 


donde 


2s  — n — 


9 


vale  a dire  che  il  triangolo  sarà  isoscele. 

Clic  poi  questo  valore  di  x corrisponda  ad  un  massimo,  ciò 
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viene  indicato  dall’espressione  negativa  di 


d’u 

dF 


Oltracchò  l’è 


chiaramente  ancora  dalla  natura  stessa  del  problema,  il  quale 
non  ammette  altro  minimo  fuorché  u = 0. 

Similmente  si  troverà  che  il  triangolo,  di  cui  son  dati  i 
lati  a e 6,  avrà  la  massima  area,  quando  i lati  a e b com- 
prenderanno un  angolo  retto. 

Il  calcolo  precedente  sarebbe  stato  più  breve,  se  in  vece 
del  valore  massimo  di  u si  fosse  cercato  quello  di  «*:  la  qual 
cosa  avrebbe  menato  allo  stesso  risultamento,  imperocché  il 
valore  di  x che  darà  valore  massimo  ad  u’,  renderà  massi- 
mo anche  u. 

Esempio  4.  In  .una  retta  data  AB  si  cerca  un  punto  C tale 
che  la  somma  delle  congiungenti  MC  -(-  NB  a due  punti  dati 
sia  un  minimo. 

Dicansi  b e c lo  perpendicolari  MD  ed  NE  che  abbassato 
dai  punti  M ed  N sulla  retta  AB,  la  incontrano  in  D ed  E; 
e pongasi  DE  = a,  la  distanza  richiesta  DC  — a-,  e la  somma 
MC  -f-  NC  =3  tt.  Sarà 


quindi 


cioè 


u = l/(h*  -f  x*)  -f  l/(c’  -f  [«  — x]')> 
du  x a — x 

dT  = V (b*  4 x7)  ~ V (c*  4 l-  - 4‘)  = 

PC  EC 
MC  ^ NC.  ’ 


Dunque  se  u debba  essere  un  massimo  o un  minimo  è d’uopo 
che  i triangoli  MCD,  NCE  siano  simili,  e che  in  conseguenza 
sia  l’angolo  MCD  = NCE.  Or  egli  è chiaro  che  u non  potrà 
divenire  un  massimo , senza  che  il  punto  C sia  allontanato 
ad  una  distanza  infinita  sulla  retta  AB,  sarà  dunque  un  mi- 
nimo; e dalla  simiglianza  dei  triangoli  risultando  l’equazione 


MD  _ NE 


. b 
ossia  — 

x 


e 


a — x 


j 
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Esemplo  8.  In  qual  caso  il  quatrilatero,  di  cui  sono  Iati 
a,  b,  c,  dt  racchiuderà  l’area  massiina? 

Indicando  con  x ed  y due  angoli  opposti,  e sia  x formato 
dai  lati  aeli,  ydaeed;  sarà  l’ area  u del  quadrilatero 
espressa  da 

u (absenx  + cdseny), 

e per  la  diagonale,  che  separa  i lati  a e b da  c o d,  avremo 

a*  -f  b*  — 2abcosx  = c*  d*  — 2cd  cosy. 

Cosi  abbiamo  due  equazioni  per  x ed  y,  l’ultima  delle  quali 
ci  mostra  che  y ò una  funzione  di  x.  Differenziando  lo  due 
equazioni  rispetto  ad  x,  si  ha 

2 ab  cosi  -f-  cd  cosy  «=  0, 
absenx  =*  cdsen  y 

dy 

e sostituendo  nella  prima  il  valore  di  , tolto  dalla  secon- 
da, risulterà 

cosxseny  -j-  senxcosy  «=»  0, 

ossia 

sen  (x  -f-  y)  = 0. 

sarà  dunque  x'-|-  y = rt  vale  a dire  che  il  quatrilatero  sarà 
inscrittibile  in  un  cerchio.  In  fine  si  troverà  facilmente  cs- 
d*u  _ 

“'F  <0- 

Esemplo  6.  Quale  dei  parallelepipedi  rettangolari  aventi  lo 
stesso  volume  a1  e comune  Io  spigolo  e,  avrà  minima  super- 
ficie? 
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Indicando  con  x ed  y gii  altri  due  iati,  avremo 
cxy  = a’  , quindi  y = — . 


Ed  i tre  rettangoli  differenti  della  superficie  u del  parallele- 
pipedo saranno 

a*  a* 

ex,  cy  = — , yx=  — . 


Quindi  avremo 

u =»  2 — -f-  2cx  4-  2 — , 
c x 


e 


donde 


■ì!—*, -2-4-0, 

iti  X* 


I = s = a \/%- 

. (1*11 

Il  valore  di  -^-j-risulterà  positivo,  come  è chiaro  dall’e- 
quazione precedente. 

Similmente  si  troverà  che  il  cilindro  di  minima  superficie 
avrà  l’altezza  eguale  al  raggio  o al  diametro  della  base,  se, 
condochè  questa  verrà  considerata  sola  o insieme  all'altra. 


20. 


Continuazione. 

Se  y dipende  implicitamente  da  x mercé  l’equazione 

1.  f(v,y)  = 0 

le  derivate  , e ^-ci  saranno  date  (n°  13)  dalle  equa- 
zioni 

2.  _iil+_£L.iy.  = o 

dx  ' lìy  dx 
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Or  dall’  equazione  2 si  avrà  pel  massimo  o minimo  della 
funzione  y la  condizione 

dy  df  . df 

4.  — — = — — : - «?=  U. 

dx  dx  dy 

quindi  l’equazione  3 diverrà 


d*f  , « d‘y  _ Q 

dx*  ' dy  dx* 


Le  equazioni  1 e 4 soinminislrano  i valori  di  x ed  y,  ap- 
partenenti ad  un  massimo  o ad  un  minimo,  e l’equazione  5 

merce  il  segno  che  ne  riporterà  ~ farà  conoscere  quale  dei 
due  notati  valori  avrà  luogo. 

Esemplo  I.  L’equazione  della  curva 

x*  — 3axy  -f  y’^0, 

che  rappresenta  la  foglia  di  Cartesio,  ne  dà 


dy  ny  — x* 

dx  y“  — ax  ’ 

c perché  y sia  un  massimo  o un  minimo,  dovrà  esser  sod- 
disfatta la  relazione 


ay  — x’  = 0. 

che  congiunta  all’equazione  x'  — $axy  -f  j/’ 
x"  — 2aV  = 0; 

donde 

x = 0 , cdx  = a|/2~, 
od  i corrispondenti  valori  di  y saranno 


0 ne  dà 
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a 

y — 0 , 5 = a l/TT 
Dall’equazione  5 si  ottiene 

ax)l^  + 2xr=0: 

e se  in  questa  poniamo  x *=  a l/a”  ed  y = al/4,  avremo 


d'y  _ 2 

~dx*  n ’ 


quindi  per  gl’indicati  valori  di  x ed  y la  funzione  diverrà  un 
massimo. 

Ponendo  invece  x *=  0 ed  y «=  0 nell’equazione  che  da  il 

dy  t 

valore  di  — > si  avrà 
dx 

dy  0 

dx  0 


Intanto  le  derivate  2*  e 8*  della  funzione  danno 

(j-  - Z- + *»  fé  + * - *’ 

nelle  quali  se  poniamo  x = 0 ed  y = 0,  risulta 
dy  n „ d’y  2 

dx  dx*  3,i  ’ 

dunque  per  gl’indicati  valori  la  funzione  y è un  minimo. 
Esempio  2.  Dall'  equazione 

y*  — 4a’xy  -(-  x‘  = 0 

risulta 

—L  ss  — — — , quindi  a*y  — x1  = 0. 
dx  y5  — a’x  ’ H 3 
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ed  unendo  quest' equazione  a quella  della  curva,  si  ha 
x”  — 3a"  «=  0. 

Le  due  radici  reali  di  qucst’ultima  equazione  danno 

n s 

x = -f  a 1/3  , y =»  + a 1/27, 

8 

x = — a i/F , y = — a [/zf. 

Ma  per  la  derivata  seconda  si  ha 


<l*y 


™mJr 


— 3i* 


3x* 


Quindi 


js  — «*x 


y*  - a*x 


d*y  ,31/3  . 

17  = + -Hr — per  x = -f  a l/s, 
7»  1/3 


d*y 

di7 


Sl/3 


7aH$ 


per  x = — al/s 


ed  in  conseguenza  al  valore  positivo  di  x corrisponde  un  mi- 
nimo ed  al  negativo  un  massimo. 


D.  Delle  funzioni  in  serie. 

21. 

Serie  di  Taylor. 

Se  Px  è una  funzione  continua  tra  i limiti  xt  ed  xa,  sarà 
ancora  continua 

Fk  = F(x  + [k-x]) 

per  ogni  valore  à = x che  renda  soddisfatta  la  relazione 
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in  > k >£,.  E se  consideriamo  k — * quaJ  incremento  di 
x,  avremo  merci  l’equazione  5 del  n”  15 

Fk  e»  Fx  -f  (k  — x)  F’(x  + A,(k  — x]) 

ovvero  ponendo  F'(x  -4*  A,[k  — x])  «=  u1, 

1.  Fk  = Fx  + (k  — x)  u', 

parche  sia  xn  > x > xt. 

Or  differenziando  Fui  lima  equazione  rispetto  ad  x c suppo- 
nendo k i^^iendente  da  x,  si  avrà  successivamente 

0 = F'x  — u'  4-  (k  — x)  u", 

0 •=»  F"  x — 2u"  (k  — x)  u"', 

0 = F"'x  — 3u"'  + (k  — x)u‘T 


0 = Fn'x  — nu<fl^-|-  (k  — x)utn  + 

Quindi  per  tt',  u’\  um,  ....  u(n)si  avranno  i valori 
u'  » F'x  -}-  (k  — x)u" 

„»  = £Ì  + <!L=I>„’" 

2*2 

F“’x  . (k-x)  „ 


F^*x 


c se  questi  valori  nello  stesso  ordine,  con  cui  si  succedono 
l’uno  all’altro,  siano  introdotti  nellequazione  1,  si  avrà 

2.  Fk=Fx+^F'x  + ii^llF" x + + ... 
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Or  ponendo  k — x h,  a condizione  però  che  x ed  x -f-  h 
stiano  tra  i limili  di  continuità,  e restituendo  ad  u il  suo  va- 
lore, si  otterrà 


3.  F(x  + h)  ~ Fx  F'x  + ^ F"  x + F"'x  +• 


hn 
1.2.3...  n 


FW 


x + 


hn-H* 
1.2.3...  a 


F“+,l(x-f  Ah). 


In  quest’  equazione  consiste  la  legge  dell’  incremento  di  una 
funzione  continua  , legge  indicata  nel  n°  2 e che  si  potrà 
ottenere  dall’equazione  7 dello  stesso  numero,  qualora  si  con- 
sideri che  dev’essere 

^•4-h)  _ t osli>  r (x  + h)  _ eh (x  + h). 

Quantunque  nell’ultimo  termine,  denominato  termine  re- 
siduo, A significhi  una  frazione  vera,  purtuttavia  non  è possi- 
bile determinare  esattamente  il  valore  di  F1"  ^(x-j- A/t),  quan- 
do son  dati  xó  ed  h ; sappiamo  soltanto  che  questo  valore  de- 
v’essere compreso  tra  Ft“+‘,x0  e F|n+,)(x0  -f-  h) , e cono- 
sciamo egualmente  se  tra  questi  limiti  F'“+,,x  cangi  o pur 
no  di  segno.  Mercè  questi  dati  si  perviene  ad  ottenere  un  va- 
lore approssimato  di  F(x  -|-  h) , senza  che  si  abbia  a tener 
conto  del  termine  residuo. 


22. 

Validità  di  questa  serie. 

So  una  serie  continua  di  numeri 

®o'  

ciascun  dei  quali  deriva  dal  precedente  mercè  una  data  leg- 
ge, sia  costituita  in  modo  che  la  somma  s„  dei  primi  n nu- 

F RASILE  CALC.  DIFV.  6 
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meri 

so  •=*  a»  4* a.  4" a»  + a.  + +a»  — * 

col  crescere  dell'intero  n si  approssimi  semprcpiù  ad  un  certo 
limite  s,  la  serie  si  dirà  convergente,  ed  s ne  sarà  la 
somma.  Se  al  contrario  la  somma  s„  non  si  avvicini  conti- 
nuamente ad  un  simile  limite,  la  serie  sarà  divergente,  e 
sarà  impossibile  ottenerne  la  somma. 

Come  contrassegni  della  convergenza  di  una  serie  valgono 
le  due  seguenti  leggi,  facili  ad  esser  comprese  e che  si  tro- 
vano dimostrate  nei  numeri  71  e 72  degli  Elementi  della 
teoria  dei  numeri. 

1.  Se  con  n sempre  crescente  le  somme 

Un  -f-  a„+  z , 

an  -f-  an  4*  « "4"  u„  4.  », 
ecc.  ecc. 

qualunque  ne  sia  il  numero  dei  termini,  risultino  sempre  mi- 
nori di  ogni  numero  dato,  la  serie 

, at  , aa  , a,  , . . . . aD—i  , a„ . . . . 

sarà  convergente. 

* Questo  teorema  deriva  immediatamente  dall'idea  di  con- 
vergenza, imperocché  se  la  somma  dei  termini  della  serie 

a»  . a,  , a,  , . . . Un_  1 , Un  , a«  4. t , 

deve  approssimarsi  ad  un  valore  s,  come  n va  crescendo,  ne- 
cessariamente coll'aumentarsi  di  n la  differenza 

s — sn  = a„  -f-  an  4.  z 4-  004.,  -f-  . . • . 

dovrà  convergere  a zero,  e la  somma 

a„  -f-  a„4-z  -(-  a„4-  « -f- 

risultar  minore  di  ogni  quantità  data.  (Il  Tr.) 
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2.  La  stessa  serie  sarà  convergente,  se 
aB  <x”,  ossia  (a0)“  <x, 

nell’  ipotesi  che  x sia  minore  dell’  unità  ed  appartenga  aita 
serie 

1 , X , X*  , X% X"-« 

* Se  due  serie,  che  rappresentiamo  con 

a„,  a,  , aa  , an  , a,^,  .....  (1) 

I ®,  ) 8**  • • • ®n  — i , «n  , a„  , . , , . (2) 

abbiano  i termini  corrispondenti  collo  stesso  segno,  c che  a 
cominciare  dai  termini  an  ed  a„  si  abbia 

an  ^ otn  , an^.f  otri  , ecc. 

la  serie  (1)  sarà  convergente,  se  sia  tale  la  serie  (2). 

Chiamiamo  E„  .f , il  termine  complementare  della  serie  (1) 
ed  E'„+f  quello  di  (2).  Essendo  a„  <a„  , an+,  <<*„+,,  ecc. 
ed  i termini  corrispondenti  avendo  Io  stesso  segno,  sarà  evi- 
dentemente 

E»+,  <CEn^-«. 

Ma  per  ipotesi  E'n+,  converge  a zero,  sarà  dunque  anche 
E„4.,  convergente  a zero. 

Or  è noto  che  la  somma  dei  termini  della  progressione 
1 , x , x* , x’ , ...  x°-* 

converge  al  limite  nell’ipotesi  di  x<  1;  sarà  dunque  con- 
vergente ancora  la  serie 

a„,  at,  a,,  . . . an_,,  a„ , an+,,  . . « 
quando  si  abbia 

a„  < xn  , an^-,  < x"+',  ecc.  (Il  Trad.) 
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Mercè  questo  secondo  contrassegno  si  trova  che  la  serie 

x x*  x1  x*  xn 

T ’ TT  ’ TTT  ’ 1.  2.  3.  4 ’ 1.  2.  3... .il 

rimane  convergente  per  ogni  valore  finito  di  x.  Ed  in  vero 
supponendo  che  n sia  numero  pari,  il  prodotto  1.2.3... n as- 
sumerà la  forma 


l.nx2(n-l)x3(n-2).  ...-jjy+lj» 

\ 

se  i termini  equidistanti  dal  mezzo  si  compongano  a due  a 
due.  Si  avranno  così  prodotti  di  fattori  a due  a due  ; ed 
il  minimo  di  questi  prodotti  è il  primo  l.n.  Quindi  se  eia- 

n 

seuno  dei  prodotti  seguenti  fosse  eguale  al  primo,  sarebbe  ut 
il  valore  di  1.  2.  3.  4. ..  n.  Ma  abbiamo  2 (n — 1)  > l.n, 
3(n — 2)  > 2 (a  — 1),  ...  . sarà  dunque 

1.  2.  3.  . . . n>n” 


per  ogni  numero  pari  n. 

Se  al  contrario  n è numero  dispari,  e quindi  n — 1 pari,  sa. 

rà  1 il  medio  dei  numeri  1,  2,  3, ...  n;  perciò  il  prò- 
2 

dotto  potrà  prendere  la  forma 


l.nx2(n  — l)x3(n  —2)... 


n-f  3 
i 


Ma  evidentemente  si  ha 


l.nx2(n—  l)x3(n  — 2)....  -n— -- -y—  > nr, 

sarà  dunque 


1.  2.  3.  . . n > n-!- 


n-f  I 
2 
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E poiché  per  ogni  numero  dispari  n,  che  sia  maggiore  della 
unjtà,  è > l/n" ; cosi  anche  per  un  numero  dispari  n 
si  avrà 

I.  2.  3.  . . n > n-r. 


Da  ciò  segue  che  il  termine  generale  della  nostra  serie  ren- 
derà soddisfatta  la  relazione 


e che  in  conseguenza  sarà 

e xn  vi  (in)L  x 

5-rrmri  < U" 05,cr0  < PS' 


E poiché  con  n sempre  crescente  l’espressione  prz  diviene 

minore  dell’unità,  tanto  più  quel  termine  generale  si  appros- 
simerà a zero. 

Tutte  queste  osservazioni  insieme  ci  menano  alla  conclu- 
sione che  la  serie  1 sia  convergente. 

Or  tornando  alla  serie  3 del  n°  21,  noi  troviamo  eh’  essa 
sarà  convergente,  se  il  suo  termine  generale  renderà  soddisr 
fatta  la  condizione 


i— 5! — 

Ì1.2.S....H  i ' l/u 


Finché  F*”lr  rimarrà  quantità  finita,  la  sua  radice  si 

approssimerà  a zero  1 come  n andrà  crescendo.  F " x è conti- 


• Il  valore  limite  della  radice  di  qualsivoglia  quantità  fi- 
nita, quando  n cresce  indefinitamente,  è da  riporsi  nell’unità  anzi- 
ché nello  zero.  Del  resto  questa  osservazione  nulla  toglie  al  rigore 
della  conseguenza  che  ne  trae  l’autore.  (11  trad.) 
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mia  finché  lo  sarà  Fx,  come  si  è dimostrato  nel  n”  16;  ma 

poiché  con  n crescente  all’infinito  anche  in  F("'x  la  variabile 
può  ccoedere  i limili  di  continuità,  cosi  la  serie 

2.  F(x+h)-Fx+YF'x+ìXrx  + TlXF'''x+"- 


sarà  convergente,  finché  Fx  e F(x  -f-  h)  restino  continue, 
h sia  quantità  finita  e lo  sia  ancora  F(u)x  comunque  tv  vada 
crescendo. 

Se  con  n crescente  il  valore  di  F*  x divenga  infinito,  sarà 
d’  uopo  cercare  nei  singoli  oasi  la  convergenza  o divergenza 
della  serie. 

La  serie  della  forma  2,  che  può  far  a meno  del  termine 
residuo,  ha  ricevuto  dal  nome  dell’inventore  quello  di  serie 
di  Taylor. 

Egli  è chiaro  che  la  serie  2 resterà  continua,  quando  F,n,x 
col  cresoere  di  n divenga  nulla  e nulla  resti.  Sia  per  esempio 

Fx<=x’  -f  x*  + 1, 

e si  cerchi  il  valore  di  questo  trinomio  pel  caso  in  cui  x 
venga  mutata  in  x — 2.  Essendo 

F'x  = 3x*  + 2x  , F"x  = 6x  + 2 , F"'x  = 6 , 

F,rx  = Frx  0 , 

avremo  a cagione  di  h = — 2 , 

F(x  — h)  = x’  — 5x*  + 8x  — 3. 

Similmente 

3x*— - 5x5  -f  12x  — 7 

si  trasformerà  in 

Sx*  — 29x’  + 102x*  — Uix  + 57 

ponendovi  x — 2 invece  di  x. 
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23. 


Forinola  del  binomio. 


L’equazione  5 del  n*  7 ci  dà  per  Fx  = xm 
FWx  = D(°lxra  = m(m — l)(m — 2)...(m — n 
quindi  per  1’  equazione  2 del  n°  precedente 

1.  (x  -{-  h)m=a  xm  -f  — xm~».h  -f-  — "1-~—  xni-*.h'‘ 

+ t.+  _ 

\ 

Questa  equazione  reggerà  per  ogni  valore  intero  o fratto, 
positivo  o negativo  di  m , se  i valori  di  x ed  h siano  scelti 
in  modo  che  xm  e (x  -f-  h)m  restino  continue,  e che  crescen- 
do n,  lX“)®m  non  divenga  infinita. 

Veramente  l’ equazione  5 del  n°  7 suppone  la  forinola  del 
binomio  in  tutta  la  sua  generalità.  Intanto  anche  senza  que- 
sta supposizione  si  potrebbe  pervenire  alla  derivata  generale 
di  xm  per  ogni  valore  reale  di  m.  Imperocché  se  nell’equa- 
ne  5 del  n°  9 si  scambino  u,  u,  con  x,  si  avrà  per 
m intero  e positivo 

d(xm)  = mxm“«dx  ; 

e se  , ponendo 

m 

y ==  x"  , y = x-“ 
si  differenzino  le  equazioni 

yne=xm,  e — «ex”, 

c si  risolvano  rispetto  a dy , si  otterrà  egualmente  1’  espres- 
sione DHxmn=>7na:m“I  per  ogni  valore  reale  di  m. 

1.  Se  m è intero  c positivo,  la  serie  si  comporrà  di  un 
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numero  finito  di  termini , imperocché 

DMxm  ss  m(m  — l)(m  — 2) 3.2. 1 

e Dt“+,|xm=  Dlm+*lx,n=  ...  = 0. 

Quindi 

2.  (x  -f-  h)m=  xra-f  y x”-1.  h -f  ~ xm~*.h’  -f 

-f-y  x.hm-'.  4-hra. 

2.  Se  all’  opposto  m disegni  un  numero  frazionario  positi- 
vo della  forma  , l’ equazione  1 darà  luogo  alla  serie 


(x  + h)"+^x’ 


_ — r 


.h 


xn-‘  h> 

2n*  X • " 


m(m  — n)(m  — n) 

^ 2~S77 X"  -h+" 

la  quale  non  avrà  fine , poiché  la  derivala  generale  non  di- 

m 

verrà  giammai  nulla.  Ed  eleggendo  a fattore  xn  si  avrà 


+ 


in  (in  — n)(m  — 2n) 


2.  3.  n1 

Di  questa  serie  il  termine  generale 


8fH- 


m(m  — n)....(in  — (r — l)n)  ( h y 
2.  S...„  r.  nr  ' 

dimostra  che  crescendo  r , il  primo  fattore , restando  sem- 
pre minore  dell’  unità , convergerà  a zero  ; quindi  se  sarà 
il  secondo  fattore 


h , h , 

— =1  ovvero  — < J, 
x x ’ 

la  serie  sarà  convergente , in  contrario  divergente. 
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La  serie  3 è comoda  per  l’ estrazione  delle  radici.  Toglien- 

tti  1 

do  ad  esempio  la  radice  2*,  avremo  — = ; quindi 

4.  v/r+h=x« 

+ ÌStS-tL5tÌ  +-]» 

supponendo  che  x sia  sfato  scelto  in  modo  che  \/ x sia  un 
numero  razionale.  Applicando  questa  forinola  a l/6,  porremo 
x = i,  h = 2;  e cosi 

1/5=  2^1  + ^ 32* T28  2048  +"  |' 

Volendo  ottenere  una  serie  che  converga  più  rapidamente, 
si  farà 


1/0=2  + 


1 


come  risulta  dalla  serie  precedente,  limitata  al  2°  termine. 
Sarà 

25  1 

quindi  x = — , h = — — ; e dalla  serie  4 si  avrà 


I 


2.23 


8.25" 


16.2S5  128.254 


ossia 


1/6=2,44948  97427. 


3.  Ponendo  in  fine  che  m sia  un  numero  negativo,  l’equa- 
zione 1 darà 

(x  + h)  = x — mx  *.  h -) X b 


m(m  + l)(tn  + 2)  —m— j , • 


1.  2.  3 


h +_. 
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ovvero  estraendone  il  fattore  x-m , 


(x  + h)~m  = x"m  jl  - m.  y + — 

ro('n  + l)(m  -f*  2)  ( J*_)*  , ì 

1.2.3  \ 

La  convergenza  di  questa  serie  dipende  ad  un  tempo  da 

due  condizioni,  cioè  che  sia  ~ < 1,  vale  a dire  h < x,  e 

che  x non  divenga  infinitamente  piccola,  poiché  in  questo  ca- 
so x-m  non  resterebbe  quantità  finita.  Oltracciò  la  serie  reg- 
gerà sempre , sia  m intero  o frazionario. 

24. 

isterie  per  log  (x  -f-  h). 

Qualunque  sia  la  base  di  un  sistema  di  logaritmi,  l’eq nazione 
5 del  nu  11  ne  dà 


DO)  log  x = (—  1)0- 1.2 . 3...  (n  — 1) . ^ , 

disegnando  con  e la  base  dei  logaritmi  naturali.  Quindi  mer- 
cè la  serie  2 del  n°  22  si  avrà 

1;  log  (x-fh)-f  log  x -f  logc  y 

+TSTÌ*~riri  -f—-] 

serie  che  sarà  convergente  qualunque  siano  i valori  assoluti 
di  x ed  h,  purché  si  abbia  h < x. 

L se  li  si  suppone  negativa,  sarà 

2.  fog(x  h) =logx  log  e [;+^S  +3  iiS  +\tx\  + ]* 
Or  se  in  queste  equazioni  si  muti  x in  1,  ed  h in  x,  c si 
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sottragga  la  seconda  dalla  prima,  si  avrà 

3.  !og  j-~i=2  loge|x+  i-x’  + i x*  + yx’+...|,' 

serie  che  sarà  convergente,  quando  sarà  x <1.  E se  nelfui- 
lima  equazione  poniamo— — - — in  vece  di  x , x ed  y indi— 

“Ti/  9 

cando  due  numeri  interi  qualunque,  ne  risulterà 

*•  l»6(x  + ;)  - log!  + giogo  Isjy  + ^ y)r 

Le  equazioni,  da  1 a 4,  suppongono  che  il  logaritmo  di  e 
sia  preso  rispetto  a ciascuna  base  o;  logaritmo  che  si  ottiene 
dall’equazione 

c — a1"»* 

della  quale  prendendo  i logaritmi  naturali  si  ha 

l=loge.  la,  quindi  Ioge  = -j^. 

Queste  equazioni  sono  sufficienti  per  calcolare  i logaritmi 
in  qualsivoglia  sistema.  Ponendo  per  esempio  x =s  y =>  1 nel- 
l’equazione 4,  nc  risulta 

log2=log«ji+1^+_^+_^+...J, 

ossia  log  2 = 0,  69J14  71806  x loge. 

Similmente  per  * = 2 ed  v/  = 1 si  ha 


%3  = log2  + 2IogejA  + ^L_  + J-  + _L  +...j 

ossia  log3  = 1,09861  22887  x log  c 

Ponendo  x = 4 ed  y =*  1 , si  ha 
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log  5 = 1,60943  79124  x loge , 

come  ancora  per  ar  = 6 ed  y=l  si  ottiene 

log 7 = 1,94591  01490  x loge. 

I logaritmi  dei  rimanenti  numeri  fino  a 10 , si  dedurranno 
facilmente  da  quelli  che  precedono,  imperocché 

log4  = 2.1og2  , 

Iog6  = log2  + log3  , 
log8  = 3 log 2 , 
log9  = 2.1og3 
log  10  = log2  -f-  log5. 

= 2,  30258  50930...  x loge. 


Or  ponendo  la  base  dei  logaritmi  = 10,  sarà  Iogl0=l; 
e 1’  ultima  equazione  ci  darà  pel  logaritmo  decimale  di  c 


loge  i 


1 

2,  30258  o09 


= 0, 


43429  44819  ... 


Viceversa  pel  logaritmo  naturale  di  10  che  indicheremo  con 
L,  avremo 

L10  = 2,  30258  50930. 

Quindi  pdi  logaritmi  naturali  di  11  e 9,  l’equazione  4, 
essendo  LI  = 0 , ci  darà 

L.  ll=L(10-f-l)=Llti-}-.-|=g  à.lò*  3 iòJ  ’ 4.10*"^” 


L.9  — L(10  1) — L10  2.io*  s.ioj  4.10* 


Vale  a dire  Lll  = 2,  39789  52728... 

c L9  = 2,  19722  45773... 

Pei  logaritmi  poi  degli  stessi  numeri  rispetto  alla  base  10, 
avremo 


% 
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logli  = log(10+l)  = 1+  logej^- - ^ 

+_i L. + 

T 3.  IO1  4.10*  ) 

= 1,  04139  26852.... 
log9  = log(10—l)=l  — logejir  + j|5T 

4-_i_  4--^—  4-...{ 

~ 3 10J  ' 14.10*  ~ y 

Bs  0,  95424  24251.... 

In  simil  guisa  si  ottengono  le  serie  per  calcolare  i loga- 
ritmi delle  funzioni  trigonometriche.  Cosi  rispetto  a log  sei) jt, 
a modo  di  esempio , avendosi 


lo*  e 


Dlogsenx  = — loge,  Dl’dogsenx  = — , 

2 -f-  4cos*x 


Ddlogsen  x = —7^-  loge , DMogsen  x 


sen*x 


loge 


sara 


ecc.  ecc.  ' 

logscn(x  -f-  h)  = logsenx 

<cosi,  1 ,,  , cosx  ,,  1— 2cos*x14  , J 

—4— log p]  h — — 7“  h -4“  n j h — — : — 7 — fl  ) 

* 0 (seni  2sen  x 1 3 tetri  4sen*x  / 

serie  convergente  per  qualunque  valore  finito  di  x,  purché 
sia  /i<l.  E per  applicarla  porremo  x = a ed  h — z — a ; 
con  ciò  si  ottiene 


+M3z_a) 


logsenz  = log  sena 

1 (z—  a)*  ! cosa  (z — a)s  , ) 


sen’a 


seu’a 


J 


Or  facendo  a = ^r  si  avrà 


log  sen  z = — log  e j^(z— a)*-f  |(z— a)*+-^  (z— a)*+- 
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Per  3 =*  are  90°,  10'  è 

z — a =* are 90°, 10' — \ =0,002  9088...., 

quindi 

Iogsen90°,10'  = — 0,00000  42305.. .loge 
==  — 0,00000  17973, 

e poiché  il  diametro  delle  tavole  è 10'°,  si  avrà 
log.sen90%  10  = 9,99999  82027...  — 10. 

25. 

Serie  per  arctg(x-fh) 

Dalla  serie  di  Taylor,  e dall’equazione  dell’esempio  2 n°  12 
Dwaretgx  = (—  l)"-1  1.2.3.. . (n  — 1) 

(1+xV 

in  cui  si  è posto  <p  — arctg  — , 

si  ottiene 

1.  arctg(x  -f-  h)  = arctgx 


+ h. 


scn  9 


h*  sen  29 


i 2 


(t  + *T 


sen  3 9 hl  seri  4 9 

(l  +x*)‘  4 (l+x*f 


serie  che  rimane  convergente  per  ogni  valore  di  x,  e per 
ogni  valore  finito  di  h.  E poiché 


<f  = arceotgx, 


ed  in  conseguenza 

x = cot?  e (1  + x*Y*  = — 1 — » 
cosi  la  serie  precedente  assume  ancora  la  forma 
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ha 

2.  arctg(x  -{-  h)*=arctgx-fhscnpseny — sen’ysen  2<p 

« 

h3  h4 

+ -v  sen’psenSo — sen*?>sen4p-l ... 

Cercando,  per  esempio , l’ arco  la  cui  tangente  sia  cento 
volte  maggiore  del  raggio,  si  troverà  non  differire  che  di  po- 
chi secondi  in  più  dall’arco  89°  25’;  supponendo  però,  come 
sempre,  che  le  espressioni  are  tgz,  are  sena,  ecc.  disegnino 
l’arco  minimo,  la  cui  tangente,  il  seno  ecc.  sia  eguale  a a. 
Or  abbiamo 

tg89®,25'  = 98,21794  = x, 

quindi 

100  — 98,21794  = 1,78206  = h. 

Con  questi  valori  l’equazione  2 ci  darà  per  espressione  del- 
l’arco in  angolo 

arctg(lOO)  = 98°  25'  + 38,0996  — 0,6912  + 0,0125 

— 0,0002  secondi 

= 98°  25'  37",  421 

I^e  equazioni  1 e 2 valgono  ancora  per  x = 0 ed  h < 1, 
imperocché  questi  valori  conservano  la  convergenza  della  se- 
rie, mentre  nell’ipotesi  di  a;  = 0 da 

(l+O4-—  seguo  ,~y. 

Mercè  questi  valori  e sostituendo  a ad  h , l’equazione  1 o 
2 si  trasforma  in 

3.  arctgz  = z-v  + - 

nella  quale  ponendo  a = 1 ne  risulta  la  serie  ieibniziana 
per  cioè 
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1 — — -L  i -L  _| — L L 

3 ' 5 7^9  ^ 


serie  che  converge  assai  lentamente,  ancorché  si  riducessero 
sempre  due  termini  in  un  solo,  cosicché  ne  risulti 


1.3  ^ 5.7 


9.11 


Volendo  applicare  la  serie  3 al  calcolo  di  r,  si  porrà 


quindi 


■f-=a  + b, 


e mercè  quest’ultima  equazione  si  cercheranno  per  tga  e tgh 
due  frazioni  vere  razionali. 

Ponendo  tga=  —,  si  avrà  tgh  = - ; quindi  dall’  equa- 


zione 3 risulterà 
arctg(a+b)=^  = -l 


1 


1 


3.3’  1 b.25  7.2’  ' 

_L  J_-J Lj 

3.2J  ~ a.35  7 3’  ~ 


Calcolando  i termini  di  questa  doppia  serie  fino  alla  13®  ci- 
fra decimale,  si  ottiene  * ' 


* = 3,14159  26335  89793. 


Da  questo  valore  risulta  per  lunghezza  dell’arco  di  un  gra- 
do, di  un  minuto,  di  un  secondo 

are  1°  = 0,01745  32925  20 

are  l'  = 0,00029  08882  09... 
are  1"  = 0,00000  48481  37... 


\ 
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Serie  per  sen(x-j-h)  e cos(x-|-h). 

Poiché  dall' equazione  7 del  n°  11  si  ha 
U scn  x = scn  (x  + — 

cosi  la  serie  di  Taylor  ci  dà  per  scn  (a:  -f-  h)  : 

1.  sen(x  4-  h)  = senx-f  h cosx — senx - — cosx 

' ' 12  1.2.3 

. I»1  i 

-1 senx  -1 ... 

~ 1.2.3. 4 ‘ 

E similmente,  per  essere 

U ^os  x = cos  jx  -j- 

2.  cos  (x  -f-  h)  b cosx  — li  senx  — cosx  -) — ~ — - sen  x 

!•-  1>2>3 

i 1,4  .i 

+ TBTC0SX + + 

Qualunque  sia  x e qualsivoglia  valore  finito  abbia  h,  queste 
due  serie  saranno  sempre  convergenti. 

Ponendovi  x = 0 ed  h — %,  si  avranno  due  serie  espri- 
menti senso  cosa,  cioè 


3. 

i. 


sen  z = z 
cosz  = 1 


z» 

1.2.3 


z* 

T2. 


12.3.4.5  1.2 7 

— f- 

1.2  3.4  12 6 ~ 


Per  ottenere  1’esatlo  significato  delle  serie  da  1 a 4,  è da 


considerarsi  che  scn  (a:  -J-  /»),  cos  (a:  -f-  li),  sena:  e cosa:  indica- 
no parti  del  raggio,  ma  che  li  nel  2°  membro  dell’equazione 
significa  parte  della  circonferenza.  Queste  eterogenee  quan- 
Franke  calc.  difp.  7 
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tilà  debbono  dunque  ridursi  ad  essere  omogenee.  Nell’ipotesi 
di  z = 1",  l’equazione  3,  nella  quale  s’intenda  per  z la  lun- 
ghezza dell’arco  di  1”,  ci  darà  mercè  un  facile  calcolo 

sen  1"  = 0,00000  48481  37..., 


valore,  che  comparato  a quello  di  seni",  ci  dimostra  che  fino 
alla  12*  decimale  si  ha  esattamente  arci"  = seni".  Esten- 
dendo il  calcolo  a maggior  numero  di  cifre,  si  trova  che  la 
differenza  comincia  primieramente  a mostrarsi  nella  13*  de- 
cimale. 

Perciò  volendo  esprimere  un  certo  numero  di  secondi  in 
parti  del  raggio,  bisognerà  moltiplicarlo  per  are  1"  o per  sen  1"; 
e viceversa  se  si  voglia  trasformare  una  frazione  di  raggio  in 
secondi,  farà  d’uopo  dividerla  per  arci",  ossia  moltiplicarla 


per 


1 

0^0*4848... 


= 206264,  806247. 


Quindi  bisognerà  scrivere  le  serie  3 e 4 nel  seguente  modo: 
(7.  sen  l"l*  . (7.  sen  1")*  . 


senz  = zsen  1"  — 
cosz  = 1 


1.2.3 
(zsen  1")* 

TI. 


+ 


1 1.2  3 4.5 

(zsen  1“)* 

1 2.3  4 


+ 


Lo  stesso  sarà  delle  equazioni  1 e 2,  non  che  delle  serie  1,  2 e 3 
del  n“  precedente. 

Le  serie  1 e 2 possono  servire  per  calcolare  sen(x  + h)  c 
cos(x  -f-  h),  quando  siano  noti  aenx  e cosx.  Cosi  per  mezzo  di 

sen  45°=cos45°  = -jj-  1/2  si  trova 


sen  45°  1'  = 0,70731  24403.... 
cos  45°  1'  = 0,70690  10622.... 

Ma  le  serie  3 e 4 danno  i valori  dei  seni  e coseni  di  tutti 
gli  angoli  da  0*  a 90°,  quando  si  sostituisca  tn.90°  a a,  cosicché 
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m resti  sempre  frazione  vera,  e si  calcoli  il  valore  di 


per  ogni  numero  intero  assoluto.  In  tal  modo  si  otterranno 
l’equazioni 

sen(m.90°)  = 1 , 57079  6S268 m 


— 0 , 64596  40975 m’ 

4 0 , 07969  26262  • . m’ 

— 0 , 00468  17541  • . mT 
4-  0,  00016  04412  ••  m* 


— 0,  00000  35088  ••  m” 

4- 0 , 00000  00569  • • in” 

— 0,  00000  00007  ..  m” 
cos(m.90°)  =1  — 1 , 23370  05501  ..  m* 

+ 0 , 25366  95079  . . m‘ 

— 0 , 02086  34808  . . m“ 
+ 0 , 00091  92603  . . m‘ 

— 0 , 00002  52020  . . m" 
+ 0,  00000  04711  ••  m,m 

— 0 , 00000  00064  • • ni” 
40,  00000  00001  • . m*\ 

La  serie  3 , ossia 


senz  = z 


Z4 

2.3.4.15 


diviene  eguale  a zero , quando  z prende  i valori  0,  t,  2t, 
3t  ....  ovvero  i valori  0,  — r,  — 2r,  — Ss-,...  ed  in  generale 
se  in  vece  di  z si  ponga  nx,  n disegnando  ogni  numero  in- 
tero positivo  o negativo.  Questi  valori  son  dunque  da  con- 
siderarsi quali  radici  dell’ equazione 


0 = 1 — — 
2.3 


2.3.4. 3. 


h' 


donde  nell’  ipotesi  di  z = risulta  l’ equazione 


0 = yn- 


2.3 


4-  4 


2.3.45. 
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le  cui  radici  saranno 

2 _i_  j_  i i i 

r ’ 2r  * 3*  ’ " 5T  ’ ^*17  ’ _ tT’" 


Quindi 


2.  3 


2.3.4.S. 


rz f- 


=Si_t!!>+ -flfr-- 5-jf»+-s-l- 

ovvero , dividendo  per  yn  e riunendo  a due  a due  i fattori 
contigui  del  2°  membro , 

1 . 1 


1 


2.8y*  1 2.3.4  5y* 

I ntroduccndo  dinuovo  in  questa  equazione  la  z , si  ha 


1 2.3  ' 


2 3 4.5. 


c con  ciò 


5.  senz  = z jl  - jl  - |l  -~S"* 
Similmente  si  avrà 

6.  cosz  = zjl--£j|l_ÌÌjjl-.|^ 


Queste  equazioni  5 e 6 sono  assai  utili  pel  calcolo  dei  lo- 
garitmi di  sen  z e cosz.  Ed  oltracciò  la  prima  per  z = - " — 
ci  dà  l’espressione 

n __  2 2 4 _4  6 6 8 8 10  IO 
"2  T'T'l" ‘ s T7T  a ’ u 
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27. 


Serie  di  Stlrilngr. 


Nell’  ipolesi  che  Fa:  non  cessi  di  esser  continua  per  x = 0, 
la  serie  di  Taylor,  scambiandovi  h con  x,  ci  darà 

1.  Fx  = F0+i-F'0+  ^F"0  + T|rP"0+... 

Tn+l 


1.2.3. 


• FWO 


1.2.3....  n 


F(n+')(Ax). 


E poiché  (n°  16)  le  derivate  F'O,  F"0,  Fm0,...  sono  conti- 
nue quando  lo  sia  F0 , cosi  la  serie  precedente  convergerà 
in  conseguenza  degli  stessi  principii  che  reggono  la  conver- 
genza di  quella  di  Taylor.  In  questo  caso  potrà  trascurarsi 
il  termine  residuo  , e si  avrà  la  serie  di  Stirling, 


2.  Fx  = F0  + -|-F'0-f 


2.3 


F"0 


1.2  3 


F'"0  + 


cosi  denominata  dal  nome  del  suo  inventore. 

Questa  serie  somministra  il  mezzo  di  svolgere  tra  i limiti 
di  continuità  una  funzione  di  x in  una  serie  infinita  di  ter- 
mini. E già  nei  num.  25  e 26  si  è dato  lo  svolgimento  di 
arctgx,  sena:,  cosx. 

Rispetto  alle  funzioni  ax  , eT  , sena:  e cosx  abbiamo 
LKn)aI  = a*lna  , D(n)cx  = e* 

iX'Osenx  = senjx  -f  $ > DWcosx  = cos  j x -f 

Or  ponendo  x = 0 in  questo  quattro  espressioni  ne  risulta 
D(n)a*  = lna  , LKn)cx  = 1 

flJT 

DWscnx  = scn-g-  > Dwcosx  = cos  » 
quindi  il  termine  generale  della  serie  di  Stirling  per  queste 
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qualtro  funzioni  sarà  ordinatamente 


xnl"a 
1.2.3.. ..n 


xn 

1 2.3... n 


n?r 

xnscn  — 

’’  l'.2.3...n 


x"rns 


nr 

2~ 


1.2. 3.  ..ri 


Veramente  DHa*  aumenta  di  valore  col  crescere  di  n e può 
ancora  divenire  infinitamente  grande,  mentre  la  derivata  n*“n* 
delle  tre  altre  funzioni  rimane  finita.  Ma  il  termine  gene- 
rale della  prima  funzione  mostra  (n°  22)  il  contrassegno  della 
convergenza  ; quindi  la  serie 


ax  = l + Tla  + -i-ra  + -Iirl'a+... 

X X1  xs 
I5  .z5  X7 

senx  = x ■ 


cosx  = 1 


1.2.3 

x* 


1.2.3.*.S  1.2  ..7 


1.2  '1-2.3  4 1.2..  .6 


+ ~ 


valgono  per  ogni  valore  finito  di  x. 


E.  Variabile  immaginaria. 


28. 


Serie  di  Taylor  e di  Stirling  per  nna 
variabile  Immaginarla. 

Se  per  Fx , funzione  di  una  variabile  reale  x,  regga  l'e- 
quazione 

Fx  = px  -f- 1/— -ì  4-x  , 

e che  Far  sia  continua  tra  due  limili , dovranno  esserlo  an- 
cora le  funzioni  <?x  c ^x.  Quindi  avrà  luogo  1’  equazione 
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F(x  + Ax)  — Fx  <p(x-fAx)  — <f>x  , f >](x  + Ai)  — 4x 

Ai  Ai  h ' Ài  ’ 

la  quale,  passando  al  limite  col  continuo  decrescere  di  Ax  fi- 
no a cangiarsi  in  dx , si  trasformerà  in 

F(i-Mt)—  Fx  y(x  -f-  dx)— yx  \/ZT\  . i(x  + dx)— 4x  _ 

dx  dx  ' dx 

ossia 

1.  F'x  = P'x  + l/=1.4''x; 

donde 

2.  F'x.dx  = fi'x.dx  + ^ — l.^x.dx. 

Or  poniamo  che  in  Fa;  la  variabile  x sia  essa  stessa  un 
numero  complesso  , vale  a dire  che  sia 

x = a-f  fi  V — 1,  ovvero  x = (a  -f-  bl/ — l)z 

a e 6 indicando  costanti  e z una  variabile.  In  questo  caso 
si  potrà  sempre  stabilire  F equazione 

x = r(cost  -f-  V — 1 sent), 

indicando  con  t la  costante  e con  r,  denominata  modulo, 
la  variabile , dimodoché  sarà 

a = rcost  , fi  = rsent , 

ed  in  conseguenza 

r = (a*  -j-  fi'J*  e t = are  t g • 

Con  ciò  Fx  ossia  F[r(cos  t ^ — Isent)]  prenderà  la  forma 

di  numero  complesso , le  cui  parti  sono  funzioni  di  r;  e nc 
risulterà  1’  equazione 

F[r(cost  -f-  V — Isent)]  = ?r  + l//— 14"r. 
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Or  se  Fx  è conlinua  rispetto  ad  x , pel  valore  di  questa 
variabile  sarà  continua  anche  rispetto  ad  r;  e questa  proprie- 
tà dovendosi  estendere  ancora  alle  funzioni  ?r  e 4-r,  ne  se- 
gue che  se  Far  è continua  tra  i limili  x,  ed  x2  , e che  ab- 
biano luogo  le  equazioni 

x.  =r,(cost  -f-  V^—i  sent)  , x,  = r,(cost  -f  V — l sen  t) 

le  funzioni  <pr  e 4*  resteranno  continue  tra  i limiti  r,  ed  r„. 

Supponendo  che  Fx  resti  continua  per  x = 0 c quindi 
per  r = 0,  anche  i valori  o(0)  e 4(0)  giaceranno  tra  i limiti 
di  continuità  r,  cd  r2,  e le  due  funzioni  <pr  e 4r  potranno 
svolgersi  secondo  la  serie  di  Stirling.  Quindi  si  avrà 


?r  — + y p'O  4-  -jy  ? "I 

rnV 


1.2.3.. ,n 
r . . r 


?M0- 


12.1..U 

4-r  = d-0  -f"  “j- 4-0  -h-jyVO  + .... 

rn-j. 


. pfn+')(A1r) 


+ TT33T+1"’0  + r2^4<”+',(i.r). 


A,  e A2  indicando  frazioni  vere.  Or  se  la  seconda  di  queste 

due  equazioni  si  moltiplichi  per  J/ — 1 ossia  per  i,  e poi  si 
aggiunga  alla  prima , risulterà 


3.  ?r  -f-  i4-r  = ?Q  4-  i^O  4-  ~ (?'0  4-  i^O) 

+ yy  (?"0  4-  i4-”0)  4 (-  — 2'  3 (4nX)  4-  i4X")0) 

rn-U  . 

+ X2.3~  ^“+?  (A*r)  4-  «4(n+  0(A,r)]. 

Ma  differenziando  successivamente  l’ equazione 
F[r(cosl  4-  iscnl)]  = pr  4-  i4i"  > 

si  ottengono 
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(cost  -1-  isenl).  F'[r(cost  -f*  isent)]  = tp'r  -f-  i'h'r 
(cosi  isenl)*. F"[r(cost  -j-  isent)]  = p" r 4 i 4^”r, 

cd  in  generale 

(cost  -f  i senl)"F(n)[r(cost  -f-  i sent)]  = <?(ak  -}-  » 4n>r; 

donde  nell’ ipotesi  di  r = 0 risultano 

F0  = o0  + i ^0 
(cost  4-  i scnt)F’0  — 9O  4 • 4’0 
(cost  4 i sent)’F"0  = $>"0  4 * 4f,0 

(cost  4 * sent)”FW0  = ^°X)  4 * 4°^0- 
Si  ha  ancora  in  generale 

n *n 

J*n  * 

(cosi  4 iseni)“  * 

cd  introducendo  tutti  questi  valori  nell’ equazione  3,  ne  ri- 
sulta 

Fx  = F0  4 -f  F 0 4 ,X‘;  F"0  4.-4  F(“)0 

i"+'  <?(”+’)fA,r)  4 ij.(n+»)(A,r) 

' 1.2.#...n  * (cosi  4 

11  termine  residuo  di  quest’  ultima  equazione  assumerà  una 
forma  più  semplice , ove  si  consideri  che  mercè  le  equazio- 
ni ottenute  nell’ esempio  2 del  n°  12  si  ha 

(cost  4 i scnty-H  = cos(n  4 1)14*  sen(n  4 1)4 

che 

— - — — - — — — = cos(n  4 1)1  — > scn  (n  4 l)fj 

cos(n41)l4,sen(n  4 1)1  *\  / \ / 

e che  in  conseguenza 

9(n+,)(A,r)  4 i #°+’)(&«0  # 

(cosl4'sl‘nl),,+, 
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ossia 

[5j(»+,l(^tr)  -f  i 4>+'*  (^,r)][cos(n  -f-  l)t  — i sen(n  + 1)*1  » 

riceve  la  forma  K,  + 1 K,.  Con  ciò  l’equazione  relativa  a Fx 
sarà  trasformala  in 

4.  Fl  = F0+-f  r'0+-ilF”0  + ...+T^_F-0 

+ ì!tÌt(IC’  + 'KJ' 

Ponendo  f(z  4"  x)  in  vece  di  Fx , dimodoché  2 resti  indi- 
pendente  da  x,  F0  si  cambierà  in  fz , F(“)0  in  fia)z , c sta- 
bilendo la  relazione 


f[z  -(-  r(cos  t -f  isen  t)]  = $(z  + r)  4-  i'f(z  4-  r)  > 
9(A,r)  si  muterà  in  $( z 4-  A,r)  e 't(A]ir)  in  ^ (z  4-  A/)  ; 

e cosi  dall’equazione  4 si  avrà 


f(i  + i)-&+Tf*  + -^rrz  + ...+TT 


J.  2.  3...U 


ft«)z 

S...n 

(L.4"  •*"«) 


L,  cd  L,  indicando  quantità  dipendenti  da  q,(z  4-  A,r)  e 
Y(z4-A4r).  Mutando  in  fine  il  simbolo  f in  Fi  la  variabile 
3 in  x cd  x in  h , la  serie  equivalente  a f(z  4-  s)  si  tras- 
muterà in 


5.  F(x  4-  h)  = Fx  -f-  -j-  Fx  + F"x. 


hn 
1.  2.  3 .u 


FI”  x 


+ ■ 


n+« 


1.  2.  3...U 


(L,  + i !-,)• 


L’equazione  5 comparala  coll'equazione  3 de!  n°  21  , e 
l’ equazione  4 coll’  equazione  1 del  n°  27  , dimostrano  che 
quelle  serie  valgono  ancora  nell’  ipotesi  di  x numero  com- 
plesso. 


Digitized  by  Google 


— 107  — 

Quanto  poi  alla  convergenza  di  queste  serie  nel  caso  che 
x abbia  un’espressione  complessa,  essa  avrà  luogo  se  la  legge 
di  convergenza  sarà  soddisfatta  dai  termini  generali 


1.2.3. ..n 


-?n0, 


1.2.3...n 


4W0 


delle  già  ottenute  serie  per  <pr  e 'J'T,  ovvero  dai  termini 
generali 

£ JMrf  pl *Wr 

1.2.3. ...n  7 ’ 1.2.3... n Y 


delle  serie  <p(r  — j—  p)  e -f-  p)  da  svolgersi  secondo  le  potenze 
di  p,  e per  le  quali  sta  l’equazione 


F(x  + h)  = F[(r  + p)(cost  4*  ì sent)) 

= ?(r  + p)  + > *Kr  *f  P)’ 

vale  a dire  se  le  radici  n’im0  di  questi  termini  generali  si 
approssimeranno  ad  una  frazione  vera,  a misura  che  n an- 
drà crescendo.  In  questo  caso  dunque  si  potrà  scrivere 

6.  Fx  = F0  + y F0  + F"0  4-  4- 

7.  F(x  + h)  = + 4F'J  + T?  F"1  + TOT  F'"1  +- 


cosicché  le  serie  di  Stirling  e di  Taylor  valgono  ancora  per 
una  variabile  complessa  o immaginaria,  ed  in  conseguenza  le 
quattro  equazioni,  stabilite  verso  la  fine  del  n°  27  rispetto 
alle  funzioni  aT,  e*,  cosar,  senar,  reggeranno  per  ogni  modulo 
r della  variabile  complessa  ar,  se  le  dette  funzioni  restino  con- 
tinue pei  moduli  r,  ed  r„  e si  abbia  r,>  r > rt. 
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29. 


Serie  per  0“  cd  c~ 


Nella  serie 


e'i 


l+*  + TX  + T2l 


i.2.3.4 


+• 


la  quale  regge  per  ogni  valore  reale  o complesso  di  a: , si 
ponga  t/-f.  x,  ossia  ix  invece  di  x,  si  avrà 


e“=  1 + ix  + — + +••• 


Ma  considerando  che  per  ogni  valore  intero  e positivo  di  n, 
dovranno  aver  luogo  le  relazioni 

i‘D+*  = i,  i*n+a  = — 1,  i‘»+  » = _ j,  i*“+*  = +l, 


cosi  l’equazione  precedente  si  trasformerà  in 
x*  .x*  x* 


e!l  = 1 ■ 


1.2  12.3.4  1.2. ..6  1 

X*  . X5  X7 


+‘S: 


1.2.3 


1 2.3.45 


I.2...7 


Or  la  prima  serie  di  quest'equazione  essendo  (n”  27)  iden- 
tica alla  serie  di  cosi,  e la  seconda  a quella  di  seni,  avremo 


1. 


e“  = cosx  4-  isenx. 


Similmente  si  avrà,  sostituendo  — ù a 4 w?» 

2.  c-u  = cosx  — isenx. 

Queste  equazioni  1 c 2 danno,  mercè  addizione  e sottra- 
zione , 

ix  , — ÌX 

C -f-  0 

COSX  q j 
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senx  = 


» 


cd  esse  contengono  le  proprietà  goniometriche  delle  funzio- 
ni sen  x e cosx.  Moltiplicando  p.  e.  l’una  per  Taltra  le  equa- 


zioni 

e“  = cosx  -f-  isenx 

si  avrà 

e’J  «a = cosy  -}-  iseny, 

eH*+J)  = cosx  cos  y — sen  x sen  y 
-f-  i(sen  x cos  y 4-  cos  x sen  y) . 

Or  sostituendo  x -f-  y ad  x nell’equazione  1,  questa  ci  darà 
immediatamente 

4.  eK*+j)  s=  cos(x  -f-  y)  4-  isen  (x  -|-  y) 

E se  in  queste  due  espressioni  del  valore  di  e’^+r)  pareg- 
geremo  da  un  lato  le  quantità  reali,  e dall’altro  le  immagi- 
narie, avremo  le  due  note  equazioni 

cos(x  + y)  = cosx  cos  y — sen  x sen  y, 
scn(x  -f-  y)  = senxcosy  -f-  scnycosx. 

30. 


Formala  di  IHolvre. 


Sostituendo  nell’equazione  4 del  n°  precedente 
Xx  + xa  + +•••  + xn— , ad  y,  si  avrà 

e*1 +**+*»+••*„- ,)  = cos(x  + X,  + X,  +...  + Xn-,) 
+ isen(x  + x,  4-  x.  + ...  -f-  xa~t), 

ovvero  se  pongasi  x„  = xa  =...  c=  x„_i  ==  x, 

cinx  = cos  nx  -J-  i sen  nx. 

Ma  è 

cK^+ij+^iH — t-*ii-i)s=  cu.  c*1».  c“!...  e’*»-»; 
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sarà  dunque 

1.  (cosx  + isenx)"=»eosnx  + isennx, 


risulfamento  identico  a quello  ottenuto  nell1  esempio  2 del 
n“  12. 

Si  può  nell’equazione  1 del  n*  precedente  sostituire  — x ad 


x,  cosicché  ne  risulta 

,n  , . n 

e*-T  =cosx-f-iscn  — x, 


m ed  n indicando  numeri  reali  ed  interi.  Ma  dalla  precedente 
equazione  1 si  ha 


; cos — x + isen 
1 m m 


n )" 

— \\ 
in  > 


n i • n _ 

s cosm — x + isen  m — x 
in  1 ni 

= cosnx  + isennx, 


ossia 


$ cos  — x -I- isen  — x $ = (cos x + isen x)  , 
( m 1 in  ) 

ed  estraendone  la  radice  m,UD*, 

cos—  x + isen-77  x = (/(cosx  + isenx)"; 
111  111 


così  dall’equazione 

n 

t/(cosx  + isenx)  =(cosx  + isenx)  “ 

risulta 

n n 

2.  (cosx  -f-  isenx)  « = cos  — x + isen~i. 
Si  ponga  per  analogia  ai  numeri  reali  l’equazione 
(cosx  + isenx)-"=  -(cosx  + isen,r> 
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si  avra 


1 


1 


(cosi  -f-isen  i)n  cosnx-j-isennx 
= cosili  — isen  ni. 


E poiché  cosnx  = cos( — n)x,  e — sonni  = sen( — n)x,  sarà 
B.  (cosx  + isenx)-"  = cos( — n)x  -f  isen( — n)x. 

Comparando  le  equazioni  2 e 5 coll’equazione  1 si  rileva 
che  questa  reggerà  per  ogni  valore  di  n,  intero  o fi  atto,  as- 
soluto o relativo.  Questa  equazione  1 costituisce  la  formolo 
di  Moivre. 

E poiché  essa  regge  anche  per  un  valore  negativo  di  x , cosi 
si  ottiene  finalmente 

4.  (cos  x — i sen  x)n  = cos  n x — i sen  nx. 

Li  formolo  di  Moivre,  non  altrimenti  che  l’ introduzione 
degrimmaginarii  in  generale  , è di  una  speciale  importanza. 
Imperocché  l’equazione  1 dimostra  che  la  legge  fondamentale 
delle  potenze  con  esponenti  reali  vale  ancora  per  gli  espo- 
nenti iminaginarii,  essendoché  qualunque  sia  n sarà  sempre 
soddisfatta  l’equazione 


e dimostra  ancora  che  la  moltiplicazione  ed  elevazione  a po- 
tenze per  espressioni  della  forma 

cosx  -}-  isenx 

si  riduce  ad  addizione  e moltiplicazione.  Altri  vantaggi  che 
la  stessa  forinola  può  produrre,  saranno  esposti  nel  n°  se- 
guente. 
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31. 


Serie  per  cosnx  e sennx. 


Dalle  equazioni  1 e 4 del  n°  precedente  si  avranno  per 
mezzo  di  addizione  e sottrazione 

2 cosnx  = (cosx  + isen x)n-f- (cosx  — isenx)" 

2 i sennx  = (cosx  + isenx)" — (cosx — isenx)". 

Svolgendo  le  potenze  che  si  contengono  in  queste  due  equa- 
zioni e facendone  le  debite  riduzioni  si  troverà 

, „ n(n  — 1)  „ . . 

1.  cosnx  escos  x cos  x sen  x 

1 • M 


n(n— lXn— 2)(n— 3)  4 

+ - — pg— 3 4 — -cosn  tx  scn4x f~ 


sennx  = — cos"”'xsenx 


n(n  — l)(n  — 2)  , . 

p-  -3  cos"  ’x  sen  x -j 


Queste  equazioni  reggono  per  ogni  valore  di  n,  intero  o 
fratto,  assoluto  o relativo.  Ma  se  n sia  frazionario  o negativo, 
esse  saranno  sottoposte  alla  legge  di  convergenza  della  for- 
inola del  binomio.  A tal  uopo  estraendone  il  fattore  cosux , 
esse  prenderanno  la  forma 

cosnx  = cos"x  jl 2 tg’x 

t n(n  — l)(n  — 2)(n  — 3)  , 4<  , ) 

i.  2.  s.  4 8 x "r* > 


sen  nx  ==  cos"  x \ ~ ~-n*V~2~V  ^ <g’x 


n(n  — l)...(n  — 4) 

iTTu 


Ig’x  — +....{ 
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« poiché  in  queste  equazioni  si  richiede  tgx<  1,  cosi  esse 

saranno  utili  per  valori  di  x compresi  tra  4-  — e — . 

4 4 

Per  esprimere  le  potenze  del  coséno  per  mezzo  di  quello 
del  seno,  quando  n è un  numero  positivo,  bisogna  sostitui- 
re 1 — sen'x  a cos'x,  e svolgere  ciascuna  potenza  del  cose*- 
no.  Cosi,  se  h è un  numero  pari,  si  avrà 


, n ( n — 1 . 1 ) 

cosnx  = 1 — — a b yjsen*X 

i n(n— 2 ( (n—  l)(n— 3)  , n— 1 3 ,3  Ij 

+ ITal  — -1— à— T ■ + T • T|sen‘x— b ... 

sen  nx  =*  cosx  -p  sen  x x b sen’x 

i n(n — 2)(n — i)  ( (n — l)(n — 3)  , n— 1 5,53)  . 1 

+ irsTs  \ — a TI--  4 Y+Y‘T)sen  *'• J 

ovvero,  vieppiù  conlraendo , 

2.  cosnx  = 1 — sen4 x 4-  sen4x 

* « 1.  2.  3. 4 

n«(n«-24Xn‘-4‘)  , . 

1.  2.  3.  4.  5.  6 8611  x H * 


[n  n(n*  — lm) 

— sehx j~2  3 -sen  x 

n(n*  — l*)(n*  — 3*)  , , 1 

+ ro.4.5  ■CHI-+-J 

Se  poi  n è un  numero  dispari,  allora  dalle  equazioni  1 si 
nvrà 

cosnx  = cosx  ^1  — 4-  -ì-j  scn,x 

, (n  — lXn  — 3)(n(n  — 2)  , n 3 , 3 1)  , . T 

+ — i.»  ri:*  +T-T+TlSsen^  - +—J 

Funi  calc.  Dire.  8 
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n(n  — 1)  (il  — 2 


I 


3}  , 

~2  1 SCn  X 
3; 


n(n-1)(n-3)  <(n— 2)(n— 4)  n— 2 _S_  , 5_  jL*sen*x 1- 

1.  3.  » 2.4  ' 2 2 ‘ 2 ' 4 ) ' 


ovvero 

(.  n*- 

3.  cosnx  = cosx  ^1 — 


n*  — r 


-sen  x 


scnnx  = Tscnx-  ,23 


. (n*  — l*)(n*  — 3*)  , . ) 

T7273V4  scn x~+-\ 

n(n*  -r  2*) 


sen  x 


. n(n*-2*)(n*-4’)  , , 

+ • ”‘-+' 


La  prima  delle  equazioni  2 dà  per  n = 2,  n = 4,  n = 6: 

cos2xe=  1 — 2sen’x 

cos  4x  = 1 — 8 sen’  x -f  8 sen  x 

cos  6x  = 1 — 18  sen"  x -{-  48  sen1  x — .i2  sen  x, 

c la  seconda  delle  equazioni  3 dà  per  n = 1,  n — 3,  n = 5 : 

scnx  = senx 

sen  3x  = 3 sen  x — 4 sons  x 

scn  5x  = 5 scn  x — 20  scn5  x -j-  16  sen5  x. 


32. 


Serie  |icr  cos"x  c scn”x. 
Ponendo  per  brevità 

cosx  4-  i scn  x = u , cosx  — i scn  x = v, 


si  avra 


2 cosx  = u + v , 2isenx  =*  u — v; 
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quindi  per  (u-f  »)"  e (u  — v)n 

2"  cos°  x = u"  + nu°_  1 v + 2 u"~  ’ v*+ ' 


-(-  nuv"—1  -f-  vn. 


2”  in  scn" x = un  — n u"-1  v 4-  ■' un  * vH  4- 


Or  essendo 


zt  nuv"  1 -+-  v". 


u“  -f  v"  — 2cosnx,  un  — V"  = 2 isonnx,  uv  ==  1, 
si  avrà,  nell’ ipolesi  di  n pari,  mercè  una  facile  riduzione 

2,,_'  cos"  v=cosnx + ~cns(n  — 2)\  -|-  cos(n  — ^)x +• 

n(n  — , »(n  — + 


n(n  — 1)....  , n(n  — 1)  • -J 

- cos2x  + -r- — 

•«-IH  2 '*"ì 

, 


(_j)T2  . sen"x=cosnx — yCos(n— 2)i-f  - - cos(n — 

n(n  — 1)...  , n(n  — l)-4-^-+ 

± rn — ~r  coS2x  T ì il L 


i-23Jy-iS 

Similmente  per  n impari 


1.  2... 


2"-‘  co8nx=cosnx-J-— cos(u— 2)x  -j-  — — — cos(n— 4)x  -(- ... 
i 1*2 

„(n  JL±1 


n(n — 2 


( — 1 )~  2 • seu  x =srn  nx  — -scn(n— 2)x  -j — — — cos(n— 4)x+ 

ì li  a 

/ n -f  1 

u(n  — 1)... — Z — 
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Quindi  è 

cos’x  = j cos2x  -}-  y > 

. 1 , , 5 

COSX=  . COS3X  + — T-COSX 

♦ 4 

cos*x  cos4x  -f-  -i-  cos2x  -f- 

sen’x  = y cos2x  + ~ 

sen'x  = ^-sen3x-f-  4-scnx 

4 4 

sen‘x  = — cos4  x cos2  x -f-  *-g- 

ecc.  ecc. 

33. 

Fattori  di  i‘+l. 

Le  radici  dell’equazione 

x"  = 1 

possono  in  generale  esser  reali  o immaginarie  ; quindi  potremo 
rappresentarle  con 

x = r(cost  + isent), 

dimodoché  sarà 


ossia 


xn  «=  1 = rn  (cost  + isent)", 
1 = r°  (cosnt  -f  isennt). 


Rappresentando  con  k qualsivoglia  valore  positivo  o negativo, 
non  eccettuato  lo  zero,  l’ultima  equazione  resterà  soddisfatta 
ponendovi 

r = 1 ed  nt  = ;±:  2kv, 
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imperocché  con  questi  valori  si  avrà 


r“  s=*  1 , cos(±  2kr)  = 1 c sen(±  2kv)  = 0. 


Ma  ponendo  nt 


2Kt 

rt  2 kr,  si  ha  t — ± , ed  in  conse- 

n 


guenza 

2K r . 2kr 

x = cos ztisen  . 

a n 


Or  per  trovare  tulli  i valori  di  k che  possono  dare  un  nuo- 
vo valore  alla  radice  x,  supporremo  primieramente  k posi- 
tiva, ed  avremo 


per  k = 0 e k = n : 
k — 1 e k = n -f- 1 : 

k = 2 e k = n -|-2  : 


x = 1 

2r  . . 2r 

x=cos L isen  — 

n ' n 

4x  . 4r 

x=cos — ■ + isen  — 
n n 


kses  n — lek  = 2n  — 1:  x=cos— — — -|-isen— — — 


Lo  stesso  avverrà  per  ogni  coppia  di  valori  positivi  di  k,  i 
quali  differiscano  tra  essi  di  n.  Laonde  come  valori  positivi 
di  k non  si  hanno  che  gli  n valori  differenti  0,  1,  2,  3, 
n — 1. 

Se  poniamo  k negativa,  facciamo  p.  e.  k==  — h,  si  avrà 


; cos 


l li 


) i • ( 2h,r 

5-fisen^ 


!hx  \ 


ossia 


2hr 


cos isen 


2lir 


e due  valori  di — h,  che  abbiano  la  differenza  n,  daranno 
per  x due  valori  eguali. 

Pongasi  infine  k = n — h.  Nell’ipotesi  di  h positiva  e mi- 
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Doro  di  n : no  risulterà 

2h-r  . 2I.t 
X = COS 1 seti  , 

Il  II 

valore  identico  a quello  ottenuto  per  le  — — h.  Donde  siri- 
leva  che  ponendo  a vicenda 

k = + +2) 4“  (n  — 2),  -}-  (n  — 1) 

e k — — (n  — 1),  — (n  — 2)...,  — 2,  — 1 

si  ottengono  gli  stessi  valori  por  la  radice  x , e che  in  con- 
seguenza la  metà  dei  valori  precedenti,  presi  positivamente 
e negativamente,  somministrerà  tutti  i valori  di  x.  Perciò 
dando  a 2 le  tutti  i valori  pari  compresi  tra  0 ed  n , le  ra- 
dici dell’ equazione 

x”=  l 

saranno  rappresentate  da 

, 2kr  . 2kz 

1.  x=cos 1-  isen  - — . 

ii  n 

L’equazione  più  generale 

n 

x’"r=  1 

può  ridursi  alla  precedente;  imperocché  questa  dando  per  la 
n,,M“  radice  di  -J-  1 il  valore 


ne  risulta 


n 2kr 

1/(4-  1)  = cos-^— isen 


(4 


ed  in  conseguenza  le  radici  dell’  equazione 


n 
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avvranno  la  forma 

/ 2kr  . 2kr 

x c=  \ cos -t- 1 sen f 

( 11  « ) 

ovvero 

_ 2km  . 2km 

2.  x = cos t -t-i  sen z, 

n n 

dando  a A lo  stesso  significato  precedente. 
Similmente  l’ equazione 


lia  le  radici 


n 

x = 


a 


3. 


:à\ 


cos 


2kr  . 2kr) 

ì sen  — > , 

u n ) 


per  ogni  valore  intero  o fratto  di  n e per  ogni  numero  pa^ 
ri  2 k compreso  tra  zero  ed  n. 

Rispetto  all’equazione 

xn  = — 1 


si  ha  come  condizione  delle  radici  l’ altra 
— l = rn(cosnt  + i senni) , 
la  quale  ò soddisfatta  dai  valori 

r = 1 ed  nt  = ± (2k  -f-  l)r 


, (2k  + l)r  . 

Donde  risultando  t = rh > sara 

n 

4 2k  -t-  1 ) . . ( _ 2k  -f  » > 

x^cosj-, — — ^ + isen}+— — *) 


ovvero 


. 2k  + 1 _ . 

4.  x = cos v i sen 


li  come  precedentemente  rispetto  a 2 k 


2k  4-  1 

— r 

n 

, cosi  ancora  trovc- 
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rcmmo  che  ponendo  nell’  equazione  4 in  rcce  di  ik  -f-  1 
tutti  gl'impari  compresi  tra  0 ed  n si  arrebbero  tutte  le  ra- 
dici della  proposta. 

Quindi  all’  equazione 

a.  , 

xm=  — 1 

appartengono  le  radici 


K 2k  + I 2k-fl 

o.  r = cos qiT^isen Dir, 


egualmente  che  all’  equazione 

x"=  — a 


le  radici 

6. 


=*4{ 


COS 


2k  + 1 _ . 2k  + I 


x r+- 1 sen  ■ 


quando  a 2k  + 1 siano  sostituiti  tutti  gl’impari  da  zero  ad  n. 
Cosi  1’  equazione  x’  = 1 ha  le  radici 

x = l 

X =cos  =H  i sen  = y + l/T) 

X = cos  3.  qr  i sen  y = l/ZIJ 

3r  3r  1 , , — . 

x==  cos  ■+■ 1 sen  •—  = ~ ( v 2 -+V  — 2) 

x — — 1. 


Le  equazioni  generali  3 e 6 dimostrano  che  potremo  de- 
comporre la  differenza  xa  — an  in  fattori  biuomii  dalla  forma  ; 


( 2kx  . 2kr  ) 

x — al  cos sen  — [ , 

(a  a ) 
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e la  somma  x5  -f-  a”  in  fattori  binomii  della  forma 

2K  + 1 


< 2k-fl  . 2k  + i > 

— a \ cos — - — *•  — isen r\ 

in  u > 

2k  + 1 


:-aj 


, - 2&+1  ) 

cos’ — r+  isen r 

u a ) 


Ma  i fattori  risultanti  da  due  radici  conjugato  daranno  tri- 
j tornii  di  forma  reale,  cioè 


. _ 2kr  . . 

x — 2axcos  — — h a 
n 


per  la  differenza  x"  — a"  * ed 


. „ 2k  + l , 

x — 2ax  cos — v — a 


per  la  somma  xn  -{-  a"< 


34- 


Valori  di  l(a  + »&). 

Come  nel  n°  29  abbiamo  esteso  l’idea  di  potenza  agli  espo- 
nenti immaginarii , cosi  ancora  potrà  esser  ampliala  quella 
di  logaritmo , se  daremo  questo  nomo  agli  esponenti  imma- 
ginarii egualmente  che  ai  reali  , dimodoché  x 4-  iy  si  dirà 
esser  il  logaritmo  di  e*(cosy  -f-  iseny).  Quindi  per  ottenere 
il  logaritmo  del  numero  complesso  a -f*  th>  si  ha  immediata- 
mente per  I/o*  4-  6*  5=  r e — = tgx, 

a 4-  i b — r (cos  4-  i scn  x)  = clr+“ 
ov  vero  indicando  con  <j>  il  minimo  degli  archi  x , 

1.  a4_ib  = elr+à?^,o,r) 

e similmente 


I 
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a — ib  ==  elr-'i'P:?3,,r) . 


Donde  pei  logaritmi  si  ha 


2.  1 (a  ih  * b)  = — l(a*  -f-  b')  ± > (?  -+-  2nx). 

2 « 


Ponendo  b = 0,  si  avranno  tutti  i valori  del  logaritmo  di 
« , cioè 


la  -t-  i (y  2n~). 


Or  nell"  ipotesi  di  6 = 0,  sarà  9 = 0 ovvero  9 = sr  ; so  9 è 
zero,  rcosp,  ed  in  conseguenza  a,  sarà  positivo;  esep  = r, 
reos 9 insieme  con  a sarà  negativo.  Quindi  indicando  con  la 
il  valore  numerico  del  logaritmo  di  « si  avrà 

o 1(  -j-  a)  = la  2nix 

1(  — a)  = la  hP  (2n  -{-  1)  ir 

La  prima  espressione  dà  un  solo  valore  reale , la  seconda 
non  ne  dà  alcuno. 

Dalle  equazioni  3 , ponendo  a = 1 , si  ottiene 
l(-j-l)  = 2nix  e 1(  — 1)  = (2n  -f-  1 )i  — . 

L' equazione 

r(cos  x + i sen  x)  = c,r  + ix 
ci  dà  la  relazione 

. cosT-f-isenx 

1 = 2 1 x , 

CUS  X — I soii  X 


ovvero,  dividendo  i due  termini  del  fratto  per  cosx, 


4. 


J J 1-fit-t 
2i  ‘ 1 — itgx 


» 


quindi  per  lgx  = s, 

3.  arclgz 


JL  1 1 + Zl 

2i  1 — zi 
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Egualmente  che  per  le  potenze  di  base  immaginaria , si 
otterranno  i valori  relativi  ai  seni  c coseni  degli  archi  im- 
maginar». Imperocché  sostituendo  a queste  funzioni  le  equi- 
valenti forme  esponenziali , si  avrà 

sen  (a  -f-  ib) 

6. 

cos(a  4-  ib) 

Mercé  queste  equazioni  6,  e le  relazioni  donde  é trattn  l'e- 
quazione 4,  si  ha  il  convincimento  che  l' equazione  4 debba 
reggere  per  un  immaginario  x , e che  in  conseguenza  deli- 
ba esser  altrettanto  per  l'equazione  5 rispetto  ad  un  imma- 
ginario 3. 


eb  4 r— b 


sena  -f-  i- 


pb  * _ p — li 


cosa 


e1’  + e— b 


cosa  — i . 


pb  — . p — b 


sena 


capo  SECONDO. 

jfunjioni  ìli  piu’  flambili. 

A.  Differenziali  del  primo  ordine. 

55. 

» 

Differenziali  parziali  c totali  In  generale. 

Disegnando  u = F(®  , y , a..)  una  funzione  di  più  varia- 
bili indipendenti  x,  y,  s,..,  potrà  ciascuna  di  queste  va- 
riabili ricevere  un  cangiamento,  senza  che  perciò  avesse  vc- 
run’  influenza  a mutare  i valori  delle  altre.  Può  dunque  la 
funzione  u patire  un  cangiamento  vario,  secondochè  un’alte- 
razione si  apporti  ad  una  sola,  a talune  ovvero  a tutte 
le  variabili  indipendenti.  Se  una  variabile  soltanto  , e sia 
p.  e.  x,  patisse  un  cangiamento,  il  differenziale  che  ne  risul- 
ta , prenderà  l'aggiunto  di  parziale,  c sarà  indicalo  con 


Digitized  by  Google 
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d.u  ’ ~ÒT  dX  ’ dx dx  ’ 0rTCr0  F *(x»  Z’”)dx  ’ 

dimodoché  in  ~ dx  la  forma  ~ è da  trattarsi  come  funzio- 
dx  dx 

ne,  e non  come  quoziente.  Laonde  il  differenziale  parziale 
~~  dx , o la  derivata  parziale  — -,  si  otterrà  differenziando 

dx  «I 

la  funzione  u = F(x,  yyz  ,..)  soltanto  rispetto  ad  x,  e consi- 
derando in  conseguenza  le  rimanenti  variabili  come  altret- 
tante costanti. 

Se  poi  tutte  le  variabili  ad  un  tempo  venissero  alterate, 
allora  il  differenziale  della  funzione  u si  direbbe  totale,  e 
sarebbe  indicato  con  dn. 

Per  trovare  il  differenziale  totale  di  u,  poniamo  che  u sia 
una  funzione  continua  tra  i limiti  u,  e u,  e propriamente 
nel  doppio  senso  di  esser  alterate  tutte,  alcune,  o infine  una 
sola  delle  variabili  indipendenti.  Or  sia  u = F(x,t/)  una  fun- 
zione di  x ed  y continua  tra  certi  limiti , e poniamo  che 
l’una  dopo  l’altra  siano  alterate  le  due  variabili  x ed  y.  Se 
x divenga  primieramente  x -4-  dx,  u si  tramuterà  in  u-f-dxu  ; 
c sostituendo  poi  y -{-  dy  ad  y,  u -f-  dxu  diverrà 

u -f  d*  u -j-  dj(u  -j-  dxii), 

ovvero 

u -f-  dx  u -J-  dj  u -f  d j dx  u. 

Questa  espressione  rappresenta  il  valore  di  «,  ottenuto  mercè 
l'alterazione  di  x ed  y.  La  differenza  di  questo  valore  dal 
primitivo  disegnerà  dunque  il  differenziale  totale  du,  c si  avrà 

1 . du  = dx  u dy  u -|-  dy  dx  u. 

In  questa  equazione  d,u  e dTu  significheranno  differenziali 
del  primo  ordine,  se  nelle  equazioni  identiche 

(Lu=*r  — dx,  d,u  = — dy 
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~ e disegnino  funzioni  continue.  Ma  la  forma  dt  dxu 


equivale  a 


d,n 

TTd1' 


ed  a quest'ultima  notazione  sostituendo  l’altra  - j - dxdy  si  Imi 


dydxll: 


dxdy, 


nella  quale  espressione  — ■ indica  una  funzione  di  x ed  y, 

ottenuta  mercè  due  successive  differenziazioni , la  prima  ri- 
spetto ad  i e l’altra  rispetto  ad  y.  Questa  funzione  sarà  con- 
tinua sì  per  x che  per  y.  Ed  in  vero  abbiamo  primieramente 
pel  n°  16  che  Fx(ar,i/)  sarà  continua  por  x,  poiché  tale  si 
è supposta  F(x,y).  Or  se  la  variabile  y per  un  aumento  infi- 
nitesimo fi  divenga  y fi,  si  avrà 

i e ■ dF\(x.y)  . d'ti  , 

e se  la  Funzione ^ ossia  è discontinua  per  un 

valore  y = yt-\-fi,  lo  sarà  ancora  pel  valore  prossimo  j/,. 
Ma  per  questo  valore  yt  sappiamo  che  F't(x,y)  è continua, 
rispetto  ad  x e tale  dev’  essere  per  tutti  i valori  di  y , pei 
quali  F(ar,y)  conserva  la  sua  continuità;  supponendo  dunque 
che  F',(ar,i/)  sia  discontinua  rispetto  ad  y,  dovrebbe  esserlo 
ancora  la  funzione  data  u = F(x,y),  ciò  ch’è  contro  la  suppo- 
sizione. Or  se  F'x(j,y)  è continua  rispetto  ad  y,  tale  dovrà  es- 
sere ancora  — ■ “■  ■ . Similmente  si  dimostrerebbe  che  ~ ■■  - 

dxdy  f/j.jy  ’ 

tra  gli  stessi  limili  che  F(x,  y)  , è ancora  continua  rispetto 
ad  x. 

Or  essendo  - una  funzione  continua  tra  i limiti  di 
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continuità  di  F(r,j/),  nc  segue  che  nel  limite  dei  valori  dx 
c dy,  dovrà 


<V»u 
<Jx  dy 


dxdy 


sparire  come  infinitamente  piccolo  rispetto  a -^-dx  c 

dx 

Quindi  l'equazione  1 si  ridurrà  a 


ossia 


2. 


du  = ~ dx  + —— dy, 
di  1 dy 

dP  . . dF 

=-jrdx  + -dr,ls’ 


ponendo  F invece  di  F(x,y).  È dunque  il  differenziale  to- 
tale eguale  alla  somma  dei  differenziali  parziali.  **■ 
Questo  teorema  ha  luogo  per  qualsivoglia  numero  di 
variabili  indipendenti.  Imperocché  rappresentando  u = 
F(*r,i/,s)  una  funzione  delle  tre  variabili  x,  y , z,  il  suo  va- 
lore alterato  in  conseguenza  del  cangiamento  di  x ed  y,  sarà 
espresso  da 


u -}-  d»u  -f  djii  4 djd,!!  , ossia  u -{-  d»u  + d,u. 

Or  ponendo  che  z divenga  z -f-  dz,  l1  ultima  espressione  si 
trasformerà  in 


u -|-  d*u  -j-  dyii  d*  (u  -|-  dji  d,u) 

= u -f  dtu  + d,u  -f-  d.u-f-  d.d.u  + (LdyU. 

Ma  nell'ipotesi  che  la  differenziazione  avvenga  tra  i limiti  di 
continuità  di  ¥(x,y,z),  saranno,  come  è facile  a dimostrarsi , 
dtd»u  e dxdy  u infinitesimi  del  2°  ordine,  ed  in  conseguenza 

u -|-  d»u  + dj  u 4-  d,  u 

disegnerà  il  valore  di  u dopo  l'alterazione  apportata  alle  va- 
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riabili  x,  y,  s,  ovvero  sarà 

« -f  du  — u + dxii  + dxu  4*  d,u; 

quindi 

3. 


esprimerà  il  differenziale  totale  della  funzione  delle  tre  va- 
riabili indipendenti  x,  y,  z. 

Dalla  funzione  F(x,  y,  z)  di  tre  variabili  facilmente  la  con- 
clusione si  estende  ad  una  funzione  di  quattro  e più  varia- 
bili, dimodoché  ponendo  u = F(ar,  y,  z,  v...)  si  avrà 

« , i df  , , dF  , . dF  . . dF  , 

4.  dii  -f»  , - dx  + dy — — dz-(-  -r—  dv  + 

Alla  medesima  espressione  del  differenzialo  totale  si  per- 
verrà, quando  rnlterazione  delle  variabili  si  ponga  contem- 
poranea invece  di  successiva,  e si  abbia  riguardo  alla 
continuità  della  funzione  nel  definire  le  derivate  parziali. 

Supponiamo  clic  nell’equazione  u = F(x,  y,  a,  »...)  le  va- 
riabili x,  y , z,  v...  divengano  insieme  funzioni  di  una  sola  va- 
riabile t,  allora  per  l’equazione  3 del  n°  8 si  avrà 

du  j.  du  dx  du  dy  du  dz  du  _dv_ 

di  di  di  ' dy  dt  dz  di  ' dv  di  * 

donde  per  l'equazione  5 dello  stesso  numero  risulterà 

du  du  du  du  , . 

5.  du  = -— -dx  + — - dy  +— ~dz  + — dv  +••• 

dx  1 dy  J 1 dz  1 dv 

Purtultavia  c da  osservarsi  che  se  questa  equazione  5 è 
identica  alla  4 rispetto  alla  forma,  ne  differisce  pel  signifi- 
cato, imperocché  le  quantità  dx,  dy,  dz,  dv,...  sono  nell’ e- 
quazionc  5 dipendenti  da  l c quindi  variabili  con  t,  men- 


da = dx 
dx 


du  , . du  , 

■37 +‘57 1,2 


> — dx-f  ^dy-f-^dz 
dx  1 dy  ' 


dz 
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Ire  nell’equazione  4 sono  arbitrario  e costanti.  Laonde  nd 
cercare  il  differenziale  totale  di  u sarà  cosa  indifferente  il 
riguardare  le  variabili  x,  y,  z,  v,...  come  indipendenti,  o coinè 
funzioni  di  un'altra  variabile  t. 

Esempio  1.  Rispetto  alla  funzione 


sì  ha 


u 


l**+r  > 


, 2iy’dx  , 2x*ydy 

diU=r vi vr  ’ d*u  “ — / — x * r 

(x*+y*)TUm  — y1) 4 (x’+y-Mx* 

donde 

du  = gxy(ydx-tdy)  ^ . 

(x’+y*)"7  (x*— y*)T 


Ma  se  consideriamo  x ed  y come  funzioni  di  ona  nuova  va- 
riabile, avremo 


du 


1 { *»-y» 

2(  x*-fy* 


*2+y‘ 


S. 


.(  «‘-y*  ì = (x*  + y*)(2xdi -2ydy)—  (i« - yJX2xdx  + 2ydy) 

1 x'+y*  ’ (x*+y*)* 


4-Xy’dx  — 4x'ydy 

(*“+y‘7 


quindi  avremo  di  nuovo 


2xy(’ydx  — xdy) 

(x’+y*)^  (x2-y*)^ 


Esemplo  2.  Ponendo 
u : 

si  ottiene 
d*u  = 


dx 


J'COS*  — tg  — 

y y 


: 1 tang -y 


, dju  i 


xdy 
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2(ytll  — xdy) 

„ 2x 
y sen 

y 

«llg-— 


du 


«S  — 

y 


ma 


d Ig  - = Jjl_  = , 

y 


cosa  — y’cos*— 

y y 


dunque 


(ju  ydx  — xriy  °(y<lx  — xdy) 


j^cos"  JL'gJL. 

y y 


y'scn 


riempio  5.  La  funzione 

u = (x!  + y*-f  **)Ì  are  tg  -J-  4-  7„- 


ci  dà 


«(X-  +,■  + *■)]«•_  ^1+^+^, 
(*‘  + >'  + *’)“ 
x zdx  — xdz  zdx  — xdz 


darctg  ~= 


■|i  + *L  | 


X'  -f-z* 


zdz. 


e d — = zdz  ; 

quindi  du  = ---±y,ly  + z,lz_  _i_  ztll~xdz  . 

(*i  + y1+*,)'x  x‘  + z‘  ^ 

36. 

Funzioni  implicite. 

Dalla  funzione  F(;r,i/)  = U mercè  l'equazione  3 del  n°  10 
si  oli  iene  la  relazione: 

Flint  c»lc.  Dire.  9 
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HF  dF  rij 
dx  dy  dx  ’ 

scrivendo  dF  in  vece  di  dF(x  , y).  Ma  nell’equazione 

1.  F(x,y,z)  = 0 

z è una  funzione  delle  variabili  indipendenti  x od  y \ quindi, 
essendo  z una  funzione  di  x , dall’  equazione  precedente  si 
avrà 

dF  dF  dz  g e At dF  dF  . 

dx  ' dz  dx  ’ dx  ux  ' dz 


e poiché  z è funzione  di  y,  si  avrà 


dF 

dy 


dz 

dy 


dF  dF 

dX  U£  ’ 


ed  in  fine  essendo  z funzione  di  x ed  y,  sarà 


dz  = — dx  4“  — dy. 
dx  1 dy  1 


Or  introducendo  in  quest’ullima  equazione  i valori  ottenuti 

per  — e — , avremo  dai  differenziali  parziali  di  z il  dif- 
rdxdy 

ferenziale  lolalc 


2. 


ovvero,  riducendo  a zero, 


3. 


dF  . . dF  dF 

7rdx+— dy  +^dz. 


.0. 


Ponendo  u = F(x,  i/,  z)  e pareggiandone  a zero  il  differen- 
ziale totale,  ne  risulterà  l’equazione  precedente,  la  quale  ci 
dimostra  in  conseguenza  che  anche  per  le  funzioni  implicite 
potremo  a vantaggio  della  differenziazione  riguardare  le  varia- 
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bili  indipendenti  x ed  y come  se  dipendessero  da  ima  nuora 
variabile. 

esemplo.  Dall’equazione 

F(x,  y,  z)  = k(Ax*  -f  By*  -f  Cz*-1) 

— (Aax  -f-  Bhy  -|-  Ccz  — 1)'  = 0 

si  ottengono  i differenziali  parziali 
JF 

dx  = [kx  — (Aax  -|-  Bby  + Ccz  — l)a]Adx  = 0 
dF 

— dy  = [ky  — (Aax  -f-  Bby  + Ccz  — 1)  Bdy  = 0 

dz  = [kz  — (Aax  + Bby  + Ccz  — !)c]Cdz  = 0. 

Or  differenziando  compiutamente  1'  equazione  proposta,  si 
ottiene  1’  altra 

k(Axdx  -f-  Bydy  + Czdz) 

— (Aax  -f  By  + Ccz  — lXAadx  + Bbdy  + Ccdz)  = 0, 

la  quale,  ordinata  secondo  dx,  dy  e dz,  riproduce  identica- 
mente la  somma  dei  tre  differenziali  parziali. 

37. 

Funzioni  omogenee. 

Una  funzione  F(ar,  y , z,...)  di  più  variabili  indipendenti  x, 
y,  s,...  dicesi  omogenea,  se  essa  varia  secondo  una  ragione 
geometrica,  tostochè  le  sue  variabili  vengano  alterate  a nor- 
ma di  una  semplice  ragione.  Da  questa  definizione  segue  che 
se  le  variabili  x , y,  z,...  si  pongano  dipendenti  da  una  nuova 
variabile  t,  e siano  ordinatamente  scambiate  con  xt,  yt , zt,... 
dovrà  per  la  funzione  omogenea  F(j,  y,  3,..)  aver  luogo  l’e- 
quazione 

l*  F(*‘>  y‘»  ZC...)  — t"F(x,  y,  z...). 

Il  numero  n dicesi  grado  della  funzione  omogenea. 
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Donde  segue  elio  una  funzione  omogenea  deve  aver  forma 
algebrica,  o Lutlo  al  più  esser  forma  trascendente  di  una 
funzione  algebrica.  Ed  in  quest’  ultimo  caso  non  solamente  la 
funzione  algebrica  dev’essere  omogenea,  ma  eziandio  di  grado 
zero  , poiché  in  contrario  Io  svolgimento  della  funzione  in 
serie  renderebbe  vario  il  grado  di  ogni  termine,  c la  serie 
non  potrebbe  esser  omogenea. 

Poiché  (n°  33)  è indifferente  pel  differenziale  di  una  fun- 
zione che  le  variabili  si  trattino  come  indipendenti  l’ una  dal- 
l'altra, o come  dipendenti  da  una  nuova  variabile  t,  cosi  noi 
porremo  nell’equazione  1 

xt  = Il  , \t  = V,  Zt=*VY,...> 


e ne  otterremo  l’equazione 

K(u,  v,  vv,...)  = lnE(x,  y,  z,...), 
la  quale  differenziata  rispetto  a t,  ci  darà 


dF  du  . CH<  <1V  or  OH  n—l  \ 

. U — — • — — l-..=nt  r(x,  y,  z,.-*) 

du  di  ^ dv  di  ’ div  di 


di-’  dv 
dv  di 


dF  d\v 


Ma 


du 

”dT 


dv 


X’  di  — 


dw 

"di" 


- = z,...; 


in  conseguenza  l’equazione  precedente  diviene 


dF  , <1F 


z — — * = ut  E(x,  y , x,...) 

dvv 


Il  valore  di  t rcslcrà  arbitrario,  finché  non  ronda  d scon- 
finila la  funzione  proposta;  potremo  in  conseguenza  poi  re 
1 = 1,  e così  trasformare  du  in  dx,  dv  in  dy,  die  in  dz... 
Per  la  qual  cosa  l’equazione  precedente  diviene 


2. 


dF  . dF  dF 

x-'ìr  + ìw  + z~^+"‘ 


nF(x,  y,  z,...). 


Se  la  funzione  omogenea  F(j,  y,  s,...)  é una  funzione  della 
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somma  x -f-  y + 3 potremo  considerarne  la  dipendenza 
da  t ponendo  *t  = x + i/-J-s -}-•••  e così  si  avranno  le  de- 
rivale parziali 

dF  dF  dt  dF  dF  dt  dF  dF  dt 

dx  di  dx  ’ dy  di  dy  ’ dz  dt  dz 

Ma  ('equazione  di  condizione  rispetto  a t ci  di 

ili  di  dt  I 

dx  dy  dz 

sarà  dunque 

dF  dF  dF 

dx  dy  dz 

ossia 


3.  F'x (x+y+z-f . .)=F'j (x-f y-f z+. .)  = P ',(x+J+*+. •)•• 

■ •tempio  i.  Daireq  nazione 

F(x,  y,  z)  = j (Ax*  + By*  -f  Cz*  + 2Dxy  + 2Exz  + 2Fyz) 
si  iia 

dF  dF 

"3T =Ax  + Dy  + E*  » "d^r = + Dx  + Fz> 

dF 

~ = Cz  -(-  Ex  -(-  l’ y. 

Or  essendo  n — 2,  sarà 

(Ax  + Dy  + Ez)x  + (By  + Dx  + Fz)y  + (C?  + Ex  + Fy)z 
= Ax*  + By4  + Cz*  -f-  2Dxy  + 2Mxz  -f  2Fyz. 


Esempio  2.  Nella  funzione 


si  ita  n = — 


£ 

2 ’ 


* 4-y» 

Xi-J 

quindi 


P(x>  5f) 


X 


dF  dF 

dx 


1 yx“  -f  xy  * -f  x - 4 yT 

T H))’ 
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= — 


1 

2 


*2±yi 

*+.v 


Esempio  5.  ftella  funzione  Irasecnclenle 
arcsen  = y) 

si  ha  n ==  0;  la  funzione  è dunque  omogenea,  e ri  dà 


dF 

di" 


4-y 


dF 


J*  — *J 


dy  (*+y)[(x-y)2y]^ 


= 0. 


B.  Differenziali  di  ordine  superiore. 
38. 


Differenziali  parziali. 


Se  le  derivate  parziali  — - , del  differenziale 

1 dx  dy  ’ dz 


completo 


du  = dx  -f  dy  + dr,  -(-• . . 
dx  dy  •'  dz  ' 


della  funzione  u = F(t,  y,  s,..),  sono  funzioni  delle  variabili 
indipendenti  x , y,  z,...  si  potranno  di  beinuovo  differenziare 
rispetto  a ciascuna  variabile,  il  differenziale  totale  dell'ordi- 
ne 71*"““  della  funzione  u sarà  indicato  con  d’u:  ma  il  diffe- 
renziale del  medesimo  ordine  rispetto  ad  x sarà  disegnato  da 


- — dx",  ovvero  d,u,  o infine  F,"^  (x,  y,  z,..)dx". 

di' 


E se  il  differenziale  si  è tolto  m volte  rispetto  ad  x , n volte 
rispetto  ad  y,  ed  r volte  rispetto  a z,  ciò  s’indicherà  con 

.IO  4-  ■ + r 

d ~ (1  m n T 

dxmdy"dz , ovvero  d^d.d  u. 

di,ndy,M/.r 
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Or  per  ottenere  il  differenziale  parziale  del  2*  ordine  di 
una  funzione  di  due  variabili  u = F(x,j()  rispetto  ad  x ed  y, 
si  ponga  primieramente  x -(-  dx  in  luogo  di  x,  indi  nella  fun- 
zione alterata  si  sostituisca  1/  -f-  di/  ad  y.  Così  avremo  pel  n°  35 


u -f-  du  = u -f-  di  u -f-  dj  u -f-  dj  di  u. 


Ma  se  nella  funzione  data  cominceremo  dal  sostituire  y-\-  dy 
ad  y , per  quindi  porre  x 4-  dx  in  luogo  di  x nell’  alterata 
funzione,  otterremo  egualmente  la  completa  alterazione  della 
funzione  rispetto  ad  x ed  j/;  e così  avremo  ancora  F equa- 
zione 

u -f-  du  = u -j-  d j u -f-  dt  u -f-  di  dj  u. 


Dalla  doppia  espressione  dell’alterata  funzione  u + du  risulta 


d* diU  =didjU  , ovvero 


d’u 

dxdy 


d*u 

dydx 


; 


K dunque  indifferente  in  qual  ordine  la  differenziazio- 
ne venga  attuata.  Dalla  funzione  p.  e.  u = xmyQ  si  ha 


du 

dx 


du 


: nix” 


e differenziando  ~ rispetto  ad  y,  ovvero  —■  rispetto  ad 


v"  , = nx”  v" 

J dy 


du 


x,  ne  risulta 


d'u 

dxdy 


mnxra_'  ya~'  = 


d°u 
dy  dx 


(f9?t  • J • M 

Or  se clic  supponiamo  funzione  di  x ed  y , sia  piu 

dxdy 

volte  differenziala  rispetto  all’una  o 1 altra  di  queste  variabili 
indipendenti,  cosicché  ne  risultino  le  funzioni 

d’u  d’u  d"’-*-nu 

',lx'  dy  ’ dxdy*"  ’ dxmdy"  ’"* 

si  potranno  riguardare  come  eseguite  in  ordine  inverso  due 


( 
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successive  differenziazioni,  1’ una  rispetto  ad  x,  e 1* altra  ri- 
spetto ad  y , cd  aviemo  in  conseguenza 

d’u  d’u  (Tu  d’u  d’u  d’u 

dx’dy  uxcìydx  dydx*  ’ dxdy‘  ^ dydxdy  dy'di_  ’ 

jin4-n  ,m-4-n 

cì  u d^u  d 1 il 

dx  dy  dy  dx  dx  dy  dx  dy 

Si  troverà  facilmente  che  la  stessa  osservazione  vale  an- 
cora per  le  funzioni  di  più  variabili,  e clic  in  conseguenza 


ra  + n 4* r 


**  . ni  . n , r n II  . ni  . r . n 

— — dx  av  dz ax  ciz  dv  , 

, - , n r J , , m r u 0 

dx  dy  dz  dx  dz  dy 


dy"dzrd.vm 


n r . m 


dy  dz  dx 


sono  identici  modi  di  espressione. 


Cseinpii.  La  funzione  sen — = u nc  dà 

y 


du 

<>y 


du 

dx 


d’u 

dx1 


1 

r 


X 

sen  — , 
y 


x x d'u 

y*  y ’ dydx 

d’u  2 x , x 

— — - = — - seii - 

ox  dy  y’  y ' y* 


1 

y* 


cos 


X 

cos 

y 


X X 

— — r s™ 
y y 

d’u 


dxdy  dx 


x 


Dalla  funzione  u = scnarcosi/  si  ottiene 

d'u  d'u  d'u 

dx  dy  1 dy  dx  dxdy  dxdy  ’ 

egualmente  dalla  funzione  u — sen  (hx  -f-  hy) 
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=■=  hmscn  jlix  + ky  + -^r\' 
H- = k"sen  jhx  + ky  -f 


dx 

d> 


J1™  *.IlL = hmk”scn|hx  -j-  ky  + lm  + n]^5 

dx"’  dy“ 


,n-f-  *n 

d u 

, n ra 

dy  di 


Finalmente  si  avrà  dalla  funzione  u — 


x*y 


dii  2xy  du  _ **_  du  __  2i*yi 

— **  ’ "dy  a*  — z*  ’ dz  (a*  — a*)*  ’ 

d’u  2x  d’u  __  4xyz  d»u  __  2xV 

jxUy  a'  — x*  ’ dxdz  (a’  — ZT  ’ dJ'dz  O1*  1 )* 

d’u  4xz  d’u  _ d’u 

dxdy  dz  (a*  — z')‘  = dxdzdy  dzdidy  ' 


89. 


Differenziali  totali. 


Dietro  questi  schiarimenti  su  i differenziali  e le  derivate 
parziali  degli  ordini  superiori,  sarà  cosa  agevole  il  trovare 
il  differenziale  totale  per  ciascuno  di  essi  ordini.  Imperoc- 
ché nell’  equazione 


du 


du  , . in  , 

— dx-f-p^dy, 
di  dy 


, du  du 

risultante  dalla  primitiva  relazione  u — y),  ^ e —~ 

dinotano  funzioni  delle  variabili  indipendenti  x ed  y ; potrà 
dunque  ciascuna  di  queste  parziali  derivate  esser  nuovamen- 
te differenziala  rispetto  alle  due  variabili.  Or 
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d'u  d*u  , 

dxdy,  c— dy 


d*u 


dxdy 


dydx 


dydx 


sono  differenziali  compiei!-,  il  primo  di  — dx , il  secondo  di 

riti 

"djT  dy  ’ P010'1®  dx  c dy  sono  costanti,  come  quelli  che  si  ri- 
feriscono a variabili  indipendenti.  La  somma  in  conseguenza 
di  questi  differenziali  completi  esprimerà  il  differenziale  to- 
tale di  dii , ossia  d‘u  ; e poiché  dal  n°  precedente  risulta 


d’u  j , d’u  , , 

didrdxdy=a'^di'dX5 

sarà 

. ,,  d*u  , m . „ d'u  d7u  , , 

'•  d"=-3Fd,:  +2-zardl<,J  + -55r<l1- 

Ragionando  allo  stesso  modo  si  ha  il  differenziale  totale 
del  3°  ordine 


d’n 


d’n 


dJo 


d’u 


2.  C»  - — Jx’  + Sjpjj+dxMy  + J — dxdy1  + jpdy’ 


E continuando  nello  stesso  modo  di  deduzione  si  perverrà 
all’  equazione  generale 


d”u  = 


d°u  , „ , d”ll  n — i j 

dxn-j-n— — — dx  dy 


dx" 


dx  dy 


dr"  ih— dy-  + ....  + n ^=r  dxdy— 

, d""  i 

+lFJr’ 


' 1.  2 dxn— *dy 

I 

ovvero,  con  espressione  simbolica, 


K. 


d"u 


S^-dx 

( di 


scambiando  nello  svolgimento  del  binomio  la  it,inu  potenza 
di  da  con  lo  n,,mo  differenziale. 

Estendendo  la  stessa  illazione  ad  una  funzione  di  Ire  \a- 
riabili  u = F(j  , iy  , ;•)  , sì  avrà 
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«In 

(lj 


dy-f^dz  \\ 


purché  si  ponga  mente  a sostituire  i differenziali  alle  poten- 
ze nello  svolgimento  del  trinomio. 

Or  se  per  brevità  si  ponga 


si  avrà  l’equazione 

6.  du  = Pdx  -f-  Qdy  -}-  Rdz  , 

P , Q ed  R indicando  funzioni  delle  tre  variabili  x , y , s. 
Ma  essendo 

d*u  «fu  d*u  d*u  d’u  d*n 

dxdy  dydi  ’ dj^dz  dzili  1 dydz  dzdy  ’ 

le  tre  funzioni  P , Q , R dovranno  render  soddisfatte  le  tre 
equazioni  di  condizione 

dP  _ do  dP dR_  dQ  _ dlt 

' ’dy  di  ’ "di'  di  ’ ”dz  dy  ’ 


Esemplo  1.  Da  u = xmy"  si  ottiene 


-~T  = ni(m  — l)(m  — 2)(m  — 3)  x y°  , 
-^T^ra(,n  — l)(m  — 2)xm~’yD— \ 


d*u 


m — l n — * 


dx?dy 

d*u 

dxiiv 


7 *=»  m(m  — 1)  n (n  — 1)  x y 


m — i n— * 


— = inn(n  — l)(n  — 2)x  y 


d*u 

"dj 


l=n(n-IXn-2)(ii-3)iY'‘i 


quindi 


v 
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d‘u  = ra(m — l)(in — 2)(m  — 8)|x”— 4yrdxl 


-hi 
+ 6 
-hi 
+ 


“-y-dx’dy 


m — 3 

p("  ~ ») 

(in  — 2)(m  — 3) 
n(n  — l)(n  — 2) 


x yn— ’dx*dy* 

x m-',y"-",dxdy’ 


(in  — l)(m  — 2)(oi  — 3) 
n(n-l)(n  -2)(n  -3)  > 

m(m — 1 Xrl1 — 2}(m  — 3)  ^ ^ ) 


Similmente  da  u =s=  sen  wxsen  ny  si  avrà 

d*u  = (m*dxl  -f-  6m’n'dx'dy*  -)-  n‘dy*)senmxsenny 
— 4mn(m*dx’dy  -j-  n'dxdy’)cosmxoosny  , 

e da  u = xscny  — yscnx: 

d*u  = — ycosxdx5  — 5senydx*dy  -f-  5scnydxdy* 

-f-xcosydy\ 

Esempio  2.  La  funzione  u = — ~‘V. — dà 

ax  + bz 


d’u 

di* 

bz 

(ax+bz)‘  ’ dy*  ’ dz*  -f-  tiz)’  ’ 

d*u  (ax  — bz)by  d*u  bx 

dxdy 

(ai  -f-  bz)*’ 

dxdz  (ax  + bz)3  ’ dydz  (ax  -f-  bz)*  > 

quindi 

2b 

d2n  - 

f — ayzdx*  + bxydz*  -f  (ax  + l«)z  dx  dy 
+ (ax  — hy)y  dx  dz  — (ax  + l>z)x  dy  dz]. 

U U 

(ax  bz)3 

40. 


Funzioni  implìcite. 

Siccome  chili'  equazione 

1' (x  , y , z)  = 0 , 
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nella  quale  s rappresenta  una  funzione  implicita  delle  va- 
riabili indipendenti  x ed  y,  si  hanno  facilmente  per  le  cose 
dette  nel  n°  36  le  derivate  parziali  ed  il  differenziale  totale, 
giacché  differenziandola  rispetto  ad  x ed  y ne  vengono  le 
due  equazioni: 

dF  dF  dz  n dF  dF  dz  _ . 

dx  ' dz  dx  dy  dz  dy 

dalla  prima  delle  quali  si  ha  la  derivata-^-  e dalla  secon- 
da la  — ; cosi  mercè  una  ripetuta  differenziazione  delle 
d'J 

stesse  equazioni  si  otterranno  le  altre  derivate  parziali.  Dif- 
ferenziando la  prima  di  esse  rispetto  ad  x ed  y si  avranno  le 
due  equazioni: 

d’F  „ d’F  dz  , !l!?  _ A 

dx4  dxdz  dx  ' dz'  | di  S ■ dz  dx*  ’ 

d’F-  _(FF  dz  d’F  dz  d*F  dz  dz^  dF  d’z 

dxdy  "t”  uxdz  dy  > dydz  dx  dz*  dx  ‘ty  **"  dz  dxdy 

E se  la  seconda  delle  stesse  equazioni  precedenti  sia  dif- 
ferenziata ancora  rispetto  nd  x ed  y,  si  avranno  le  due, altre: 


d’F  d’F  dz  d’F  dz  dz 

dxdz  ilv  * 


d’F  dz  . dF  d’z 


1 zìi  dv.lv  9 


5. 


dxdy  ' dxdz  dy  ‘ dz4  di  dy  ' dydz  dx  1 dz  dxdy 

d’F  , „ d*F  dz  d’F ^ dzl*  dF  d’z 

i dyuz  dy  ' dz’ldy)  ' dz  dy* 


dy 


w * Z • 

La  derivala  parziale  — - si  avrà  dall’  equazione  2 , indi  le 

d'z 

due  equazioni  identiche  3 e 4 daranno  il  valore  di  — — j 

ed  in  fine  dall’  equazione  5 risulterà  Introducendo  que- 
ste derivate  parziali  in 


d’z  , . . _ d’z  , , . d’z  , , 

d'j  = — <lx'  + 2 — dxdj  + jp-dj  , 
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clip  rappresenta  il  secondo  totale  differenzialo  di  z,  si  avrà 
il  valore  di  d‘z.  ‘ 

In  conseguenza  dell'  osservazione  fatta  sull’  equazione  3 
del  n°  36  , il  differenziale  secondo  totale  di  s si  potrà  ot- 
tenere anclie  immediatamente,  differenziando  rispetto  ad  a-, 
y e z 1’  equazione 


dF  i . ,,F  i i (,F  i n 
— dx  -f-  -t—  dv  + -r—  dz  = 0 , 
dx  1 *Jy  J &i 


la  quale  risulta  dalle  equazioni  1.  Cosi  si  avrà 

pdx-  + ^d,-+Sdx-+  2^dxdy 


6. 


dx* 

_ d'F  , , _ d’F  , , . dF  „ 

+ 2 dxdT  dydz  + 2 ^r;di'dz +i7d  z= 0 » 


donde  facilmente  si  otterrà  il  valore  del  differenziale  tota- 
le d‘z. 

Nello  stesso  modo  si  troveranno  i differenziali  parziali  e 
totali  del  terzo  e degli  altri  ordini  più  elevati. 

Sia  data  p.  e.  l'equazione 


F(x,  y,  z)  = xy  + xz  4 yz  — a*  = 0. 


Sarà 


dF  . dF 

— = y 4 z>  — 

dx  1 dy 


dF 


X 4-  Z,  — = X 4 y, 


— F-  = o -^  = o 

dx*  U’  dx*  ’ dz-  U’ 


d-F  d*F  d’F 

dxdy  dxdz  dydz 


Introducendo  questi  valori  nelle  equazioni,  da  1 a 5,  risulte- 
ranno le  relazioni 


(y  + *)+(x  + y)-^-=°> 
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(x-fz)  + (x  + y)i‘-  = 0, 

*5+(*+i)-S-°» 


1+^-  + ^ + (X  + ^W  = 0’ 

2V  + (x  + y)^F  = 0’ 


donde  sarà  facile  dedurre  i valori  delle  derivate  parziali 

il*  dz  d’z  d *z  d’z 
dx  ’ dy  ’ dx’  ’ dxdy  ’ dy’  ' 

41. 


Funzioni  omogenee. 


Rispetto  alla  funzione  omogenea  F(z,  y,  a)  ha  luogo  per  l'e- 
quazione 2 del  n°  37,  la  relazione 


1. 


dF  , dF  . dF 

x“+y-dT+z 


iì\ 


dz 


n F(x,  y,  z). 


Questa  relazione  indica  anch’essa  una  funzione  omogenea 
e del  grado  n"  '° , dimodoché  vi  si  può  applicare  la  stessa 
legge  che  alla  proposta  funzione  omogenea.  Or  la  derivata 
rispètto  ad  x del  primo  membro  dell'equazione  1 è; 


di'  m » . u »■  , 

'^7  + xTi'~  + y-n7T7+  z 


jt’F 

di* 


d’F 


d’F 


didy  1 ~ dxdz 
e similmente  le  derivate  rispetto  ad  y e s sono: 


dF  . d’F  . 

h V h x 

dy  J dy*  T dxdy 


d’F  . d’F 

Z dydz  * 


dF 


dz 


d’F 

+ Z dF  + X didz 


d’F  . d*F 
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Moltiplicando  queste  derivate  parziali  la  prima  per  x,  la 
seconda  per  y,  la  terza  per  z,  ed  addizionandone  i prodot- 
ti , avremo,  riflettendo  all’  equazione  1 , 


dF  , ,1P  , 


dF 

dz 


d'F  d*F 


dx*  1 J dy“ 

. 0 d”F  . „ d*F 
+ 2xy  2xi— — — 

dxily  ih  dz 

ovvero  riducendo  per  mezzo  de 


+ z 


, d’F 


dz* 


2^Z^=nnF^^Z)’ 

■Ha  stessa  equazione  1, 


. d’F  , , d*F 

X -rr-  4-  V -r-r- 


d'F 


+ 2xy 


E poiché  questa  funzione  è ancora  omogenea  rispetto  ad  x, 
2/,  s,  cosi  si  potrà  applicarvi  di  nuovo  la  legge  espressa  dalla 
equazione  1.  Or  la  derivata  rispetto  ad  x del  primo  mem- 
bro è : 


d*F 

di’ 


4-y* 


d'F 

dxdy* 


d’F  d'F 

r + 2xy 


dxdz: 


dx’dy  dx*dz 


+ 2yx 


d’F 

dxdy dz 


+ 2.x 


d’F 

dx* 


4*  2y 


d’F 

dxdy 


4-  2z 


d’F 
dxdz  ’ 


c nello  stesso  modo  si  otterranno  le  derivate  rispetto  ad  y 
e 3.  Si  moltiplichino  queste  tre  derivate  ordinatamente  per 
x,  y,  c 3,  se  ne  addizionino  i prodotti , si  riduca  la  somma 
all’  espressione  più  semplice  e si  avrà 


3. 


, d'F 


d'F 


, d'F 


dx' 


dy* 


dz‘ 


4*  3x*y 


d'F 


dv  dy 


3\Y 


d'F 


dxMz 


3y’z 


d'F 
d)  2d/. 
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+ 3xy’ 


SF 


3 xzm 


d’F 
di  di1 


+ 3yz* 


d’F 
d>  d/.1 


+ Cxi’z  d'xdy’dz  = _ 1X"  “ 2)F(M>z)- 

Nello  stesso  modo  si  potrà  continuare  ad  operare  su  que- 
st’uitinia  equazione,  e cosi  per  un  valore  intero  ed  assoluto 
m = a 6 c si  avrà  la  relazione 


4. 


d K . n 

*" + y 


d F 


dx“* 

+ 1.2.3...niS 


<'yu 

» yb  ic 


+ z" 


d F 


dz" 


d F 


1.2.  ,a.l.2...b.l.2...c  dx*dybdzc 


il  simbolo  3:  indicando  la  somma  di  tutti  i termini  conte- 
nenti le  derivate  prese  rispetto  a due  soltanto,  ovvero  a tut- 
te tre  le  variabili. 

Dall’ equazione  2 del  n0  37  risulta  che  le  Ipggi  espresse 
nell’ equazioni  2,  3 e 4 di  questo  n“  vaieranno  qualunque  sia 
il  numero  delle  variabili. 


42. 


Cangiamento  della  variabile  indipendente. 

Poniamo  che  le  variabili  indipendenti  x ed  y dell’  equa- 
zione: 

u = F(x,y> 

dipendano  da  altre  due  variabili  rei  mercè  le  relazioni 
x = ?(r,  t)  , y = 4(r,f). 

In  questo  caso  le  derivate  parziali  e si  avranno  per 

dx  dy  1 

. du  du  . 

mezzo  delle  derivate  — e , imperocché  dalle  equazioni 

FnANSK  CALC.  DIFF.  10 
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du  du  dx  du  dy 

“dP  "daT  ‘ ~Ur  * "d^~  "dT’ 

dti  du  dx  , du  dy 

di  6=1  dx  dt  ' dy  di 

eliminando  si  ha 
dy 

du  dy  du  dy 

du  dr  dt  dt  dr 

* di  dx  dy  _ dy  dx 

dr  dt  dr  dt 

. . du  . . 

ed  eliminando  invece  — — , si  ottiene 
ax 

du  dx  du  di 

du  dr  dt  dt  dr 

dy  dx  dy  dy  di 

dr  dt  dr  dt 

Questo  caso  generale  suppone  che  le  nuove  variabili  r e t 
siano  date  come  funzioni  implicite  di  x ed  y nelle  equazioni 

x = y(r,  t)  , y = »4(r,  t). 

Ma  se  r e t indicassero  funzioni  esplicite  di  x ed  y,  si  a- 
vrebbe  immediatamente 

du  du  dr  , du  dt 

dx  **  dr  di  dt  di  * 

3. 

du  du  dr  . du  dt 

dy  dr  dy  ~ dt  dy 

Nello  stesso  modo  si  procederà  per  ottenere  le  derivate 
parziali  di  ordini  superiori , ovvero  quelle  che  si  riferissero 
a più  di  due  variabili. 

Esempio  f.  Sia  da  trasformarsi  l’espressione 

du  du 

X"dy  y_dT 
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in  un’altra  che  corrisponda  alla  condizione  di  essere 
x = rco8t,  y = rsent. 

Dalle  equazioni  1 e 2 si  ha 

dii  du  ^ do  soni 

dx  ilr  di  r 

du  du  , . du  cosi  . 

— - = -r-sent  i 

dy  «Ir  1 di  r 

du  du  du 

x V = — — • 

uy  * dx  dt 


quindi 


Nello  stesso  modo  si  troverà 


du  . du  du 

X-3T  + S-^  = rV 


■tempio  2.  Dall’equazione 

d’u  d*u 
H7  ' dy* 


0, 


ponendovi  la  condizione 

x*  + y*  = r% 

si  ottiene  immediatamente  mercè  le  equazioni  3 
du  du  dr  du  x 


dx 


dr 


dx 


dr 


d*u  d*u  dr  x du  1 du  dr  x 

dx*  dr*  dx  r ' dr  r di-  dx  ' r*  ’ 


ed  essendo 
sarà 


, • . dr  x 

xdx  = rdr,  ossia  — = — > 
dx  r 


d*u  d*u  x*  . du  i 1 x*  ) 

"di*  "d^  ‘ 7*  "di7 <7  rM* 
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quindi 

dx*  ~ 
ed  in  conseguenza 

Per  l'equazione 


d*il 

= d*" 

. Il  _1_ . 

du  | 

dy* 

= drr 

r*  + 

dr  < 

tr  r’  ) 

d»n 

d’u 

x’  + y’ 

i 

du  <2  x’  + y* 

dr‘ 

' dr* 

r* 

*r 

dr  Ir  r’ 

i*4  + 

dr  rdr 


d*u 


colla  condizione 
si  troverà 


d*n  , d*u 

dx*  ' dy*  di’1 

xa  + f + z*  = r% 

d*u 


0. 


dx* 


2du 

rdr 


: 0. 


Esempio  5.  Poniamo  che  la  stessa  equazione  precedente 

ì 0 


d’u  d*u 

dx*  dy  * 


sia  da  trasformarsi  colla  condizione  di  essere 
x = rcost  , y = rsent. 


Si  avrà 


d’u 


dy* 


du  du  . , 1 dii 

- — ss  • - sen  t -f-  — - * cos  t 9 

dy  dr  r dt 

d*u  a,  . 1 d’u  , 1 du  - 

— sen*  t H — * — — ■ cos  H — cos  t 

r dt*  r dr 


dr 


+2H- 


d’u 


drdt  • 


1 du  » 
r*  "dt) 


sen  t cost. 


_ dru 

Scambiando  t in  1 si  dedurrà  il  valore  di  da 
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quello  di  , cioè 


d*u 


di' 


d*u  j . I dsu  1 du  , 

» cosi  4- soni +T-  -^sen  t 


dr 


r“  di* 
d*u  1 du 


sentcost; 


drdi  r'  dt 
ed  addizionando  le  due  equazioni  si  ottiene 
d’u  , d*u 

dx*  ‘ dy*  dr*  1 r*  di 


dm 1^  d*u  1 du  

dr*  "f  r*  ‘ di1  1 d7 — U* 


dy*  dr*  1 r*  di1  1 r dr 
Se  all'opposto  si  dovesse  trasformare  l’equazione 

0 


d’u  , d’u  , d’u 
.w»  • dy*  * 


di*  1 dy*  1 dz* 

in  una  funzione  di  r,  t ©,  per  le  quali  variabili  si  avesse 

x = rcost  , y ==  rsentsen? , z = rsent  coso»; 

allora  ponendo  p = rsent,  si  avranno  le  quattro  equazioni 
di  condizione 

y—psenp,  z = pcosp 
P = rsent,  x = rcost^ 

Dall’esempio  precedente  rileviamo  rispetto  alle  variabili  y e %. 


d*u  d*n 
"dy7  "*"  dz* 


d*u  1 

+ >v 


d*ii  1 du 

d<p*  ""  p dp. 


E poiché  le  equazioni  di  condizione  hanno  la  stessa  forma  si 
per  y e s che  per  p ed  cosi  rispetto  a queste  due  ulti- 
me variabili  si  avrà 

d*u  . rf*u  d*u  1 d’u  . 1 du 

"d p*  ’’  di'  ~ dr 7 T*  ’ di7  7"  ‘ "dr"  * 

Addizionando  queste  due  equazioni  si  ottiene 
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d*tt  . 1 


di» 


dr‘ 


dii  1 

r d7^"  r1" 


d’u  I dii 

r Ip' 


di' 


1 d’u 

+ P'  '~W~ 


Per  eliminare  poi  da  questa  equazione  — ■ ~ abbiamo 


dall’equazione  2 

dii 

d p 


dii  du 

sen  * + ir  ’ 


dr 


quindi 


d» 

dp 


dii  du 

"dr"  ' "dT 


cosi 


rnt"  t 


in  conseguenza 

d’ii  . d’u 


d’u 


d’u 


1 d’u 


di1 


dy“ 


di* 


dr* 

+ f 


dt* 

COtfft 


P 

du 

di 


d’u 

d^p* 

=0, 


ovvero,  ponendo  invece  di  p'  il  suo  valore  e facendo  le  de- 
bite contrazioni, 

d $sen*  t — — — | 
d’(ru)  , 1 _ d u j_  _(  dcosi) 

r dr1  *"  seu‘l  * d?‘  ' dcost 


= 0. 


43. 


('Umiliazione  delle  costami. 


Se  l’equazione 

1.  F(x  , i)  — a, 

in  cui  a rappresenta  una  costante , venga  differenziata,  si 
vedrà  sparire  la  costante  a,  avendosi  l’equazione 


2. 


, dF  dy  __  q 
di  dy  di 
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j.. 

la  quale  contiene  una  relazione  tra  x,  y,  ■—  che  rimane 

inalterata,  qualunque  sia  il  valore  attribuito  ad  a nell’equa- 
zione 1. 

Ma  se  all’opposto  la  costante  a fosse  implicitamente  unita 
alle  variabili  x ed  y,  come  indica  l’equazione 

3.  F(x,  y,  a)  = 0, 


allora  essa  resterebbe  nel  differenzialo 


4. 


_dL-l  dF  dy  _Q 

dx  ‘ dy  dx 


ma  potrebbe  esserne  eliminata  mercè  la  comparazione  delle 
equazioni  3 e 4 , dimodoché  si  avrebbe  di  nuovo  un’  equa- 
zione della  forma 


4. 


la  quale  non  contenendo  a,  esprime  una  relazione  tra  x,  y, 

,<IX- . Un’equazione  di  questa  specie,  attesa  1 indicata  relazio- 
dy 

ne  ch’esprime,  prende  il  nome  di  equazione  differen- 
ziale. 

Togliendo  ad  esempio  l’equazione 

y = xn  -f-  ae"  , 

t 

abbiamo  per  mezzo  della  differenziazione 


d.V  n— i . nix 

= nx  -f-niao  ; 
dx 


donde  poi  eliminando  a risulta 


Contenga  requazionc 
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F(X,  y,  a,  b)  = 0 

lo  due  costanti  a c b.  Due  successive  differenziazioni  ci  da- 
ranno le  due  equazioni  differenziali 

dF  , dF^  Jy_ » 

<U  + dy  ' dx  ’ 

!IZ  + 2 — F il  4-  (|,>F<,|y)‘  | ,1F  ^=0 

dx*  dxdy  dx.  dy*ìdx  ) dy  dx*  ’ 

che  in  generale  conterranno  le  due  costanti.  Or  eliminando 
a c b dalle  tre  equazioni  precedenti , ne  risulterà  una  quar- 
ta della  fonivi 

e-  *(*,  y.  ^ y")=o, 

la  quale  non  contenendo  più  le  costanti  « e 6 esprimerà  una 

relazione  fra  x,  y,  y — -j - , y '~  . E per  ciò  1’  equa- 

zione  6 ha  ricevuto  il  nome  di  equazione  differenzia- 
le del  2“  ordine. 

Ponendo  a modo  di  esempio  che  dall'  equazione 
y = in  cos(rx  -f-  a) 

si  volessero  eliminare  le  due  costanti  m ed  a. , avremmo  per 
due  successive  differenziazioni 

fja  y 

— mr'cosO-x-f-  a)  ; 

c moltiplicando  la  prima  equazione  per  r%  e poi  addizionan- 
dola alla  seconda , si  avrebbe 


S+r’y=°- 


Dalla  composizione  delle  equazioni  5 c 6 si  rileva  che  bi- 
sognerà una  triplice  differenziazione  per  eliminare  tre  co- 
stanti dalle  equazioni  che  ne  derivano  ; ed  in  generale  sarà 
d'uopo  delle  prime  ni  equazioni  differenziali  di  un' cquazio- 
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nc  d»la  , perchè  da  questa  si  potessero  eliminare  altrettante 
costanti:  l’ equazione  finale  conterrà  le  prime  m derivate. 

Del  resto  egli  è indifferente  che  si  compongano  prima  le 
m equazioni  differenziali , indi  si  venga  all’  eliminazione  del- 
le m costanti,  ovvero  che  si  cominci  dalPeliminare  una  co- 
stante tra  l’equazione  data  c la  sua  prima  derivata,  indi  si 
differenzii  la  nuova  equazione  ottenuta,  c collo  stesso  meto- 
do si  vada  innanzi  nel  processo  dell’  eliminazione. 

Così  dall’  equazione 

(1)  X*—  ax  — by  = 0 

si  ha  per  mezzo  di  due  successive  differenziazioni 

2x  — a — b-~  =>  0 , 

di 

2-bg=°, 

ed  eliminandone  le  costanti  a e b , ne  risulta 

(3)  + 2,-0. 

' ' di»  di  1 J 

Eliminando  in  vece  la  costante  a dalle  equazioni  (1)  e (2), 
si  avrà 

(4)  x*  + by  — bx  ~ = 0 : 
da  questa  equazione  differenziata  si  attiene 


ed  eliminando  in  fine  la  costante  b dalle  equazioni  (4)  c (5), 
si  avrà  la  stessa  equazione  (3)  di  sopra  ottenuta. 

Esemplo  l.  Differenziando  l’equazione 

y*  = m(a*  — x"), 

si  avrà 
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<!y  mi 

d?  J~] 

e da  queste  eliminando  m,  risulla 
difFerenziando  quest’  ultima,  si  ottiene 


di 


di'* 


ed  eliminando  infine  la  costante  a dalle  due  ultime  equa- 
zioni, si  ha  l’equazione  differenziale 


X*S-  + XS  -Y 


dx 


o. 


Esemplo  2.  Per  eliminare  a e /3  dall’equazione 
(x  — a)*  + (y  — £)*  = r*, 
si  Ira  da  una  prima  differenziazione 

(x  — «)-f(y  — W = 0; 

una  seconda  differenziazione  ci  darà 

i + r + (y-/%"  = 0; 

e dalle  due  avremo 

i+y*  „ n + y 


y-/3  = 


X a : 


y y 

valori  che  trasformano  l’equazione  data  in 

d+f)1 


y> 


= r . 
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U. 


Eliminazione  delle  funzioni  arbitrarie. 

Siano  date  due  equazioni  della  forma 

1.  f(x,  y,  z)  = a 

2.  , F(x,  y,  z,  p«)  = 0. 

La  seconda  rappresenterà  una  funzione  delle  sole  variabili 
x,  y,  a,  quando  mercè  la  prima  ne  sia  eliminata  a,  Si  potrà 
quindi  considerar  % come  funzione  delle  variabili  indipen- 
denti x ed  y,  e difFerenziare  rispetto  a queste  variabili  la 
seconda  delle  equazioni  date.  Le  equazioni  che  ne  risul- 
tano 


3, 

dF  dF  dt  . dP  (df  . df  dt)  , . 

insiemo  adequazione  2,  rendono  possibile  l’eliminazione  delle 
funzioni  <pa  e f'a.  Si  avrà  così  un’equazione  della  forma 

*Sx’  * z> 

la  quale,  liberata  dalla  funzione  <p,  contiene  una  relazione  tra 
x,  y,  z e le  derivate  parziali  di  z.  Perciò  prende  il  nome  di 
equazione  differenziale  parziale,  e propriamente  del 
primo  ordine,  poiché  di  quest’ordine  soltanto  sono  le  deri- 
vate in  essa  contenute, 

L’eliminazione  di  © a è d’importante  utilità  sol  quando  pa 
indica  una  funzione  arbitraria. 

Esempio  |.  Dalle  equazioni 

ax  -)-  by  — a,  z — poi  = 0, 

o più  semplicemente  dall’equazione 
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z = p(ax  -f  by), 

in  cui  9 rappresenta  una  funzione  arbitraria  di  x ed  y,  si  han- 
no le  derivate  parziali 


^ t n ^ 1 t 

— — > — Boa  = U,  0?  et- 
te ‘ dy  r 

dimodoché  l’eliminazione  di  <px  e <?'a  darà 

dz 


:0, 


a- 


<*y 


.0. 


Esemplo  2.  Differenziando  l’cquaziono 
y — nz  = <p  (x  — mz) 
rispetto  ad  x eri  y,  ne  risulta 

**(*-“)■ 

dz  dz  ..  v 

l_n-^r  = -m  — ?'(x-mz); 

donde,  eliminando  la  funzione  ?'(x — mi),  si  ha  „ 


dz  , dz 

m 1-  n = 1. 

di  dy 


Similmente  da 


z — c ' ( z — c ' 


si  avrà  l’equazione  differenziale  parziale 

, . dz  , , , . dz 

(y-b)^  = z-c. 

Esempio  5.  L’equazione 

1=x'?si;+s"+!4 

esprime  una  funzione  omogenea  rispetto  ad  z ed  y.  Diffe- 
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renziandola  rispetto  ad  x si  ha 


y»+f 

X* 


e facendo  lo  stesso  per  y, 


tlz 

dy 


Or  moltiplicando  la  prima  di  queste  due  equazioni  per  x,  la 
seconda  per  y ; addizionandole  insieme  e comparandone  la 
somma  adequazione  proposta,  ne  risulta 


dz  , dz 
x -j—  4-  v ——  = nz, 
dx  1 J dy  • 

che  rappresenta  l’equazione  della  funzione  omogenea  di  x ed 
y,  che  ha  un  grado  di  omogeneità  indicato  da  n.  Le  due  fun- 
zioni arbitrarie  e e 4 in  realtà  non  ne  rappresentano  che 
una  sola,  poiché  1’  equazione  proposta  può  scriversi  sotto  la 
forma 

Se  l’ottenuta  equazione  differenziale  fosse  di  nuovo  differen- 
ziata, si  avrebbero  rispetto  alle  due  variabili  indipendenti  x 
ed  y le  equazioni  trovate  nel  n°  41  per  le  tre  variabili  x,  y,  z. 
Esemplo  4 L’equazione 


z = = f (x  -f  ay)  + 4(x  — ay) 
dà  le  equazioni  differenziali 

ÌÌ  = ?'(x  + ay)  + 4'(x  — ay) 

— a ?V  + aS)  — a^'(x  — aY) 
i-i  = P"(x  4-  ay)  -f  V(x  — ay) 
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" — a?"(x  + ay)  — a+"(*  — »V) 


~ = ay(x  4 ay)  4-  a*+"(x  — ay); 

dalle  quali  si  dedurrà  facilmente  l’equazione  differenziale  par- 
ziale del  2°  ordine 


d*z 


= 0. 


di*  dy* 

Esemplo  3.  Dall'equazione 

xf a -f-  y <pa  -f-  = 1, 

in  cui  a dinota  una  funzione  di  x ed  ?/,  si  vogliono  elimi- 
nare le  funzioni  f,  <?  colla  condizione  che  s sia  tratta  dal- 
l'equazione 

Xfa  + y?'a  + z+'a  = 0, 

f,  o',  4-'  indicando  le  derivate  delle  funzioni'/’,  <p,  4'* 
Differenziando  l’equazione  data  rispetto  ad  ar,  si  avrà 

(xfa  + y?'«  4-  z4«)-^-  4- 4-  4*  *5^  = °» 

ed  avendo  riguardo  all’equazione  di  condizione,  sarà 

:0. 


+ +“•£' 


Nello  stesso  modo  si  avrà,  differenziando  rispetto  ad  y , 

dz 


<pa  4~  'i'Z- 


dy 


:0. 


Queste  due  equazioni  dimostrano  che  c ~ sono  funzio- 
ni di  a;  si  potrà  dunque  riguardar  Duna  delle  derivate  come 
funzione  dell’  altra , ossia  stabilir  l’equazione 

dx  t dy) 

Or  eliminando  la  funzione  F per  mezzo  delle  derivate  par- 
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ziali,  si  otterrà  l’equazione  differenziale  del  sccond’ordine 


Continuità  dello  derivate  parziali. 

Sia  ti  = F(jz  , y ) una  funzione  delle  variabili  indipendenti 
x ed  y,  continua  tra  i limiti 

x = x0  ed  x = Xj  , y = y4  ed  y = y,. 

Da  questo  concetto  deriva  che  per  qualsiasi  valore  j/n  di  y, 
tale  che  sia  ya>y0  ed  j/n<y, , F(ar,  yj  debba  esser  una 
funzione  continua  di  x del  pari  che  la  derivata  parziale 

dl  ’ se  a<*  x s‘a  dato  un  val°re  compreso  tra  i limiti 

x0  ed  xt;  imperocché  nel  n°  16  si  è dimostrato  che  la  de- 
rivata di  una  funzione  continua  , dev’esser  continua  tra  gli 
stessi  limiti  della  funzione  primitiva.  Per  la  stessa  ragione  la 

derivata  parziale  rappresenterà  una  funzione  con- 

tinua di  y,  finché  y si  troverà  tra  y0  eil  yt,  ed  xa  tra  xa 
ed  xt.  G poiché  si  ha 

du-^H-dx+^d,, 

segue  dall’  ammessa  condizione  che  du  sia  un  infinitamente 
piccolo. 

Dalla  continuità  delle  funzioni  --^2^-  e segue 

immediatamente  che  se  della  prima  si  prenda  la  derivata  ri- 
spetto ad  £ e della  seconda  rispetto  ad  y,  sarà  una 

funzione  continua  rispetto  ad  x , e — una  funzione 
continua  rispetto  ad  y. 
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Ma  — è funziono  continua  non  solamente  di  x,  ma 
di 

di  y ancora;  imperocché  essa  ò funzione  continua  di  x non 
semplicemente  per  un  solo  valore  di  y,  ma  piuttosto  per  ogni 
valore  di  questa  variabile,  che  sia  compreso  tra  y0  ed  yt;  ed 
jn  conseguenza  essa  conserverà  il  carattere  di  continuità  , 
quando  variando  rispetto  ad  y tra  gl’  indicati  limiti , x pren- 
da uno  qualunque  dei  valori  compresi  tra  x0  ed  xt. 

dF(*,  y) 


Similmente  si  dimostra  che 


funzione  conti- 

d*V(x,  y) 


tua  di  y egualmente  che  di  x.  Dovrà  dunque  — — es- 
ser funzione  continua  tanto  rispetto  ad  x , che  rispetto  ad 
y ; perciò  sarà 

d-„ = gli!  de  + 2 girl.  d,dS  + gli  d,- 

di  duiy  J dy*  * 


un’  infìnilesimo  del  2°  ordine  , se  x ed  y rimangono  tra  i 
limiti  dati. 

Estendendo  questa  conclusione  alle  derivate  parziali  di  or- 
dine superiore,  si  perviene  al  risili  lamento  che  ogni  deri- 
vata parziale  di  ordine  superiore  di  una  funzione 
di  due  variabili  indipenden ti  rimane  continua  tra 
gli  stessi  limiti,  pei  quali  è continua  la  funzione 
data. 

Questo  teorema  vale  ancora  per  le  funzioni  di  oltre  a due 
variabili,  come  è facile  ad  esserne  convinto.  Oltrecchè  egli 
segue  quasi  immediatamente  dalla  proposizione  del  n.°  16  , 
considerando  le  variabili  indipendenti  jp  ed  1/  come  funzioni 
di  una  nuova  variabile  (,  imperocché  dai  n‘  35  e 39  si  ri- 
leva che  il  differenziale  della  funzione  l'(j,  y),  in  cui  x ed  y 
si  considerano  come  indipendenti,  ha  la  stessa  forma  del  dif- 
ferenziale di  essa  funzione,  preso  rispetto  a t. 
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C.  Valori  rimarchevoli  delle  funzioni. 
46. 


Valori  Indeterminati  delle  funzioni. 


Rappresenti  u una  funzione  di  due  variabili  indipendenti 
x ed  y , nella  quale  facendo  x = x,  ed  y=y , supponiamo  che 

ne  risulti  il  valore  , ciò  che  imporla  che  la  funzione  ab- 
bia la  forma  : 


1. 


u 


f(*>  y)  . 


e poniamo  ancora  che  le  funzioni  f ed  F,  per  valori  pros- 
simi ai  già  dati,  restino  continue  tanto  rispetto  ad  x che  ri- 
spetto ad  i/.  A fin  di  trovare  il  vero  valore  dell'espressione 

indeterminata  *^- , noi  cominciamo  dal  considerare  f(x,  y)  co- 
me funzione  della  sola  x;  ed  in  questo  caso  pel  n°  15  ab- 
biamo 


E considerando  f(x,  y)  come  funzione  della  sola  y , avremo 
similmente 

y,+0)*=f(x,  y.)-M-f(y- 

a e & disegnando  grandezze  infinitesime;  e se  in  conseguenza 
della  continuità  delie  funzioni  scambieremo  . 

df(x,  -f  A a,  y) 

di  (0n dx  ’ 

dfl(x>  y«)  ___  df(x*  y.+A‘£) 

— con : , 

dy  dy 

Frisse  caic.  dive.  11 
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A e A'  disegneranno  frazioni  vere.  Quindi  se  consideriamo 
f(x,y)  come  funzione  di  * ed  y nel  tempo  stesso,  avremo 
pei  valori  speciali  a?,  ed  yx: 


2. 


f(x, -f  «,  y,-f/3)  = f(x„  ■*,)+« 


dx 


dF(x„y,) 

di- 


simi) mente  si  avrà 


3.  F(x14-«,y,-fiS)=F(x1,  !,)  + «- 


dF(i,,y,) 

dx 


dF(r.-  y.) 

dy 


E poiché  conformemente  all’  ipotesi  fatta  è f(x,  » J/t)  = 0 e 
F(x,,  yt)=  D,  l’equazione  1 ci  darà  pei  valori  xt  a,yt  -f  £, 
che  immediatamente  seguono  xI  ed  y, , 


4 =3  dx  dy  ? 

U dF(x,,y,)  , dF(x, , y,) 

“ — ìt— +/3 w~~ 


In  generale  questa  espressione  non  ci  fa  conoscere  il  va- 
lore di  — , giacché  manca  una  relazione  tra  a c fi]  e que- 


ste spariranno  nel  solo  caso  che 


df(r, , y,)  dF{T, , y.) 


dx 


dx 


ov- 


vero d^Xd'y  ~~  e dF(rJy  V~  divengano  nullo  ad  un  tempo. 
Laomde  se  per  mezzo  deirequazione  4 dovrà  determinarsi  il 
valore  di  ~ , è d’uopo  che  una  relazione  sia  stabilita  tra  a 

e /53,  vale  a dire  tra  l’alterazione  di  x e quella  di  y\  e con 
ciò  tra  x ed  y.  Se  questa  relazione  è data,  sarà  determinata 

~~  ossia  y';  ma  questa  derivata  rimarrebbe  tuttavia  incogni- 
ta , se  l’indicata  relazione  fosse  in  generale  espressa  senza  la 
d efinizione  della  sua  natura.  In  questo  caso  dall’  equazione 
4.  si  avrà 
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d<K>y.)  ix  , dir*,,y,>  . 

_ . d*  dy L , 

dl  | dF(».,y.)  H 

ax  ' dy 


ovvero,  dividendo  per  dx  e ponendo  dfodF  in  vece  di  df(xnyt) 
0 dF(x,, y,), 


5. 


df 


df 


dx 


dy 


f 


dF  dF 

+VJ' 


dx 


Se  numeratore  e denominatore  di  questa  equazione  diven- 
gono nel  tempo  stesso  nulli , si  tornerà  a differenziarli  ri- 
spetto ad  x,  e così  si  avrà 


6. 


d*f  , d*r  . d* 

dx*  ~^2  didy  ' y dy'  J" 


d*F  , d*F  d“F 


Cosi  ancora,  se  nel  tempo  stesso  fossero 


dV  „ d*F 
di*  ~ U>  d^d7 


= 0, 


d*f 

dy* 


0 


dsF 

"dx* 


0, 


d*F 


o'V“o> 


si  ricorrerebbe  ai  differenziali  terzi  delle  funzioni  f ed  F,  pren- 
dendo y come  funzione  di  x,  e così  in  seguito. 

Esemplo  1.  Nell’ipotesi  di  x = 1,  y==  1,  sarà 

ly 4- Ix  0 

u — =5  — . 

x -(-  2y  — 3 0 


Qui  abbiamo  pei  detti  valori  di  x ed  y 


« 
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quindi  l’cquaziene  5 ci  darà 

„ J + f 

l + 2j’  ’ 

valore  che  rimane  indeterminato  , poiché  y'  potrà  prendere 
tutti  i valori  da  — oc  a -(-  oo  , finché  non  sarà  data  la  natura 
della  funzione  y di  x. 

Esemplo  2.  La  funzione 

(i— tp  1 

u = — ; z - 

(x  — l)*  — y + 1 

prende  la  forma  di  ^ nell’ipotesi  di  x = 1 ed  y = 1 . Ma  per 
questo  esempio  si  ha  v 

«ir  n dr  3 dF  n 1- 

sarà  dunque 


e con  ciò  rimane  determinato  il  valore  di  — . . 

Esemplo  5.  Nell’ipotesi  di  x = 0 ed  y = 0,  si  ha 


Ma  essendo 


(*  4-  ?)*  ± 

V -j-  y*  = 0 


«ir  dF  n tlf  _ dF  _n 


si  ricorrerà  all’equazione  6,  nella  quale  ponendo 

d*r  _ «i*r  9 d»f  a**  « ^L_0  £L. 

7?“  dld^"“  ’ dr  ’ di*  ’ didy  » dj*  ■ 

is  ottiene 
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u 


O+yT 

i +/; 


Questo  valore  di  u sarà  compreso  tra  0 c 2 , come  si  tro- 
verà cercando  il  massimo  o il  minimo  valore  di  y’  nell’  ipo- 
tesi di  x — 0 ed  y =»  Q. 


massimi  e minimi  delle  finizioni. 


Oleosi  massimo  (n°  19)  quel  valore  di  una  funzione,  nel 
quale  essa  finisce  di  aumentare  o comincia  a diminuire.  Die- 
tro questa  definizione  la  funzione 

« — F(x,  y,  a,...) 

delle  variabili  indipendenti  x,  y , a,...  avrà  pei  valori  yx, 
a,,...  un  massimo  in 

u.  = F(x,  > Yi  » a,  »-)) 

se  ogni  valore  di  « compreso  Ira 

F(x«— dx.y,— dy,z,— -dz,...)eF(x1-fdx,yl4-dy,z14-dz,...) 

risulterà  minore  di  u,.  E poiché  le  variabili  x,  yt  a,...  si 
pongono  tra  esse  indipendenti,  cosi  anche  i valori 

F(xi=Pdx,y,z,..,),  F(x,y,q=dy,z,...) 
f(x, y,  ztrpdz,...)  , F(xxq=dx,  y.^dy,  z, 

dovranno  in  vicinanza  di  x„  , a,,  . . . risultare  minori 
di  u,.  Laonde  se  u,  è un  massimo,  dovrà  F (x,  y,  a,..  ) in 
vicinanza  di  questa  valore  essere  ancora  un  massimo  per  cia- 
scuna delie  variabili  indipendenti. 

Nello  stesso  modo  si  dimostra  che  rispetto  al  valore  mi- 
nimo 

u,  = F(x0  yx,  z4;...)  della  funzione  u = F(j,  y,  a,...). 
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ossia  rispetto  al  valore  in  cui  Ja  funzione  cessa  di  diminuire 
per  cominciare  a crescere,  essa  sarà  un  minimo  per  ciascu- 
na delle  variabili  indipendenti,  quando  si  scambierà 
x con  x„  o y con  j/,,  o z un  zt  ecc. 

Or  sia 

u = F(x,  y) 


nna  funzione  di  due  variabili  indipendenti,  e poniamo,  a fin 
di  scovrire  le  condizioni  del  massimo,  che  sia  data  una  rela- 
zione arbitraria  tra  y ed  x,  dimodoché  ti  valga  come  funzio- 
ne della  sola  x.  Differenziando  u rispetto  ad  * si  avrà 


1. 

2.  d’u 


du  du  dy 

du  dx  -f-  — dx  , 

di  1 dy  di 


(1*11 

dx* 


d,- 

■t, 

dy  dx* 


Se  u ed  y vengono  riguardate  come  funzioni  di  a,  le  con- 
dizioni del  massimo  saranno  (n°  19) 


du  = 0,  d’u  <0  , 

e quelle  del  minimo 


du  = 0 , d'u  > 0, 


E queste  condizioni  dovendo  esser  soddisfatte  qualunque  re- 
lazione abbia  luogo  tra  y ed  x,  segue  dall’ equazione  l che 
si  pel  massimo,  come  pel  minimo  debba  essere 


3. 


du 

di 


ì 0,  *L, 

uy 


=0, 


e che  in  conseguenza  l’equazione  2 si  compendierà  nella  se- 
guente ineguaglianza 


3. 


d*u 

didy 
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appartenendo  al  minimo  il  segno  superiore  ed  al  massimo  l’in- 
feriore. Or  mentre  questa  ineguaglianza  ha  luogo,  il  primo 
membro  dell’ equazione  non  muta  segno  nè  pel  massimo  nè 
pel  minimo;  duuque  le  radici  dell’equazione 


d,u  I 2 _d*". 

di*  ' didy 


0, 


risoluta  rispetto  ad  y ',  dovranno  riuscire  immaginario,  od  in 
conseguenza  dovrà  essere 

( d*u  d*u  d’u  _ 

( dxdy  1 di*  dy* 


Ciò  è possibile  nel  solo  caso  che  e -^-risultino  con  uno 

stesso  segno  dopo  avervi  sostituito  i valori  di  x ed  y,  dedotti 
dalle  equazioni  3. 

Poniamo  che  realmente  per  x = x,  ed  y = y,  abbia  luogo 
un  massimo;  vi  sarà  ancora  un  massimo  per  la  sola  x = xt 
e per  la  sola  y = yt-  Sarà  dunque 

^<0e£i<0. 

di*  dy' 


Similmente  si  avrà  pel  minimo 


d*u 

di* 


>0  e 


Dietro  ciò  le  condizioni  del  massimo  saranno 


3. 

6. 


du 

di 


* V=0’ 


d’u 

di5* 


<0  ~<0 

< U>  dy*  <»  U’  \ dxdy  \ dx*  dy*  ^ U* 


e pel  minimo 
3. 


0 
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Laonde  per  definire  se  una  funzione  u = F(£i  y)  di  duo 
variabili  indipendenti  ammetta  un  valore  massimo  o minimo, 
bisognerà  dedurre  i valori  di  x od  -y  dalle  equazioni  3,  indi 
sostituirli  nelle  derivate  parziali  del  second’ordine.  Se  questi 
valori  renderanno  soddisfatte  le  ineguaglianze  6,  la  funzioni) 
darà  un  massimo,  e se  in  vece  avran  luogo  le  ineguaglian- 
ze 7,  la  funzione  darà  un  minimo. 

Se  poi  fossero  contemporaneamente 


d’n  q d*u  q d*u 

dx‘  ’ dy*  ’ Uxdy 

e quindi  <T u = 0,  bisognerà  clic  sia  ancora 

dsu  = 0, 


0, 


e c/ic  il  polinomio  rappresentante  d‘u  non  possa  variare  dì 
segno,  cosicché  lequazione  dlu=0,  risoluta  rispetto  ad  y',  non 
possa  dare  se  non  radici  immaginarie. 

Analoghe  condizioni,  ma  più  complesse  nella  forma  si  tro- 
verebbero poi  massimo  e minimo  di  una  funzione  u = F(ar,t/,a) 
di  tre  variabili  indipendenti. 

Esempi*  i.  Cercando  il  massimo  o i]  minimo  della  fun- 
zione ( 

a + bx-fcy 

u r > 

(i+x.+j»)T 

si  ha 

dii  (1)  — ax)  -f-  (by  — ci)y 

d*  “ (l+ia  + j’)ÌT  * ' 

dii  (c—  ay)-f-(cx  — hy)x  . 

dy  o+*'  + y’)T 

c per  ciò 

h — ax  + (by  — cx)y  = 0,  c — ay  -f  (ex  — by)x  = 0. 
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Eliminando  y da  questo  due  equazioni  si  avrà 

(b  — ax)[a’  -f  c‘-f  2abx  4 (b*  + c*)x“]  = 0. 

Ed  il  secondo  fallore  di  qucst’ultima  equazione  è tale  clic  se 
fosse  pareggiato  a zero,  darebbe  valori  immaginarli  per  x.  Non 
avendo  riguardo  ad  esso,  si  otterrà 

b ■ — ax  = 0 , by  — ex  = 0 , c — ay  = 0, 

poiché  y non  può  esser  nullo.  Abbiamo  inoltre 


«f»  (»  + cy)(l  -f  i*  4-  y*>  4 Mb  — ax+  (by  — ci)y] 

dx‘  5=5 

d*u 


(14x*4y‘)‘ 

(•  4 bx)(  | 4 x’  4 y*)  4 3y[c  — ay  + (ci  — by)x] 


dy* 


_ (2by — cx)(  I 4 x*  4 y*)  — Syf b—  ax  4 (by  — cx)y] 

T 0 + .-  + ,'K 

ovvero,  dopo  avervi  introdotto  i valori  di  x ed  y, 

«fu a*(a* 4 c‘)  d*u  _ _a»(a* 4 h*) 

dl‘  (a*  4 b*  4 c*)r  dJ * (a*  4 b*  4 c*)  T 

(l*ii  a*bc 

dxdy  r 


(a*4b*4c*)T 


d*u  ,*  d*u  d’u 

dxdy  ) dx’  ' dy  * 


a*  4 b’  4 c* 


Le  condizioni  6 son  dunque  soddisfatte,  ed  in  conseguenza 
ha  luogo  un  Alassimo,  cioè 

*=  l/a*  4 b*  4 c‘- 

Esemplo  *.  Fra  tutti  i triangoli  di  egnal  perimetro  , si 
cerca  quello  di  minima  superficie. 

Indicando  con  2a  il  perimetro  costante,  c con  x ed  y due 
lati  del  triangolo,  sarà  2a  — y — x il  terao  lato,  e 


0 
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[a(a  — x)(a  — y)(x  + y — a)]r  = v 

n’esprimerà  la  superficie.  Se  v dev’essere  un  massimo,  coi 
medesimi  valori  di  x ed  y dovrà  èsserlo  ancora  il  numero  t>*, 
e viceversa.  Ponendo  in  conseguenza 


u = a(a  — xXa  — y)(x  + y — a), 

ne  risulta 

17  = a(a  — y)(2a  — 2x  — y), 
~ = a(a  x)(2a  2y  — x). 
Or  le  due  equazioni  di  condizione 


a(a  — x)(2a  — 2x  — y)  = 0,  a(a  — x)(2a  — 2y  — x)  = 0, 


non  potendo  ammettere  le  soluzioni  a — y=*0  ed  a — x 
si  ridurranno  a 


= 0, 


donde 


2a  — 2x  — y = 0,  2a  — 2y  — x 


x = y 


Si  ha  in  ultimo 


0; 


S=-2a(a--y)^— 2a(a-x),d^=-a(3a-2x-2y), 
ossia 

d*u  2 , d*u  2 % d*u  1 2 

»lx‘  = 3 a ’ dy*  3 3 ’ dxdy  = 3 a ’ 

quindi 


Il  triangolo,  che  sotto  un  dato  perimetro  contiene  la  massi- 
ma superficie , è dunque  l’ equilatero , come  è noto  per  la 
emometria  piana. 
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Esemplo  3.  Nel  triangolo  ACB  si  cerca  un  punto  M,  tale 
che  la  somma  AM  -j~  BM  + CM  sia  un  minimo. 

Disegnino  a e b i lati  BC  ed  AC,  C l’angolo  ACB,  y la  CM, 
ed  x l’angolo  ACM;  avremo 

AM  =s  l/[b*  -f-  y'  — 2bycosx] 

BM  =»  l/[a*  -f-  y*  — 2ay  cos(C  — x)]. 

La  somma  quindi  delle  tre  rette  AM,  BM,  CM,  sarà  espres- 
sa da 


u =*  y-f|/[b*  +y* — 2by  cos  x]  -f-  [/[&*  -f-  y* — 2ay  cos(C — x)], 
le  cui  derivate  parziali  danno 

dii  by  sen  x ay  sen(C  — x) 


du 

V 


dx 
= 1 


AM 

y — bcosx 
AM 


+ 


BM 

y — . acos(C  — x) 
BM 


0, 


0. 


Dalla  prima  di  queste  equazioni  risulta 

bsenx  asen(C— x)  . 

AM  ~BM  ’ 


c se  dai  punti  A c B sul  prolungamento  di  CM  si  abbassino 
le  perpendicolari  AH  e BK,  avremo 


AH 


BK 


AM 


BM 


, ossia  sen  AMH  =»  sen  BMK,  J 


in  conseguenza  sarà  l’angolo  AMH  eguale  all’angolo  BMK. 
La  seconda  equazione,  ossia 


bcosx  — y acos(C  — x)  — y 


AM 


BM 


= 1, 


dimostra  che 


MH 


MK 


AM 


BM 


1, 


ossia  co»  AMH  -f-  cos  BMK  = 1 , quindi  cosAMH  *=■--;  donde 


à 
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AMPI  = BMK.  t=  60  gradi,  ed  AMB  = 120  gradi . Da  ciò  si  ri- 
leva chiaramente  che  ciascuno  degli  angoli  AMC  e BMC  con- 
tiene ancora  120  gradi. 

Questi  valori  non  potranno  giammai  corrispondere  ad  un 
massimo,  poichò  la  somma  AM  4-BM-f-CM  aumenterà  in- 
definitamente col  continuo  allontanarsi  del  punto  M dai  lati 
del  triangolo;  essi  dunque  corrisponderanno  ad  un  minimo. 

La  posizione  del  punto  M si  avrà  mercè  una  semplicissima 
costruzione:  su  due  dei  lati  del  triangolo  dato  si  costruisca- 
no due  triangoli  equilateri;  le  circonferenze  dei  cerchi  cir- 
coscritti a questi  triangoli  s’intersecheranno  nel  punto  M. 

Se  la  somma  dei  quadrati  delle  linee  AM,  BM,  CM  debba 
essere  un  minimo,  il  punto  M sarà  centro  di  gravità  del  trian- 
golo ABC;  c si  avrà 

AM  = -j  i/(2b*  + 2c’  — a’) 

BM  = -J  l/(2a’  + 2cJ  — b*) 

CM  = i-l/(2a*  + 2bm-c’), 

ed  il  minimo  sarà  = -y  (a’  -f-  b1  -J-  c'). 


Esempio  4.  Si  cerca  il  parallelepipedo  rettangolare  che 
sotto  il  volume  a ’ contenga  la  minima  superficie. 

Rappresentando  x,  y,  z i tre  spigoli  convergenti  del  paral- 
lelepipedo, ne  avremo  la  superficie 


u = 2xy  -f-  2\z  -|-  2yz. 


Ma  essendo  ai /z  = a’\  ed  in  conseguenza  z = —,  sarà 

y 


9 1 2a’  1 2a> 

U - 2.XJ  + 

. ..  <hl  „ 2a’  dii  _ 2aJ 

quindi  - — = 2v — > — — — Ix  — —7-  ; 

1 di  } x*  dy  y ’ 


donde  x — y,  ed  x = y ==  3 *=  a. 
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Il  cubo  ha  dunque  la  superfìcie  minima  o massima  ; ma 


poiché 

d*u  4a' 

d*.l  d'u 

dx* 

’ dxdy  ’ dy* 

quindi 

l d’n 
t dxdy 

)*  d*U  d'u 

S dx*  * dy'  ““  ’ 

così  la  superficie  è un  minimo. 


48. 

Continuazione. 


Rappresenti 

1.  u==F(x,  y,  z,...) 

una  funzione  di  n variabili , congiunte  mercè  le  m equa- 
zioni di  condizione 


2. 


f(x,  y,  z,...)  = 0 , ?(x,  y,  z, ...)<=  0,... 


dimodoché  non  vi  saranno  che  n — m variabili  realmente 
indipendenti.  Per  ottenere  il  massimo  o il  minimo  della  fun- 
zione u , si  potranno  primieramente  eliminare  m variabili 
dalle  equazioni  date  , ovvero  attenersi  al  seguente  metodo. 
Avremo  in  primo  luogo  d\i  = 0 , ossia 


„ dF  , , t'F  . . dF  , , 

S.  — dI+„dy+_d2+....=o. 


Nel  tempo  stesso  le  equazioni  2 ci  danno 

df  i i df  . i dr  j i 

__dx4-_  dy+^-dz-f 


dx 

T>+v<*+£fc+-=»> 


dz 

d? 

dz 


.0, 


Potendosi  mercè  le  equazioni  S e 4 eliminare  m differen- 
ziali dx,  dy,  dz,...,  si  avranno  n — m equazioni  le  quali 


t 
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unite  alle  equazioni  2 faranno  conoscere  i valori  di  rv  y, 
a,...  che  renderanno  u un  massimo  o un  minimo.  Se  die- 
tro la  sostituzione  di  questi  valori  , (Tu  diviene  positivo,  u 
sarà  un  minimo , e se  invece  d'u  diviene  negativo , u sa- 
rà un  massimo. 

Per  attuare  agevolmente  P eliminazione  degli  m differen- 
ziali , si  moltiplichino  ordinatamente  le  equazioni  4 per  le 
indeterminate  — k„  — A,,...,  indi  si  addizionino  coll’  equa- 
zione 3 ; ne  risulterà 


(dF 

<dx 

+{£L 

Mdy 


= 0. 


Ed  i coefficienti  A,,  A„...  si  potranno  determinare  sottopo- 
nendoli alle  condizioni 


5. 


dF  v iL  v d? 
K'dx  &*dx 

dF  k il k d_2. 

"dy  K,dy  *dy 


dx 


Or  se  le  variabili  sono  unite  mercè  una  sola  equazione 
di  condizione  , ne  risulterà 


dF  , df 

'3r_k-«'= 


quindi 

dF  df  dF  . df  __  dF  . _df 

dx  dx  dy  dy  dz  ‘ dz 


) 


Esemplo  «.  Si  cerca  il  massimo  della  funzione 


u = i“f  zr 

nell’  ipotesi  che  le  variabili  x , y , z siano  sottoposte  alla 
condizione 


Digitized  by  Google 


Essendo 


— 175  — 

ax  -f-  by  + cz  — h = f(x,  y,  z)  = 0. 


Tn — i a.p ni  du 

r = n«  • J 1 = — u , : 

x dy 


du 

dx 


da  r 

U ’ "dT^T  “ ’ 


df 

dx 


* ^ 

l’ equazioni  6 ci  daranno 


df  , df 
a’~ =b>  -j 7! 


c; 


m 

ax 


donde 


n 

J>y 


r m-f-n  -f-r 

— = 

cz  n 


n 


a m-f-u-f-r  ’ ^ b m-f-u+r  * c ' 

Abbiamo  ancora 


du  mdx  . ndy  rdz 
e poiché  nella  derivala  seconda 


si  ha  sempre  du  — 0 rispetto  agli  ottenuti  valori  di  ar,  y,  z, 
sarà 


Essendo  così  d*u  sempre  negativa,  la  funzione  u risulterà 
un  massimo  per  gli  anzidetti  valori. 

Esempio  2.  Poniamo  che  si  voglia  determinare  il  mas- 
simo o il  minimo  della  funzione 


um  = x*  + y*  -f  z* 

nell  ipotesi  che  le  variabili  x , y , z debbano  soddisfare  alle 
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due  equazioni 

aV  + by  + cY  — u* 

Ax  -f-  By  -f-  Cz  = 0. 

Dopo  aver  differenziato  queste  tre  equazioni , si  moltiplichi- 
no le  derivate  parziali  della  seconda  per  — he  quella  del- 
la terza  per  k ; avremo  per  le  equazioni  5 : 

x -f-  kA  = a*hx 
y 4-  kB  = bNiy 
i + kG  = cahz. 

Addizionando  queste  tre  equazioni , dopo  aver  moltiplicato 
la  prima  per  x , la  seconda  per  y e la  terza  per  z , c ri- 
ducendone  la  somma  per  mezzo  delle  equazioni  precedenti, 
avremo 

u’=  hu*,  ossia  h = -i-  : 
u 


la  quale  relazione,  introdotta  nelle  ultime  equazioni , ci  dà 


ossia 


In  fine  moltiplicando  la  prima  di  queste  ultime  equazioni  per 
A,  la  seconda  per  B e la  terza  per  C;  indi  facendone  l'ad- 
dizione si  perviene  all’equazione  quadratica  rispetto  ad 
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la  quale  darà  il  valore  di  u ed  in  conseguenza  quelli  di  x,y,  z, 
corrispondenti  al  massimo  e minimo. 


D.  Le  funzioni  in  serie. 
49. 


Serie  di  Taylor  e di  Stlrlln;r 

Sia 

u = f(x,  y) 

una  funzione  di  due  variabili  indipendenti  x ed  y,  la  quale 
resti  continua  tra  i limiti 

x = x„  ed  y = y„,  x = x,  ed  y = yt. 

Si  vuol  sapere  qual  sarà  il  valore  di  u , qftando  x diverrà 
x + h ed  y diverrà  y + k,  nell’ipotesi  purluttavia  che  siano 
soddisfatte  le  ineguaglianze 

X,  > X 4-  h > X0,  y,  > y + k > y„. 

Poniamo  che  gl’  incrementi  h e k siano  funzioni  di  una 

nuova  variabile  a,  la  quale  renda  sodddisfatte  le  relazioni 

* 

h s =»  ah, , k = ak,; 


poniamo  inoltre  che  le  variabili  x od  y,  prescindendo  dalla 
loro  indipendenza,  siano  ancora  funzioni  di  a;  ed  in  fine  in- 
troducendo per  ragione  di  brevità  la  relazione 

F(x  + h,  y + k)  = F(x  + ah,,  y + ak,)  = fa, 
la  serie  di  Stirling  (n°  26)  ci  darà 


'•  «+4™  +7Ì  r0  +-OTr'0+  "+TH^fO 


1.2.3 

an+‘ 


1.2.3.. n 


f(n+'W 


purché  la  relazione  arbitrariamente  stabilita  tra  x,  y ed  a non 
alteri  la  continuità  della  funzione  tra  i limiti  dati. 

FRANILE  calc.  diff.  12 
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Or  la  forma  del  differenziale  rimarrà  sempre  la  slessa  (m  35 
e 39) , sia  che  le  variabili  x ed  y si  riguardino  tra  loro  in- 
dipendenti , sia  che  si  riguardino  dipendenti  ; dimodoché  la 
loro  indipendenza  si  potrà  ristabilire,  se  ciò  faccia  all'uopo 
per  eliminare  la  introdotta  variabile  a.  Servirà  per  questo 
la  funzione 

F(x  -J-  «h, , y + °k,)ì 

la  quale  mediatamente  dipende  da  a;  imperocché  avremo 

dF(x  + «h„  y +»k.)  t , dF(x+ah„  y + ok.)  ,, 
ta=* . a,  ■+•- ^ ’V 


ovvero  più  semplicemente 


dfa 


di 


dfa  _ 
"dy"  1 ’ 


similmente  avremo 


f»  ^-^h1  I 2 d*fg  li  k 4-  — 

f “ di'  « + 2 dxdy  1 dy* 


Ki 


f'"a  = -^-h’  4-  3 

dx’  ‘ ' dx’dy 


,Pfa  h*k*+3Wh*k*  + — K! 


dj* 


Or  se  in  queste  espressioni  si  ponga  a ■ 
merà  in  F(a:,  y),  ed  avremo 


: 0,  fO  si  trasfor- 


„n  dF  ,,  dF  , 

f0  = — ^ — k„ 

dx  1 dy  1 


ro=^h:+2 


d*F 
dxdy 

f"'0  = -^Lh’4-3  d’F 


h,k,- 


d’F 


dy 


— k* 

* Ri  » 


d’F 


h’k,  4-  3 44-  h,k* 

dx'dy  * dxdy*  1 


d’F 


dy’ 


k’. 


Se  questi  valori  sono  introdotti  nell’  equazione  1 , à spa- 
rirà appena  ht  e kl  saranno  di  nuovo  mutati  in  h e k\  di- 
modoché si  avrà 
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2.  F(x  -}-  h , y + k) 


F(t.y)  + ^h  + 4l-k 


dF 

dy 


d’F 

. 1 

d’F  hk  . 

d’F 

k’ 

' di’ 

1.2  ' 

didy  1.2  ' 

dy’ 

1.2 

d’F 

h* 

4-8  ^ . 

h’k 

+ di’ 

1.2.3 

di“dy 

1.2  3 

+ 3 
4— 


d’F  hk* 


d’F 


dxdy* 


‘ 1 2.3 
a”- ‘ 


dy*  1.2.3 
(Aa). 


' 1.2.3. ..n 

Per  ciò  che  riguarda  il  termine  residuo  di  questa  serie,  po- 
tremo porre  immediatamente 

f(n+’)(Aa)  = F(n+‘)(x  4*  A«hx , y 4*  Aak,), 

e poiché  a è quantità  arbitraria,  la  potremo  supporre  =1 
nello  sviluppo  della  derivata  dell’ordine  n 4*  1,  e così  otter- 
remo 

f(“+»)  (Aa)  ce  Ftn+»)  (x  4-  Ah  , y 4-  Ak): 

in  questo  modo  a sparirà  interamente  nell’  espressione  del 
termine  residuo. 

Or  qncsto  termine  potrà  esser  trascurato,  giacché  la  fun- 
zione F(®,  y ) essendo  continua  tra  x„  ed  xt,  y„  ed  ylt  tali  sa- 
ranno ancora  le  sue  parziali  derivate.  Quindi  supponendo  che 
nello  sviluppo  del  binomio 

/ jp1  \ in  ^uip 

la  forma  | si  scambi  con-^-ecc.,  l’equazione  2 potrà 
ricevere  l’espressione  simbolica, 

F(x  + h, , + k)  = P(i,,)-+ i.  + -^k»' 

+££-•■+£*  r 
+ 


3. 
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Sia  infine  u = F(x,  y,  z)  una  funzione  di  ire  variabili  in- 
dipendenti, x,  y , z,  la  quale  poniamo  continua  tra  i limiti 

*.  ed  X,  » y0  <*d  y,  » z.  c z,  ; 

e si  abbiano  inoltre  rispetto  ngFincrementi  rispettivi  delle  va- 
riabili x , y,  z le  relazioni 

X,  > X -f  h > x„ , y.  > y + k > y0 , z,  > z + i > z0. 

Si  facciano  x,  y,  z dipendenti  da  una  nuova  variabile  A , e 
si  ponga 

h — ah, , k = ak, , i = ai,  ; 

cosi  avremo,  applicando  a F(x  + h,  y + k,  z 4- 1)  il  metodo 
seguito  rispetto  all’equazione  1, 

4.  F(x4-h,y4-k,  z4-i)=F(x,y,z)4-{~h4-^  k4-^  i \ 


+■ 


avvertendo  però  che  nello  sviluppo  delle  diverse  potenze  del 
trinomio  la  forma  (dF)“  dovrà  essere  scambiata  con  d”F. 

Le  serie  3 e 4 rappresentano  quelle  di  Taylor  pel  caso  di 
due  e tre  variabili  indipendenti,  e mostrano  in  pari  tempo 
qual  dovrà  essere  la  forma  dell’espressione  di 
F(x  + h,y  + lc,  z-fi,...)  pél  caso  di  un  maggior  numero  di 
variabili. 

Se  la  funzione  F(x,i/)  rimane  continua  nell’ipotesi  di  x = 0 
cd  y — 0,  e per  questi  valori  la  rappresentiamo  con  F0,  a- 
vremo  (n°  27)  che  fequazione  3 si  trasformerà  in 


„ _ t , (dFO  , dFO  ) , I (dFO 

5.  F(x,y)  = F0  4- j-^-x-f  -d—  y 5 4- u\— 


dFO  >• 

+ — y$ 


dy  J ) 1 1.2f  dx  dy  " 

, 1 ( dFO  . dFO  V . 

+ TT?<ir‘x+-dr*i 
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e sarà  questa  l’espressione  della  serie  di  Stirling  pel  caso  di 
due  variabili  indipendenti,  x ed  y. 

Esempio  1.  Rispetto  alla  funzione 


abbiamo 


F(*,  y)'=xm.y° 


dF  m_i  n dF 

lT  = ,nx  y « 17  y 

/ |\  rn — » n d F m — x n— i 

"d 7-“=m(m— !)*  y r -7777*  — mnx  y , 


d’F 


didy 

d*F  . ..  tu  rv — ■ 

— = n(n-l)x  y , 
d’F 


— =m(m-l)(m-2)x”-y",dfli,^rsmn(m-l)x'n-*y0-,J 

4^^==mn(n  l)xra— 1 yn- , ^=n(n-  l)(n-2)x"y— , 

ecc.  ecc. 


Or  se  nella  funzione  data  si  trasmuti  * in  x + h ed  y in 
x -f-  k,  si  avrà 


(*  4-  b)m(y  + k)°  =jxm+^-xm-rli  -f  h* 

+ -^Ta— : + Sr 

+\  nx”k + rr xm"' hk +JTi.:~rIxttl~a  **k +•••!*-* 

, (n(n  — 1)  _m  ts  , tnnfn  — 1)  m~s , , . . > 

+rn~ x k + 1. 1. 2 x bk  +-Jy 

1 f n(n  1K"  — 2)  , ) ”-*j  , 

+i — nri — x k +••••;*  + 


Esemplo  2.  Se  le  alterazioni  li  c k dei  dati  valori  di  x 
cd  y divengono  assai  piccole,  si  potranno  trascurare  nell’c- 
quazione  2 le  potenze  di  li  e k superiori  alla  prima  senza 
che  ne  venga  considerevole  errore,  e cosi  l'alterazione  della 
funzione  sarà  ridotta  ad  una  semplice  differenziazione. 
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Supponiamo  p.  e.  ohe  in  un  triangolo,  di  cui  indichiamo 
i lati  con  a,b,ce  con  A,  B,  C gli  angoli  ad  essi  opposti , 
siano  costanti  i lati  6 e c;  si  avrà 
1)  rispetto  agli  angoli  opposti  B e C: 
per  la  nota  relazione 

bsenC  — osenB, 
l’equazione  logaritmica 

logb  logsenC  = logc  -f  IcgscnB, 


la  quale  differenziata  ne  dà 

cosC.dC  cos3d8 

scuC  scali 

dB  tg  H 

"dlT=  igO  ’ 


ossia 


2)  Rispetto  all’angolo  compreso  A ed  all’angolo  3 ; 
dalla  relazione 

A = 2R  — (B  + C) 

risulta 

dA  = — dB  — dC, 

c mercè  l’introduzione  del  già  trovato  valore  di  dC  ; 
tgB  + tgC 


dA  < 


IgB 


dB  — • 


sc»(B  + C) 
sen  B costi 


ovvero,  essendo  sen(B  -4-  C)  = sen  A , 

sen  A a 


dA 

"dB 


sen  B cos  C 


1>  cos  C 


8)  Rispetto  all’  angolo  compreso  A ed  al  lato  opposto  a 
Da 

-)-  c*  — a“ 


eosA  = ■ 


2 bc 
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— senA.dA  = - 


ad  a 
be'’ 


da  besenA  „ 

— = s=  csenB, 

. (JA  a 

Siano  p.  e.  i lati  6 = 75,  e = 58  esattamente  misurati» 
calcolati,  e per  mezzo  dell’angolo  A = 108“  24'  siasi  trovato 
il  lato  a =a  108,32;  ma  se  nella  misura  dell’angolo  A vi  sia 
stato  un  errore  di  5'  ossia  300“ , allora  sostituendo  a 300" 
la  lunghezza  dell’arco  SOO.arc  1"  (na  26),  dall’equazione  pre- 
cedente 

da  = — senA.dA 

a 

avremo  il  valore 

da  = 0,05842. 

Questo  valore  di  da  rappresenta  di  quanto  dovrà  accre- 
scersi quello  di  a , se  1’  errore  commesso  nella  misura  del- 
l’ angolo  A è stato  per  difetto , e se  vioeversa  l’ errore  sia 
stato  per  eccesso , il  valore  di  a dovrà  diminuirsi  di  quello 
di  da. 

Nella  stessa  guisa  e mercè  semplice  differenziazione  sì  tro- 
verà il  rapporto  dell’  alterazione  di  due  elementi  del  trian- 
golo , se  Bec,  oAeò,  oAeda  vengono,  riguardali  come 
costanti,  od  anche  se  tre  elementi,  p.  e.  a,  B,  C si  sup- 
pongono inesattamente  misurati. 

50. 

Serie  di  lograngt*. 

Nell’ipotesi  che  z sia  una  funzione  implicita  di  x ed  y, 
rappresentata  dall’  equazione 

li  z = x-fy.fz, 

si  supponga  1’  equazione 
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z = F(x  , y)  , 


la  quale  contenga  z in  forma  esplicita,  dimodoché  col  teo- 
rema di  Stirling  si  polrà  svolgere  z in  una  serie  ordinala 
secondo  le  potenze  crescenti  di  y , cioè 

3.  z = F(x,  0)  + y.F'(x,  0)  + 0) 

+ TTTr'<,<’0>+' 

nella  quale  F'(x,  0)  , F"(x,  0),...  rappresentano  le  derivate 
prese  rispetto  ad  y , e la  serie  sarà  considerata  come  valida 
per  quei  soli  valori  di  x , pei  quali  F(x,  y)  e F(x,  0)  non 
cesseranno  di  esser  continue. 

Or  poniamo  che  si  avessero  a determinare  rispetto  ad  y 
le  derivate  di  F(x,  y) , vale  a dire  di  z.  L’  equazione  1 ne 
somministrerà  il  mezzo.  Le  derivate  parziali  di  quest’  equa- 
zione sono 


dz  ....  d/. 

di  J di 


d*  , . ,,  dx 


dalle  quali  eliminando  yfz , 
spetto  ad  y 


4. 


avremo  la  prima 


fz. 


dx 

di-' 


derivata  ri- 


E col  mezzo  di  quest’  equazione  si  potranno  ottenere  le  al- 
tre derivate  di  z rispetto  ad  y.  Imperocché  ponendo  che  4-s 
sia  tra  certi  limiti  una  funzione  continua  di  a,  e z = F(x,y), 
si  avrà 

djd-z.  — 

5.  J iìli  = 4*.-^  + +'z.-^.^. 

dy  dxdy  di  dy 

Da  questa  equazione  si  potranno  eliminare  e — — 
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per  mezzo  dell’  equazione  4 , la  quale  differenziata  rispetto 
ad  y ci  dà 


d*z 


: fz. 


dV 


dxdy  di* 

e cosi  l’equazione  5 passerà  in 


4*3 


dy 


— 'Pz-fe-  4-  (4z.f'z  4-  ; 


c poiché  questo  secondo  membro  rappresenta  la  derivata  par- 
ziale di  'kz.fz.  — rispetto  ad  x , si  avrà 


6. 


4*3  4**3 

dy  “ 


di 


Or  per  ottenere  dall'  equazione  4 il  valore  di  , basterà 
sostituire  nell’equazione  6 fz  a ^z,  e così  avremo 

d-,  dSfz4rt  dK-£] 

dy*  dy  dx 

E se  nell’  equazione  6 poniamo  4*z  — (fa)*,  avremo 


"•[w-4]  d‘K£] 


dxdy 


di* 


d’z 
dy’  > 


e poiché  questa  sostituzione  a ^ z potrà  esser  ripetuta,  così 
si  avrà  in  generale 


7. 


dnz 


dy”  di”-’ 

Da  questa  generale  relazione  si  dedurranno  ad  uso  del 


* 
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dnz 

l’ equazione  3 i valori  che  prenderà  nell’  ipotesi  di  y*=0. 
Or  essendo  in  questa  ipotesi 

d"(Fx,  0)  dn-*(fi)“ 


z <=  x e dz  «=  dx , in  conseguenza 
l’equazione  3 ci  darà 
8.  z = x + y.fx  +— 


dy“  dxn—‘  ’ 

1 d*(fr)» 


+ 


L’ equazione  8 può  ricevere  una  più  generale  espressione. 
Ed  in  vero  se  yz  rappresenta  una  funzione  continua  di  s 
cd  in  conseguenza  di  x ed  y , e che  essa  non  perda  la  sua 
continuità  nell’  ipotesi  di  y — 0 , potremo  , egualmente  che 
per  l’ equazione  3 , porre 

<fz  = F(x,  y)  , 
e 

yz  = F(x,0)  + y.F'frO)  + F"(x,0)+  ^ r(x,Q)+." 


Or  rimanendo  valida  la  relazione 

z = x + y.fz  , 
abbiamo  dall’  equazione  A 


dyz 

dy 


:yz. 


dz 

"dy" 


1 e ÙT. 

: OZ.fZ.  — “* 
r dx 


E se  in  nltimo  si  ponga  y'z./z  in  vece  di  4®  nell’equazio- 
ne 6 , si  avrà 


dy 

dy*  dy 


e nella  stessa  equazione  6 si  scambii  successivamente  4'3 
con  yz.(/z)\  <p'z.(fz)’,...t  si  avrà  in  generale 
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dV 

dy“ 


quindi  r ipotesi  di  j/=0  si  darà  a=»*, 

d°F(x,  0)  ^ d^’r?'i  (fi)] 
dy*  dx“"‘  ’ 


, yj_  d»f^.(f»)>] 

+ 1.2  3 ' dx* 


Questa  serie  dal  nome  del  suo  inventore  è detta  serie  di 
Lagra  ngia. 

L’ applicabilità  delle  serie  8 e 9 dipende  (n!  27  e 28)  chia- 
ramente dall’ essere  la  funzione  F(x,  y)  continua  rispetto 
ad  y , e che  resti  ancora  continua  per  y — 0 , imperocché 
sotto  questa  condizione  saranno  eziandio  continue  le  deri- 
vate F(x,  0) , F"(x,  0),...  La  continuità  poi  della  deriva- 
la generale 

* <lnF(x,  0)  dD-.[<f'x(fi)n] 


suppone  non  solamente  che  siano  continue  le  funzioni  <p’x 
e (fx)°i  nia  che  lo  sia  ancora  la  funzione  composta  <?'x{fx)a, 
anche  nel  caso  che  « superi  ogni  numero  finito. 

Le  equazioni  8 e 9 sono  applicabili  alla  risoluzione  delle 
equazioni  si  algebriche  che  trascendenti  , purché  le  funzio- 
ni restino  continue  tra  i limiti  già  indicati , e che  in  con- 
seguenza le  serie  siano  convergenti  per  z e <?z. 

Esemplo  *.  Dall’equazione  quadratica 

z = x -f-  kz* 

si  avrà  facilmente  per  mezzo  dell’ equazione  9 


Digitized  by  Google 


_ 188  — 


z- 


= xB  + mxm+'k  + 

+ 


m(ni-f3) 

1 . 2 

m(m-f  t)(m-f-5)  m+.ui 
1.2.3 


+ 


m(m-)-5)(m4-6)(m-j-7)  _m+liv«  t 
1 . 2 . 3 . 4 "r 


ovvero 


> = xm  ^1  -f- 


mkx  + ^W+ 


4* 


1 . 2 v — ' ' 1.2.3 

n)(in-f-j)(ni+6Km+^) 

1 . 2 . 3 . 4 


W+-| 


E questa  serie  sarà  convergente  per  -j-l>kx>  — 1. 

Tra  gli  stessi  limiti  si  otterrà  del  pari  dall'equazione  data 

Iz  = lx  -f  kx  -f  ~ (kx)‘  + (kx)‘ 

, 5 6 7 /W  \4  i 

+ Z3T^+- 

Esempio  L’equazione 

z = x -}-  asenz 

ci  dà  per  a,  mediante  l’equazione  8,  il  valore 
z = x4-»senx  4-  2sen2x 

fc.4 

4-  2T2Ì  (3*-sen  3x  — 3 senx) 

fn* 


4-^X2r(4S'scn4x'"4-2,sen2x) +' 


quando  le  potenze  di  sena:  e cosx  siano  scambiate  (n°  32) 
coi  seni  e coseni  degli  archi  multipli  di  x. 
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itole  irci  traduttore, 
i. 

(alla  pagina  10) 

La  discontinuità,  che  nell’ipolesi  di  n numero  intero  l’an- 

n 

tore  riconosce  nelle  funzioni  della  forma  \/x , quando  arsi 

approssima  indefinitamente  a zero,  ha  bisogno  di  un  qualche 
schiarimento. 

Se  la  discontinuità  in  quistione  dovesse  ammettersi  nel  senso 
primitivo  della  parola,  egli  è chiaro  che  essa  sarebbe  insus- 
sistente , poiché  equivalerebbc  a dire  che  la  curva  parabo- 

n 

lica  rappresentata  dall'equazione  y = l/x,  fosse  interrotta 

nell'  origine  ; ciò  eh’  è assolutamente  inamissibile.  Ma  nella 
teorica  delle  funzioni  la  cosa  vuol  esser  considerata  diversa- 
niente,  imperocché  l'idea  di  continuità  vi  si  trova  generaliz- 
zata nel  concetto  che  gl’  incrementi  della  funzione  debbano 
essere  del  medesimo  ordine  di  grandezza,  che  quelli  della  va- 
riabile da  cui  la  funzione  dipende  ; concetto  non  essenziale 
all'  idea  di  continuità  nel  senso  geometrico. 

Or  se  nell’equazione 

F(x  + dx)  — Fx  = Fx.dx 

si  avesse  F'x  = oo  nell’  ipotesi  di  x = x, , l’ incremento 
F(x,  -f-  dx)  — Fx,  non  sarebbe  più  dello  stesso  ordine  di 
grandezza  di  dx;  e quindi  Fx  dovreblie  riguardarsi  come  dis- 
continua pei  valori  di  x prossimi  ad  x,.  E in  questo  senso 

n 

che  l’autore  stabilisce  la  discontinuità  di  |/7  pei  valori  di 
x che  sono  infinitamente  vicini  a zero,  essendoché  nell’i- 

n 

potesi  di  x = 0 risulta  D.l/x=oo. 
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11. 


( alla  pagina  14). 

Partendo  dal  principio  adottato  da  Nepero  per  la  costru- 
zione del  suo  canone  logaritmico,  principio  formolato  nell’e- 
quazione < 

l(l-h*)  = «» 

nell’  ipotesi  che  a rappresenti  una  frazione  piccolissima , a- 
vremo  chiamando  e la  base  del  sistema , 

e“  a=x  1 + « » 

dondo 

e-(l  + «)«. 

E ponendo  a ~ — , e quindi  m grandissimo,  P ultima  equa- 
zione diverrà 

H‘+4f- 

Or  l’autore,  facendosi  a cercare  il  limite  di  4*  — 

mercè  la  formola  del  binomio  , deve  supporre  m = oo  , per 
averne 

H1+4ì-=1+1+¥+w+4t+ 

Ma  in  questo  caso  il  1*  termine  dello  sviluppo  prenderà  la 
forma  indeterminala  1“.  A noi  sembra  preferibile  il  metodo 
che  segue. 

Consideriamo  la  progressione  geometrica  ; 

-4-  i : (i+b)  : (i+b)'  : (i+b)'  : (i+b)‘  : ....(1+b)— , 
dei  cui  primi  n termini  sarà  la  somma 
S _ 0 + b)n-l 
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Ponendo  die  b rappresenti  una  quantità  positiva , sarà 
(l-f -b)a~l  il  più  grande  fra  i primi  n termini , e perciò  do- 
vrà esser  soddisfatta  la  diseguaglianza  : 

n(l  + b)°— *>  >n , 

ossia 

nb(l  + b)n-'  >(1  -f  b)° — 1 >nb  ; 

donde 

1 + nb(l  + b)"-  >(1  + b)"  >1  -f  nb. 

E tanto  più  lo  dovrà  esser  l’ altra  : 

l + nb(l  + b)«  >(l  + b)n, 
dalla  quale  si  ba 

1 >(l+b)-  (1  — nb). 

Ma  ponendo  che  sia  1 > nb,  quest’ultima  diseguaglianza  in- 
sieme alla  terza  delle  precedenti,  ci  darà 

*fZinr  >(!"!■  b)*  > 1 + nb, 


e mutandovi  b in  • 


ne  avremo 


7ÌT>(,+-=)“>,+t* 

a 

i cui  termini  elevati  alla  potenza  à,  ci  danno 
E se  in  questa  poniamo  wx  = in,  avremo  in  fine 
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Or  facendo  crescere  n fino  all'infinito,  anche  m sarà  infinita- 
mente grande;  ma  a resterà  una  quantità  finita  arbitraria,  ed  an- 
che positiva  per  soddisfare  all’  equazione  b Dunque  nel- 
l’ipotesi ancora  di  m = oo  il  valore  di  ^1  -f-  “ starà  tra 

quelli  di ^ — — e ^1  + . E questi  limiti  si  tro- 

a ) 

veranno  più  ravvicinati  , come  a si  sceglierà  più  grande  : 
cosi  per  a = 10000  troveremo  per  mezzo  di  logaritmi  che 

. 1 . ni 

^1  -) ) sta  tra  2,7184  e 2,7181;  e per  a = 1000000  si 

troveranno  i due  limiti  2,718283  e 2,718287. 
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INTRODUZIONE 


31. 

Definizione  dell’  integrale. 

Sia  Fz  una  funzione  continua  tra  i limiti  : 

x — x0  ed  x = xo  = x„  -f  nat  , 

a indicando  un  numero  infinitamente  piccolo  ed  n un  nu- 
mero intero  assoluto.  Per  questi  limiti  in  conseguenza  della 
definizione  del  differenziale  si  hanno  le  equazioni  : 

F(xo+n*)  - F(x0+[n-l]a)  = aF'(x0+[n-l]a) 
F(x0+[n—  l]a)  — F(x0-f  [n— 2]j)  — «F(x 2]«) 
F(x0+[n-2]a)  - F(xa+(n-3)a)  = [n-3]a> 

F(x0+3a)  - F(xo-f2a)  = aF'(xn+2à)  * 

F(x0+2«)  - F(x„+«)  = aF'(x0+a) 

F(x#+a)  -Fxo  = aFx0. 

Addizionando  queste  equazioni,  si  ha  che  nella  somma  dei 
primi  membri  si  annullano  il  secondo  termine  di  ognuna  di 
esse  ed  il  1°  termine  di  quella  che  segue  immediatamente; 
dimodoché  non  rimarrano  che  il  1°  termine  della  1*  equa- 
zione ed  il  2°  dell’  ultima.  La  somma  poi  dei  secondi  mem- 
bri ci  presenta  n termini  della  forma  aF'x  nei  quali  x vicn 

* 
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preso  da  xo  fino  ad  x„  + [n  — 1]*  » ossia  fino  ad  x„ — a. 
indicando  questa  somma  col  simbolo  S , ed  a cagione  de» 


suddetti  limiti  col  simbolo 


otterremo  dalle  equazioni 


precedenti  : 


* Xn-“ 

F(x0+n«)-Fx#»^aF'x. 

*0 


11  secondo  membro  di  questa  nuova  equazione  è una  som- 
ma di  quantità  infinitesime,  imperocché  avendo  supposto  Fx 
esser  continua  tra  gl’  indicati  limiti  , dovrà  esserlo  ancora 
F'x  pel  n°  16.  Questa  somma  d’infinitesimi  accrescimenti  di 
Fx  dinotasi  col  nome  integrale  e col  segno  f.  Essa 


differisce  dalla  somma 


per  la  quantità  infinitamente 


piccola  aF(x0  -f-  na)  ovvero  aF'x„  , supponendo  che  Fx„  e 
F(x„  -f-  «)  restino  continue.  E da  ciò  è derivato  che  i li- 
miti x„  ed  xa  siano  da  ritenersi  per  l’ integrale , dimodoché 
scambiando  a con  dx  dall’  ultima  equazione  risulterà  : 


1. 


Fx„— Fx„=^  F'x. dx, 


nella  quale  i simboli  x„  ed  xa  apposti  agli  estremi  del  segno  J* 
dinotano  i limiti  tra  quali  dovrà  prendersi  la  somma  o l’in- 
tegrale. Ed  è per  cagione  di  questi  limiti  che  l’ integrale 
dell’equazione  1 dicesi  integrale  definito,  o integrale 
tra  limiti. 

La  funzione  F'x,  denominata  funzione  differenziale, 
è risultata  mercè  differenziazione  dalla  funzione  Fx  ; or  vo- 
lendo indicare  sollauto  questa  relazione  tra  Fx  e F'x  per 
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mezzo  dell’  integrale  , ovvero  ristabilire  mercè  F’®  la  fun- 
zione Far,  denominata  funzione  integrale,  si  scriverà: 

2.  Fx=/Fxdx. 

Questo  integrale  è indefinito  , e può  esser  preso  tra  quei 
limiti  soltanto  , pei  quali  K®  e F'®  restano  continue. 

Che  T integrale  dell’  equazione  2 sia  indefinito  segue  an- 
che da  ciò  che  : 

F'xdx  <=  d(Fx  4-  C)  , 

indicando  con  C una  quantità  indipendente  da  ® , ossia  una 
costante  ; la  quale  può  daltronde  rappresentare  un’infi- 
nità di  valori.  E quantunque  questa  costante  d’integra- 
zione C non  possa  definire  nei  due  limiti  l’integrale  inde- 
finito o generale  , purtuttavia  è sempre  da  sottintendersi  in 
questo  integrale  , ancorché  non  vi  fosse  scritta.  In  questo 
ultimo  caso  si  ha  la  forma  : 

3.  Fx-{-C  = / F'xdx. 

La  costante  arbitraria  C si  può  determinare,  introducen- 
do nell’equazione  I il  limite  inferiore  x„  come  uno  dei  va- 
lori di  ® pei  quali  F®  rimane  costante,  e lasciando  indeter- 
minato il  limite  superiore  : cosi  facendo  si  avrà  : 

4.  Fx  — Fxo  = ^ Fxdx, 

c sarà  in  conseguenza  C = — F®0. 

Scambiando  nell’equazione  2 F'xdx  con  dF®,  si  ottiene: 

5.  Fx  = f dFx  ; 

vale  a dire  che  nna  funzione  F®  rimarrà  inalterata  se 
venga  prima  differenziata  rispetto  alla  variabile 
x c poi  integrata,  supponendo  però  che  l’integrazione 
non  avvenga  tra  limiti  dati. 


* 
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Or  differenziando  l'equazione  2 si  ha  : 
dFx  = d/Fxdx  , 

ovvero 

6.  Fxdx  = d/Fxdx  ; 

vale  a dire  che  una  funzione  Fardx  rimane  inalterata, 
se  rispetto  alla  variabile  x sia  prima  integrata  in 
generale,  e poi  differenziata. 

Da  quest’  ultima  osservazione  si  rileva  che  1*  operazione 
d’ integrare  annulla  quella  del  differenziare  e viceversa  , e 
che  in  conseguenza  l’ integrare  indica  un'  operazione  oppo- 
sta a quella  di  differenziare. 

Or  le  leggi  ed  i metodi,  pei  quali  da  una  funzione  diffe- 
renziale o equazione  differenziale  si  può  scovrire  la  funzio- 
ne integrale,  costituiscono  il  Calcolo  integrale  ; essen- 
do indifferente  che  la  richiesta  funzione  integrale  dipenda 
da  una  o più  variabili. 
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I.  FINZIONI  DIFFERENZIALI. 


CAPO  PRIMO. 

3Jun?ùmi  Mffcrcnjiali  ìri  una  variabile. 


A.  Forme  fondamentali  degl’ integrali. 


52. 

Gl’  Integrali  Indefiniti. 

Pel  Calcolo  differenziale  è noto  esser 


! 


Xro+I 


: X^dx. 


- Ili  + 1 

Mercé  opposta  operazione  avremo  in  conseguenza 

\ * t : » . •',» 


i. 


E poiché  l’ addotto  differenziale  regge  per  qualsiasi  valore 
di  m , intero,  fratto , relativo  od  immaginario  ; così  nelle 
stesse  ipotesi  vaierà  ancora  l’ integrale.  L’  unica  eccezione  è 
quella  di  m=>  — 1 , stantechè  l’ espressione 


x— «+»  ’ 

— 1 + 1 

non  contiene  più  la  variabile.  Ed  essa  prendendo  la  forma 
, eh’  è quella  di  un  numero  costante , dimostra  non  po- 


ter essere  risultata  da  un  differenziale.  L’  origine  di  questa 
contraddizione  è riposta  nrf  significato  della  costante,  come 
sarà  dimostrato  nel  n°  seguente. 

In  egual  guisa  dai  differenziali 
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a* 

*1  « a’dx  e de1  = e'dx 

derivano  rispcltivainenle  gl’  integrali 

2-  ,/Vdx  =~  + c e yVdx  = e1  -j-  c- 
Le  equazioni 


dLx  = ~Lc,  dlx  i 


dx 

x 


somministrano  gl1  integrali 

3.  JilLe^LCcx),  e = l(cx), 

nei  quali  I jC  e le  stanno  in  vece  della  costante  C. 
Dai  differenziali 

d~*=«*nìxdx, 


derivano  le  forme  integrali 


4.  ycosmxdx! 


sonmi 


m 


4“C,  y’scnmxdx  =- 


cos  mi 


11  differenziale 

d.arcsen  x : 


in 


+ C. 


dx 


|/|  — x* 

conduce  al  doppio  integrale 


= d( — arccosx) 


5. 


'l/ 1— i* 


sarcsenx  -j-c  = — arccosx  -fc'. 


Del  pari  dal  differenziale 

d.arotgx  =a arccotxj  ? 

che  deriva  immediatamente  dall’  esempio  v2  dei  n°  4 , si  ha 
la  doppia  forma  integrale 
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6 \ —dt — =arctcx  + c = — arccotx  + e'. 

} l + x* 

Finalmente  dall’  esempio  2 del  n°  4 si  ha 


7. 

e perchè 


ossia 


$i£r  = '«xl 

dx 


d.cotx  ^ 


d( — cotx)  = 

J »en*x 


sen'x 

dx 

m*x  ’ 
colx. 


58. 


Gl’  Integrali  definiti. 

Or  cerchiamo  tra  quali  limili  le  funzioni  differenziali  del 
n°  precedente  restino  continue. 

Se  nell’  equazione  1 di  detto  n°,  cioè 


» 


/ x”dx  <= 


xm+* 
ni  -f-  t 


C, 


m rappresenti  un  numero  positivo  , è chiaro  che  la  propo- 
sta funzione  differenziale  conserverà  la  sua  continuità  per 
ogni  valore  finito  di  x , positivo  o negativo  che  sia  ; e che 
in  conseguenza  l’ integrale  resterà  continuo  tra  gli  stessi  li- 
miti— Se  poi  m rappresentasse  una  frazione  positiva  , i li- 
miti dovrebbero  avere  lo  stesso  segno  — Se  in  fine  fosse  m 
un  numero  negativo,  intero  o fratto,  sarebbe  necessario  che 
i limiti  avessero  un  medesimo  segno,  e che  ninno  di  essi  si 
approssimasse  indefinitamente  a zero  , imperocché  nel  caso 

opposto  la  funzione  ael  passaggio  dall’  uno  all’  altro  li- 
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milc  diverrebbe  infinita  o prossima  ali'  infinito , e perdereb- 
be in  conseguenza  la  sua  continuità. 

Premesso  ciò  , sia  x = a il  limite  inferiore  dell’  integrale, 
ed  x — b ne  sia  il  superiore  , avremo  in  conseguenza  dcl- 
l’ equazione  1 del  n°  prec: 


hm+I_ 
m + 1 


* 


c se  lasccremo  tuttavia  indeterminato  il  limite  superiore  6, 


sarà  : 


m + 1 7* 


Quindi  in  quest’  ultima  equazione  , per  la  equazione  4 del 

am+‘ 

n°  51  , l’espressione ^ - fa  le  veci  della  costante  c; 

dimodoché  potremo  scrivere  in  generale 


2. 


m+1 


E questa  forma  della  funzione  integrale  ci  conduce  alla  de- 
terminazione del  suo  valore  nell’ ipotesi  di  m = — 1.  Im- 
perocché si  ha  in  questo  caso: 


valore  indeterminato  che  facilmente  potrà  definirsi  pel  n*  17, 
stantechè  risultando  da  uno  speciale  valore  di  m , sani  que- 
sta quantità  da  considerarsi  come  variabile.  Or  essendo  : 

Dffi(xm+,-am+,)=j;m+,lx  -am+’la,c  Dm(m  + 1)  = 1, 
avremo  per  m — — 1 : 

x 1\ — a la  = lx  — la; 

t 

ed  in  conseguenza  f equazione  1 diviene  : 
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che  coinciderà  esattamente  colla  seconda  delle  equazione  3, 
quando  si  scambi  — la  con  le  , ossia  — con  e. 

Le  equazioni  3 del  n°  precedente, 

4.  ^ ~ Le  = L (ex)  , ==»  1 (ex)  , 

suppongono  che  i limiti  degl’  integrali  siano  affetti  da  uno 
Btesso  segno  ; imperocché  se  questi  limiti  fossero  indicati  da 

x=>  — a ed  x — -\-b  , la  funzione  — diverrebbe  infini- 

la  nel  passare  di  x dai  valori  positivi  ai  negativi.  E ciò  vien 
meglio  dichiarato  dall’introduzione  di  delti  limiti  nell’equa- 
zione 4 , la  quale  divenendo  : 

= lb  — , ( — a)  » 

ci  presenta  nel  1"  membro  una  somma  di  quantità  reali  c 
quindi  reale  aneli’  essa  , c nel  2°  membro  una  quantità  com- 
plessa (n°  34)  ; ciò  eh’ è assordo  — Per  la  stessa  ragione  , 
e come  già  emerge  dalle  osservazioni  generali  fatte  sull’e- 
quazione 1 , nessuno  dei  limiti  a e b può  assumersi  infini- 
tamente piccolo. 

Nelle  equazioni  2 del  n°  precedente  : 

5.  ^a*  dx  = + c , ^e*dx  = e'-f-  c , 

per  ogni  valore  finito  positivo , del  pari  che  per  ogni  valo- 
re negativo  finito  o infinitamente  grande  di  x la  funzione 
differenziale  ax  ovvero  e*  rimarrà  continua.  Quindi  i limiti 
dell’ integrale  potranno  scegliersi  a piacere  tra  qualsiasi  va- 
lore finito  positivo  c l’ infinito  negativo.  Ponendo  , per  e- 
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sempio  , i limiti  * = 0 ed  x = — oo,  il  secondo  degl’ in- 
tegrali precedenti  ci  darà  : 


ie*dx  = e°  — e“ 


1, 


giacché  e“*  come  quantità  infinitesima  sparisce  rispetto  al- 
l’ unità. 

Per  ciò  che  poi  riguarda  le  equazione  4 del  n°  2 , 

6.  J senmxdx= — \-  c , J cosmxdx  = — — (-c, 


m 


le  funzioni  scnmx  e cosmx , come  quelle  clic  variano  tra 
-1  e +1  , rimarranno  continue  per  ogni  valore  positivo 
o negativo  di  x.  Cosi  nell’ipotesi  di  ms  1 c tra  i limiti 

x e»  0 ed  x = ~ , esse  ci  danno  : 


5 

s 


* sen  x dx  = — (cos  cos.  0)  = + 1 


cosxdx  = sen-^ senO  = -f- 1 ; 

J* 


pei  limiti  poi  x = -^-cd  x — 5-,  si  ha: 

2 * 

^ sen x dx  = — £cos-^ cos  ^ = 


Si 


cosxdx  = sen 


T_s<!,,{ j-j=+2. 


Nelle  equazioni  5 e 6 del  n°  52  x significa  un  quoziente , 
di  cui  è denominatore  il  raggio  del  cerchio  , ovvero  essa 
esprime  una  variabile  pel  raggio  1.  Quindi  nella  prima  di 
quelle  equazioni  , cioè  : 


7. 


S— ^ — = 


arcscnx  -j-  cj 
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può  il  valore  di  x variare  tra  — 1 e -f  1 ; ed  in  conse- 
guenza per  x = 0 ed  x = 1 si  avrà  : 

= are  sen  1 — arcscn0=  — 

2 » 

quando  , come  si  usa  , si  prenda  il  minimo  degli  archi  che 
abbiano  per  seno  l’ unità  o zero. 

Ponendo  a?  =»  1 la  funzione  differenziale  ? di- 

V\  — *» 

viene  discontinua  ; perciò  farà  d’  uopo  prendere  l’ integrale 
fin  prossimamente  al  limite , e non  già  fino  al  limite.  Pren- 
dendo a limite  superiore  x = 1 — a , indicando  con  a un 
infinitesimo  , avremo  : 

^ 1 X*  «=  V^  la a*. 

Or  la  radice  della  quantità  infinitesima  2a  — dt* , o dell’in- 
finitesimo di  1°  ordine  2<x  , non  è infinitamente  piccola  , 
poiché  altrimenti  2ac  — a*  dovrebb’ essere  un  infinitesimo  di 

2°  ordine.  Dunque  V 2a  — a*  ossia  Via  è più  grande  di 
una  quantità  infinitesima,  e minore  di  una  quantità  finita; 

quindi  — r non  può  esser  infinitamente  grande. 

V — a“ 

Finalmente  nell’  equazione  : 

8‘  ,g=arc|g*> 

la  funzione  differenziale  — ^ - rimane  continua  per  tut- 

ti i valori  da  x = — co  fino  ad  x = -j-  oo  , poiché  tra  que- 
sti limiti  e per  ogni  numero  intero  n,  are  tg  x si  estende 

da  2nr — -j-fiuo  2nT-f-^—  Quindi  per  gli  archi  minimi 
cui  appartengono  questi  limiti , si  ha  : 
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hr- 


l+x*  2 1 2I 


c pei  limiti  x = 0,  x = x: 

dx 


t+xa 


2 ’ 


dimodoché  : ^ = 2 


I risanamenti  ottenuti  in  questo  numero  e nel  preceden- 
te , dimostrano  che  qnando  si  abbia  riguardo  ai  limili  di 
continuità  si  passerà  facilmente  dagl’  integrali  generali  delle 
forme  fondamentali  agl’integrali  definiti  delle  stesse.  Or  vo- 
lendo da  queste  forme  fondamentali  dedurre  nuove  forme 
d’integrazione,  farà  d’uopo  partire  dagl’integrali  indefiniti 
del  n'  52  , a fin  di  ottenere  risultamenti  della  maggior  ge- 
neralità possibile. 

Noi  quindi  ci  faremo  a ricercare  nuove  forme  d’ integra- 
li indefiniti.  Di  due  specie  in  generale  sono  i metodi  clic 
vi  ci  possono  condurre:  gli  uni  , i metodi  sintetici  , ri- 
conducono un  dato  integrale  incognito  a qualcuna  delle  for- 
me fondamentali  del  n°  52  , o ad  altra  forma  conosciuta  ; 
gli  nitri,  i metodi  analitici,  ci  conducono  dalle  forme 
conosciute  ad  altre  forme  ignote  d’integrazione. 


B.  Integrali  indefiniti, 
a.  Metodi  sintetici  d'integrazione. 

54. 

Integrazione  per  decomposizione. 

Quando  la  funzione  differenziale  è decomponibile  in  una 
somma  o in  un  prodotto  di  più  funzioni , i cui  integrali 


I 
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som»  noli , si  avrà  l’ integrale  della  funzione  proposta  nel 
modo  clie  segue. 

1)  Essendo  la  funzione  della  forma  Far  -f-  fx  -f-  <px  + 
si  avrà  in  conseguenza  della  definizione  dell’  integrale  : 

Fx+fx-H*+  ••  =*fFxdx+ /Fxdx+ f9'xdx+  • • . 
Abbiamo  nel  tempo  stesso  : 

d (Fx  + fx  -f  <?x  -f-  ••  ) = Fxdx  + f xdx  -f  y'xdx  -j-  •• . 

ed  integrando  i due  membri  di  quest’  ultima  equazione  , si 
avrà  : 

Fx  4-  fx  + ?x  -f-  ••  —f  (F'xdx  + fxdx  -f-  p'xdx  -f  ••  ); 

quindi  dalla  comparazione  dei  due  valori  della  somma  Far-f- 
fx  - }-oar-|-”  risulterà: 

1.  f (Fi di+rx dl-f  ?'i dx-f . . )=y F’xdl+y’ ri di-f y?'idl-f  •• 

2)  1 fattori  u e v del  prodotto  it»  disegnino  funzioni  di 
una  stessa  variabile  x.  Sarà  il  differenziale  : 

d (uv)  = udv  + vdu. 

Integrando  i due  membri  di  questa  equazione  rispetto  ad  x 
ed  avendo  riguardo  all’  equazione  1 , si  avrà  : 

uv=/udv-!-/vdii  , 

donde  : 

2-  f udv  = uv  — f vdu. 

Quindi  se  l’ integrale  di  vdu  è noto  , lo  sarà  ancora  quello 
di  udv  ; e cosi  l’integrale  incognito  di  udv  c ricondotto al- 
1 integrale  noto  f vdu.  Questo  modo  di  decomposizione  ha 
ricevuto  il  nome  di  metodo  d’integrazione  per  parti. 

Supponendo  che  nell’  equazione  2 u disegni  una  costan- 
te , sarà  : 

du  = 0 e / vdu  = 0 ; 

laonde  ponendo  a,  in  vece  di  u e Fa?  in  vece  di  r,  si  avrà  : 
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f aPxdx  = aFx  ; 

Fx  = f AFx  — f F'xdx  , 

f aFxdx  =*  a / F'xdx. 

Può  dunque  un  fatlore  costante  cstrarsi  dal  se- 
gno d’integrazione,  ed  esservi  posto  innanzi. 

Esempio  1.  Sia  da  integrarsi  la  funzione  adx+  bxdx  + 
cx'dx.  • • +pxn<fcr.  Mercè  l’equazione  3 del  n°  54  e l’equa- 
zione 1 del  n"  52  , si  avrà  : 

f adx  = ax  , / bxdx  = ^-bx* 


ma 

dunque 

3. 


f cx’dx 


/ px”dx< 


."+* 


«+1 


quindi  1’  equ.  1 darà 

3.  /(a  + bx  + cx’-| f-  px")dx 

= C + ax  +-^-bx’+  y cx’H h 


_P_n+« 
0 + 1 


C disegnando  la  costante  dell’ integrazione. 
Esemplo  *•  Rispetto  a flx.dx  ponendo 
Ix  = u , dx  = dv  , 

, dx  , 

quindi  du  = — ed  x — v , 

si  avrà  dall’  equazione  2 : 

4.  y‘lxdx  = xlx  — f x-^-  = xlx  — x. 


Similmente  rispetto  agl'  integrali  f xlxdx  e f xe.'dx  si 
otterrà  : 

( i > x“+* 

5.  /x",xdx  = |lx-^.— t, 

6.  fxe  dx  — (x  — l)e\  

Esempio  5.  Se  per  oliencrc  l’integrale  di  dxVì — x' , 

poniamo  nell’  equ.  2 : 
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dx=dv,  quindi  x = v ; 1/ l— x*  = u,  quindi  — _^=  du  , 

r x»dx 

otterremo  f ix[/i— x*  = xi/l—x*  +\  — r * 

J V 1 — x* 


Or  sostituendo  nel  numeratore  dell’  integrale  del  2°  membro 
1— (1 — *‘)  ad  x * , si  troverà  decomposto  in 

— dxj 

y i/i — i/i— x-  * 

ossia  in  ^ — — • fV'  1 — x'dx  , 

JVl-x* 

ed  in  conseguenza  1’  ultima  equazione  diverrà 
/dxl/ì=?  = xl/TZ?  + — /dx  l/l— X*  , 

ovvero,  semplificando  , 

7.  /dx|/IHiJ  = l/l  —x1 4-  are  sen  x. 


55. 


Integrazione  per  riduzione. 

Con  questo  metodo  l’ integrale  proposto  è ricondotto  ad 
una  delle  forme  fondamentali  del  n°  52  o ad  altra  forma 
conosciuta  , sostituendo  ad  una  funzione  di  x una  nuova 
variabile  ed  integrando  rispetto  a questa  variabile.  Cosi  sup- 
ponendo che  siasi  trovato 

/ F'xdx  = Fx  , 

e che  si  cerchi  l’ integrale  di  F'iufu  ; egli  è chiaro  che  do- 
vrà aver  luogo  F equazione  : 

/"F'udu  = Fu , 

e che  si  potrà  passare  da  questo  integrale  a quello. 
Fkaxke  Caic.  Diff.  ^ 
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Alcuni  esempii  basteranno  a porre  in  chiaro  1’  essenza  di 
questo  metodo. 

T dx 

Esemplo  1.  La  forma  dell’ integrale  è simile  al- 
l’altra, nell’equazione  3 del  n°  52,  imperocché  po- 
nendo 1 -f-  x = u , quindi  dx  =*=  du  , 

si,„à 

purché  non  si  scriva  la  costante  le.  Restituendo  ora  ad  u 
il  suo  valore  1 -f-  x , 1’  ultima  equazione  diviene  : 


1. 


le  può  servire  a fai 
; imperocché  dividendo  numeratore  e denominatore 


Questa  equazione  può  servire  a farci  trovare  l’integrale 
dx 


per  a , si  ottiene  mercè  l’ equazione  3 del  n*  54 
dx  1 e dx 


p dx  I dx 

y+h,=— ,5' 


ovvero  , scambiando  — con  u , quindi  ~~  con  du,  o pu- 
re dx  con  ~ — , ed  avendo  riguardo  all’  equazione  1 , 

ovvero  5t^=4,(1+u)’ 

e finalmente  ripristinando  il  valore  di  w , 
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1 dx  1 | a + l»x 

Ja-f-bi  li  a ' 

L’ ultima  funzione  prende  forma  più  semplice , trasfon- 
dendo nella  costante  il  valore  — l a ; in  tal  modo  si 


ottiene 


2-  5r?br==T-,(a  + bx)- 

Da  questa  espressione  , scambiandovi  b con  — b,  risulta: 

*•  T'C— ta>i 

ed  addizionando  queste  due  ultime  equazioni , si  avrà  : 

4.  C Ax  — 1 i a +h* 

J aJ — l)“i*  2ab  a — bx 

ovvero,  sottraendo  l’ equazione  3 dall’equazione  2, 

La  quale  ultima  espressione  potevasi  ottenere  immediata- 
mente  dall’  equazione  1 , sostituendovi — ad  x ; im- 

perocché ne  sarebbe  risultata  la  forma  : 

C xdt  __  1 a1  — bV 

Ja’-bV  — 2b 1 1 ^ ’ 

la  quale  differisce  dalla  funzione  integrale  dell’  equazione  5 

soltanto  per  la  costante i(a*)  ; e questa  differenza 

trova  la  sua  ragione  in  ciò  , che  la  costante  dz-j-la  è sta- 
ta omessa  nelle  equazioni  2 c 3 , da  cui  è derivata  l’equa- 
zione 5. 
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Esemplo 


2.  L’integrale  r^T  ha  *a  stessa  forma 

dell*  equazione  6 del  n°  52.  La  divisione  del  numeratore  e 
denominatore  per  a * ne  dà  : 

f dx  1 C di 

J a*+x*  “ a*  J £ * 

a* 

Ponendo  nel  2°  membro  : 


si  avrà  : 


quindi  : 


~~  — u’  , quindi  — = u e dx  = adu, 
a a 7 

f dx  r du 

J !+£  “a  ) ! + ■•  ’ 


Sdì  1 f du  1 

■?+?— T J7T1F  = V"C'S“' 

ovvero  , riponendo  il  valore  di  u , 


6. 


C dx  1 . X 

\-  , , , =■  — arctg 

J a'  + x*  a a 

Alla  forma  dell’  equazione  6 è facile  ricondurre  ancora 

f dx 

l’ integrale  \ b<x.'  5 imperocché  ponendo  bx=au,  quin- 


di dx  = ~~  ì si  avrà 

O 


1 f du  1 ,u 

b ) a*+u*  ìt  arctg  T ’ 


ovvero  restituendo  ad  u ii  suo  valore  , 
dx 


W- 


1 bx 

— are  tg 

ab  ° a 


1 -f  bsx* 

Per  la  stessa  via  si  perverrà  all’  integrale  : 
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Finalmente  le  equazioni  4 e 7 mercè  addizione  e sottra- 
zione ci  danno  : 


di 

1 

< »4bx 
r a — bx 

| a*  — b4x4 

4aJb 

x9  dx 

1 i 

(,  a + bx 

I a*  — b4x4 

4ab’  i 

I1  a — bx 

+ 2arctg-^-J 
— 2arctg-^-J 


Esemplo  S.  Sia  da  cercarsi  \ — . Mercè  una 

J a + bx  + cx*  ^ 

facile  considerazione  si  conoscerà  la  somiglianza  di  questa 
forma  con  quella  dell’  equazione  7.  Or  per  ridurre  il  trino- 
mio a + bx  -f-  ex * alla  forma  binomia  a*  + b“x‘  dell’  equa- 
zione 7 , scambiamo  x con  k -f-  u , e ciò  ad  oggetto  di  an- 
nullare il  fattore  di  u mercè  l’ indeterminata  k : cosi  avremo 


a -f  bx  -f  ex*  = a -f  bk  + ck’  -f  (b  -f  2 ck)u  -f  cu*; 
in  cui  ponendo 

b4-2ck=s0  , ossia  k=—  -il—  , 

«C 

ne  risulterà 

a 4-  bx  -f  ex*  = 4 nn  h—  4-  cu*  = m 4-  cn* , 

4C 

ponendo  per  brevità  "C  b — =»m;  e poiché  si  ha 

4c 

x = u , quindi  dx  = du, 

così  avremo 

Ma  per  T equazione  7 abbiamo  : 


a 4 1*1 4 CI 


r-  ' 


ni  -j-  cu* 
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dii 


m -4-  cu* 


quindi  non  rimane  clic  sosliluirc  in  quest’  ullima  espressio- 
ne i valori  di  m ed  u ; ed  in  tal  modo  si  otlcrrà  : 


f dv  2 2cv-fl> 

J a + ),x  + ^Tac  - b*  * IZ-Uc-l.» 

La  forma  integrale  di  quest’equazione  può  usarsi  nel  so- 
lo caso  di  4 ac  — b*  > 0 ; imperocché  essa  darebbe  un  im- 
maginario nell’  ipotesi  di  4ac  — ò*  < 0 , ed  un  valore  infi- 
nito se  fosse  4ac  — 6®  =0. 

Per  ottenere  l’integrale  nell’ipotesi  di  4 ac  — 6®  < 0,  gio- 
va ricondurre  all’equazione  4 la  forma  precedente 

C du  C dii 

\ ; 7-  , ovvero  \ ; • 

•J  m^-cu*  J ui  — (—  c)u* 

Cosi  si  avrà  : 


1 du 1 j u 

5 n,-(-c)u*  “ 21/—  „ ‘ 

E gl’ immaginarli  , da  cui  sembra  essere  affetta  questa  e- 
spressione  integrale  , spariranno  tostochè  vi  saranno  sosti- 
tuiti i valori  di  m ed  u.  Ed  in  vero  si  ha  : 


2 V — cm  = 1/ b* — 4ac  , 

* 

l/iii-bl^ — c.  u 1^4  ac.  — l>*  -f-  (I)  — (—  2 ex)  i 

Vm—V—c.  il  1/ 4ae  — b1  — (b-f  2cx)i 

ovvero  , moltiplicando  numeratore  e denominatore  del  2° 
membro  per  i , 


4 ac  — (h  + 2cx) 
V b* — 4 ac  -{-  (b  -f-  2 cì) 


V 
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Quindi  risulta  : 
di 


10 


W 


-f-  bx  -|-  ci* 


1 


PV— 4ae  — (b-f-2cx) 


Vb^  4 ac  V b*— 4ac  + (b+2cx) 

Supponendo  in  fine  iac  — 6^=0  , il  trinomio  diverrà  un 
quadrato  esatto  , e si  avrà  : 

a -{-  bx  -f  cx*=(l/a  + i/c.  x)*  ; 
dimodoché  sarà  da  determinarsi  : 


$ 


di 


a/a  + Ve. 


A tal  uopo  poniamo 


du 


V'a.  Ve.  x = u , quindi  dx  = -p=  ; 


cosi  avremo 


_L.f^e=s_I=L-.du, 

i/rj  u i/c  J 

o i 

$ 


1 


1 


Ve  u 

e sostituendo  i rispettivi  valori  di  u e du  , risulterà: 
11.  ‘ d*  1 


(Vn  + Vc.x)'  l/ac  + ci 

Esemplo  4.  Sia  da  risolversi  l’integrale  jj- 


dx 


Vi+i* 

Tra  le  forme  fondamentali  l’equazione  5 del  n°  52  vi  ha 
una  qualche  simiglianza.  E dalle  osservazioni  sull’  esempio  5 
del  n°  9 risulta  che  : 


arcsenx  = arctg 


quindi  sarà 


à i— ìs— = 

) vr^ 


arctg 


l/l  — x* 

X 


1^1  — X* 

non  avendo  riguardo  alla  costante  dell’  integrazione.  Laonde 
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se  in  vece  di  x pongasi  xi , si  avrà  : 


dx 


= — are  Ig  • 


XI 


. l/j+x‘  1 ” \ZT+X*~ 

E poiché  nel  n°  34  si  è dimostrato  che  l’ equazione 

1 1 + zi 

arclgz  = -g.—  ! -j— - 

regge  per  ogni  valore  tanto  reale  che  immaginario  di  z,  cosi  per 

xi 

z—  i/r+v 


sarà  are  tg 


1 1 Ki  + x‘-i 


quindi 


l/l  + : 


2i 


V^l+x'  + x 


dx 


i j — y-H// i | 


x-h/i+i» 

l/i+x~  2 ’ 4-x+l/T+x*-,  2 ' -1+1/ f-K-’ 
ovvero,  moltiplicando  i due  termini  dell’ ultima  frazione  pel 
suo  numeratore  , 


12. 


J |/l+X* 


13 


V'  1 + 

Mercè  questa  equazione  si  avrà 
dx 


u. 


1/  a'+i* 


i(x  + v/a*  + x7, 


dx 


l/a*+b‘i 

trattando  gl’  integrali  proposti 


_==  — l(bx  + l/a‘  + b*x‘). 


r dx  f dx 

J 1/  a*+x*  J 1/  a’+b2x’ 


+b* 

come  si  è mostrato  nell’  esempio  2 del  n°  55. 


< 
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Seguendo  la  stessa  via,  che  nell’  esempio  3 si  è tenuta , 
si  potranno  ridurre  gl’  integrali 


$ 


dx 


dx  v 


1/ a+bx-— ex*  J l/a-f-bx+cx’ 

alle  equazioni  8 e 14  ; dimodoché  si  avrà  : 
dx 


• $ 
•$ 


V'  a-f-bx — ex4 
dx 


1/  a-f-bx-j-cx*  1/  c 


I 2cx— b 

— — are  sen  — ■ — 

V c l/4ac4-b* 

1 (2cx-f-b+2|/c  l/a-j-bx+cx*). 


56. 


Integrazione  per  serie. 

Quando  la  funzione  differenziale  possa  svolgersi  in  una  se- 
rie convergente  , talché  ogni  termine  della  serie  sia  inte- 
grabile , allora  si  avrà  l’ integrale  anche  in  forma  di  serie, 
che  sarà  completata  da  una  costante.  Per  ciò  che  poi  ri- 
guarda la  validità  della  serie  , avremo  che  quella  esprimen- 
te l’ integrale  sarà  convergente  per  quei  valori  della  varia- 
bile pei  quali  rimane  convergente  la  serie  della  funzione 
differenziale.  Ed  in  vero  se  f x , termine  generale  della  se- 
rie differenziale  , è continua  tra  i limiti  a e b , tra  gli 
stessi  limiti  sarà  pel  n°  16  continua  la  funzione 

fx  = /fxdx  ; 

e dalla  coutinuità  del  termine  generale  f'x  della  serie  diffe- 
renziale , e dall’  altro  , fx  , della  serie  integrale , dipende 
la  loro  convergenza. 

Se  la  funzione  differenziale  <?x  sia  sviluppabile  mercè  la 
serie  di  Stirling , vale  a dire  che  sia 

?x=?0-f._  p’O-f-— p"0-f  1x27j?",o,4-  • • ■ • , 
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e quesla  serie  rimanga  convergente  tra  i limili  x = a ed 
x = b , dimodoché  possa  trascurarsi  il  termine  residuo;  mol- 
tiplicando questa  equazione  per  dx  ed  integrando,  sarà  an- 
cora la  serie  : 

1,  / ?xdx^+x?0-)-^P0-}--Y^y’  0-(--— X— 

convergente  tra  gli  stessi  limiti , dimodoché  l integrale  po- 
trà prendersi  da  « e 6. 

. f di  • 

Esempio  1.  Sia  da  rappresentarsi  con  una  serie  \^/- ■ 

Poiché 

1.5  5 


I 


l + T* 


1.3 
2.  4 


X*  + 

così  per  integrazione  si  avrà  la  serie 

di 


2.  4.  o 


x‘  + 


_ , ,1  xs  . 1.3  V’  13  5 , 

C+X+T"T+1T7'  o + 2.  4.  li  , 7 . + ’ 


Svn 

la  quale  potrà  esser  presa  soltanto  tra  i limiti  x — — 1 ed 
ar  = + 1,  poiché  tra  questi  limiti  solamente  rimane  conti- 
nua la  funzione  — -■*  — Lo  stesso  integrale  rappresenta 
V\—  X* 

ancora  are  sena*  , vale  a dire  che  ha  doppio  significato.  Ma 
quest’  ambiguità  sparisce  , quando  la  costante  è determi- 
nala in  modo  che  per  x = 0 si  abbia  arcsen.r  = 0.  Quin- 
di per  gli  archi  compresi  tra — e,  -f-  — , sarà  valevo- 

le la  serie  : 

2.  arcsen.x==x  + v — -f  — •—  Trr--r  + *-- 


2 3 

Esempio  2.  Per  l’ iute; 


2,4 
e"dx 


graie 


si  ha  immediatamente 
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ai 


quindi 

3. 


-1  + J?  + -fT 


o“  1 . . 

— = (-  a -f- 

x x 1 ' 


a*x 


1.2 


a'x* 
1.2  3 


a’x* 

T2T3 


+ • 


in  conseguenza  integrando  si  avrà  : 


C + Ix  + + 


a x“ 


1.2* 


a’x’ 

7X3 


E poiché  la  serie  3 è convergente  per  ogni  valore  finito 
di  x , cosi  reggerà  ancora  l’ integrale  tra  due  qualunque 
limiti  finiti  , x — a ed  x — b.  Ma  questi  limiti  dovranno 

c“ 

avere  uno  stesso  segno  , imperocché  la  funzione  — — diver- 
rebbe infinita  pel  valore  intermedio  x = 0.  Se  i limiti  del- 
l’ integrale  sono  negativi , 1( — a)  e f( — b)  rappresenteranno 
valori  immaginarli , cioè  (equazione  3 n°  34) 

1 ( — a)  = la  =p  (2n  -f-  1)  ri, 

1 ( — b)  = lb  (2n  + 1)  n ; 


ma  le  due  parti  immaginarie  eguali  spariranno  per  la  sot- 
trazione dei  valori  di  i( — o)  e l( — 6)  nel  prendere  l’inte- 
grale tra  i limiti  a e b. 

Esemplo  5.  Per  ottenere  l’ integrale  f e~'’dx  , si  ha 
cubito  la  serie  : 


x1  X* 

1 — X.  J_  -1- 
1 ^ 1.2 


1.2.3 


+ ~ 


she  vale  per  ogni  valori  di  x.  Quindi  risulta  che  Tinte- 
graie 


5.  / c-"x*dx  = x 


X* 

T 


dovrà  valere  per  ogni  valore  di  x. 

Eseguendo  per  parti  T integrazione  proposta , cd  a norma 
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dell’  equazione  2 del  n°  54  ponendo 
c— ** ss u , dx  = dv  , quindi  — 2e—1* xdx  = du  , x = v, 


si  avrà  / e_I*dx  = xer-»*  + 2 / e—x*  dx. 

Scomponendo  similmente  1*  integrale  del  2 membro  , c fa 
cendo  dinuovo  u = e-1* , ne  risulterà 


’f  c~ x*  x*dx 


4-f/e"x*x*dx- 


Continuando  nello  stesso  metodo  di  decomposizione  si  avrà 
per  l’ integrale  proposto  la  nuova  serie 


6. 


f e— **  dx 


= e-1"  x|  1 4 


3.5 


^ 3.5.7  i’ 


la  quale  sarà  convergente  per  ogni  valore  finito  di  x. 


57. 


Serie  di  Bernoiilll. 

L’integrale  / fxdx  potrà  svolgersi  immediatamente  in 
mia  serie  , quante  volte  s’ integri  per  parti  , come  nell’  e- 
scmpio  3 del  n°  precedente.  Imperocché  per  u = fx  e 
dv  =»  dx  , si  avrà  per  l’ equazione  2 del  n’  54 

/fxdx  = xfx  — / f'x.xdx  ; 

e similmeute  per  u — fx  e dv  = xdx  , sarà 

/fx.xdxas-l-xTx  — j/Px.x’dx, 

* 

e nello  stesso  modo 

/ Px.  x’dx  = ~ x’  fx  — -y  / x’  r%' % dx’ 
ccc.  ccc. 

Quindi  si  avrà  la  serie  ; 
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i. /&■ i fx— g.f  X+  -£-r* 

che  ha  preso  il  nome  da  quello  del  suo  inventore  , Gio: 
Bernoulli  ; e che  si  può  dedurre  con  egual  facilità  dalla 
serie  di  Taylor  per  F (x  +-  h)  , scambiandovi  h con  — x , 
e ponendovi  F'x  = fx  , quindi  Fx  =f  fxdx. 

Questa  serie  , come  chiaramente  si  rileva , è convergen- 
te per  quei  valori  di  x , pei  quali  fx  rimane  continua. 
Ponendo,  per  esempio  , nell’  equazione  1 


quindi 
f x = — 
si  avrà 


t 

U + iP 


fx 


1.  2 


, fM* 


(-1)“ 


1.2.3. -n 

(I+x)n+‘’ 


C d!  X , 

Jl+i  “ 1 + x + 2(l  + x)*  + 3(1+1)*  + " 

11 2’  membro  di  quest’ ultima  equazione  rappresenta  l(l-+x), 
come  si  rileverà  immediaiamente  quando  si  scambii  x con 

- — ^ — nella  nota  serie: 
l +x 

/ X*  X*  X*  v 

l(l-x)  = -Sx  + -+T++  + ...| 

\ 


\ 

b.  Metodi  analitici  d’ integrazione. 


58. 

t 

Integrazione  per  sostituzione. 

11  metodo  di  trovare  un  integrale  incognito  per  mezzo  di 
sostituzione  consiste  in  porre  in  una  delle  forme  fondamen- 
tali , o in  altra  forma  conosciuta  , in  vece  della  variabile 
una  funzione  di  essa  , e cosi  dedurne  un  integrale  incognito. 


Digitized  by  Googte 


— 222  — 

Ed  in  vero  , se  è noto 

>/’F'x.dx  = Fx  , 

dovrà  per  una  data  funzione  u di  x aver  luogo  l’equazione 
f F'udu  = Fu  , 

e quindi  da  quello  integrale  si  potrà  passare  a questo. 

F.scmpio  1,  Mercè  le  equazioni  1 e 3 del  na  52  sono 
noti  gl’  integrali 


l/v. 


Or  se  in  quest’  integrali  x si  trasformi  in  1 -j-  a*  , quin- 
di dx  in  2zdz  , ne  avremo 

C_i£!_  = -Ll(l  + z‘),  —==i/r+^" 

Ji  + Z 2 '''  y 


E se  z si  scambii  con  — — , ed  in  conseguenza  dz  con 

a 

bdx 


, si  perverrà  alle  equazioni 


1. 


2. 


a*  -j-  b*!*  21) 


i-K^  + bV), 


$ 

[ *>]x  _ 1 l/a»-fhV 

} Va'  + b“x‘  b“ 


purché  nella  prima  di  queste  equazioni  s’intenda  compresa 
nella  costante  la  quantità la 

Ma  il  binomio  del  denominatore  potrà  esser  mutato  in 
un  trinomio  , scambiando  x in  x + k. 

Quindi  passerà 

a1  + b'x*  in  a*  + b*k*  + 2b’kx  + bV  , 
ovvero  in 
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a -{-  fix  -f-  >x*  , 

a’  -f-  b’k*  = ac  , 2b’k=0,  b*=>; 


dimodoché  per  determinare  a , 6 e k , si  avranno  le  equa- 
zioni ^ 

_L  b=|/-k=£_> 

Con  ciò  gl’integrali  1 e 2 si  trasformano  in 

f (K-t-x)dx  1 ,,  , „ , „ 


$■ 


l/a+jSx-j-a.x*  ^ 

donde  , scomponendo  gl’  integrali  nelle  loro  parti  e sosti- 
tuendo a k il  suo  valore  , si  avrà 

<1  C *dx  1 . . ..  (2  C dt 

3'  J WK°+0*+>*  )-  ^ $7+*+^ 

4.  C— ™ =U/7+^-A-[  _if 

Ma  l’ integrale  del  2°  membro  dell’  equazione  3 è noto 
per  le  equazioni  9 e 10  , e quello  dell’  equazione  4 per  le 
equazioni  15  e 16  del  n°  55. 

Esempio  2.  Nell’ equazione  7 del  n°  54  è dato  l’integrale 

fVT=*.  dx  = -ì  1 

Sostituendovi  l’ immaginario  xi  ad  x , questo  integrale  si 
trasforma  in 


/l/l  + x*.  dx  = -|-l/l  + x‘  +Y§ 


dx 


l/l  +X».  * 


/ 
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donde  , avendo  riguardo  all’  equazione  12  del  n°  55  si  de- 
duce : 


5.  y-l/r+^dx  = ^-l/l  + x*  + Y«(*+«/l+x‘)- 

ut 

Scambiando  dinuovo  x con  si  avrà  dall1  equazione  5 

4L 

mercè  una  semplice  trasformazione  : 


6.  / l/a*+  bV.  dx=  -|Vi a‘  -f-  b‘x*+  -^l(bx  -f  J/V+b‘i*), 

* 

comprendendo —lo  nella  costante  arbitraria. 

In  fine  facendo  che  x divenga  x + k ed  introducendo  la 
notazione  dell’  esempio  precedente  , si  ottiene 

7.  dx  = -2^+-~  1/ a +j£x  4-  yc» 

4^gp^-,(2?x+/3+2l/;T  l/«+/3x+>x‘), 


4ot'> — 


supponendo  che  il  valore  — 8 y~  ) s'a  compreso 


nella  costante. 

Esempio  5.  Profittando  delle  equazioni  15  e 16  del  n® 
55,  per  mutare  a;  in  ■—  quindi  dx  in > e scriven- 

do inoltre  a in  vece  di»  c , e c in  luogo  di  a , avremo 


J a 


di  1 bx— 2a" 

1/ZZ+ST+*?  ""  W 8611 


vl/a-f-bx-t-cx»  ^ 


J f l>x-t-2a — 2l/”ii  |/«i4-hi— ex* 

‘ “ / — " * " 


e poiché  arcscn s = are /gf  ■ ~ ■ , così  dall’  equazione  8 

si  ha  : 
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10. 


b= 


dx  1 . 1)X  — 2.1 

: = — — «rctg — 


a-fbx-j-cx* 


l/à 


21/  a 1/ — a -(-  bx-j-cx* 


E se  in  questa  equazione  poniamo  a -f-  £x  in  vece  di  x ; 
facciamo 

iV 

— a -f-  ba  -f-  ca*  = A , b/3  -f-  2ca/3  = B , C, 
dimodoché  risulteranno  per  a , b , c , i valori 

C,b=j^ 

,S*  /S* 


■ 2Cn  — A/3M-B*£  — (a* 

a = .. 


e per  ragione  di  brevità  poniamo 
2A/3 — Ba  = M,  2C« — B/3  = N,  — Aj3*-|-Bot/3 — Ca*=k  , 
avremo  mercè  una  facile  trasformazione 


di 


:arctg 


M — Nx 


(a+i2x)  t/A+lU+Cx‘  l/k  “ 21/kVA-f-Bx+Cx* 
Nello  stesso  modo  dall’ equazione  9 si  avrà: 

1 ,M— Nx— 21/^kl/v+Hi-fCx» 


12  C ^ 

f7  A-f 


_-l 

i+Bx-t-Cx1  V -k 


a -{-  /3x 


dimodoché  potrà  usarsi  dell’equazione  11  per  k positiva , e 
dell’  equazione  12  per  k negativa. 

Nelle  equazioni  11  e 12  potrà  esser  nulla  A ovvero  B , 
ma  non  C , imperocché  da  C = 0 risulta  anche  c = 0 , e 
così  gl’integrali  delle  equazioni  lo  e 16  del  n®  55,  donde 
siamo  partiti  , riduconsi  a 


V— : 

J |/a  + bx  ’ 

il  quale  integrale  non  rappresenta  nè  una  funzione  loga- 
ritmica, nè  una  funzione  circolare,  essendoché  ehiaramen-. 
Fiumi  e Calc.  Diff. 
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te  si  ita  : 


J V'  a 4-  bx  1> 


^a-j-bx 


Nell’ipotesi  di  B = 0,  e quindi  k =*  — A/3*  — Ca*  le  c- 
quazioni  li  c 12  divengono  : 

,,  f ^ dx  I , A3  — Cai 

14.  X . g=— — are  tg — — — -- , 

J^a-f  ì2i)V/a -(- Cx*  j/kl/A+Cx* 


15  ^ dx  _ 1 ì Ag-Ccx—  l/-k  t/A-f  Cx‘ 

JC«+j8xJ|/a+Cx»  l/^k  “+É*  ’ 


purché  -—=-12  s’ intenda  riportato  alla  costante. 

I Y-k 

Mutando  inoltre  nell’  equazione  14  la  quantità  lì  in  —lì, 
si  avrà  I’  equazione  : 


J(*  — 3x 


d*  1 A/3+C«x 

~~y  - — —are  tg- ! , 

;)1/A  + Cx*  l/k  . Vri/A  + Cx* 


che  addizionala  coll’equazione  14  ci  dà 

C dx  ! ( 

J(«*— ^X2)l/A+Cx'  2al/fc  < l 


A3  — C»x 


— are tg 


|/k  l/A+Cx* 
A£  -f-Cotx  ) 


l/k  l/A-fCx- 


*V  ' l+tffu.u:v  » 


quindi  u — v = are  tg  . 

b 1+tgu.  tgv  ’ 

in  conseguenza  avendo  riguardo  a questa  relazione  si  otter- 
rà mercè  una  semplice  trasformazione 
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$ 


dx 


(a*— j3V)|/a  + Cx»  2a|/k 


I , 2**l/k  l/A+Cx* 

= are  Uz — 

6 aa  (A-f-Cx*) — ki1 

2l/k.x 


1 al/A  + Cx 

arclg 

2«V/ÌT 


Considerando  in  fine  che 


1 — 

1 a*(A-j-Cx*) 


21 


2 arclgz  = arctg-^— , 


si  ottiene 
16 


S (a*— £*X' 


dx 


. = ~ are  tg 


s|/k 


(a»  — .SVjl/A  + Cx’*  «l/k  al/A  + Cx' 

e se  pongasi  fi  i in  luogo  di  fi  e k'  in  vece  di  A fi2  — Ca*, 


si  avra 


17.  [ . 

J (a'-t-.j'x’)  V/ A-f 


I xl^  k' 

— arctg  — 


1 (a* -f fi'x')  l/r+Cx*  oVW  a|/A  + Ci‘ 

Esempio  A.  Nell’ equazione  fondamentale  2 del  n°  52 
y*  e’  dx  = e* 
ponendo  ax  in  vece  di  a; , si  avrà 

18.  re"  dx  = — — , 

u a 

equazione  clic  reggerà  per  ogni  valore  finito  di  ax,  come  per 
ogni  valore  immaginario  della  stessa  ax  , come  si  è dimo- 
strato nel  n°  28.  Quindi  se  mutiamo  a in  a -f-  bi  , ed  in 
conseguenza  e*1  in 

e(*+*»>  _ e*x  ^C0Si)X  _j_  jsenbx), 

l’equazione  18  si  trasformerà  in 

M cos  bx  -f-  i sen  bx 


19.  f e"  (cosbx  + isenbx)  dx  =s  e 


a bi 
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1 dne  membri  di  questa  equazione  esprimono  quantità  com- 
plesse , e per  decomporne  il  2°  membro  nelle  due  parti  di 
una  somma  , moltiplichiamone  numeratore  e denominatore 
per  a — hi:  con  ciò  si  avrà  la  forma 


a cosbx  -j-  bsen  hi 
a*  -j-  b* 


+ i- 


a sen  Li  — b cos  !>x 


e 


dimodoché  la  comparazione  della  parte  reale  da  un  lato  , c 
dell’  immaginaria  daH’  altro,  dell’equazione  19 , ci  darà  i due 
integrali  : 


20. 

21. 


f cnx cosbx  dx  = - 
f e"senbxdx  = 


acosbx  -f-  bsrn  bx 

IF+b* 

a sen  bx  — b cos  bx 
a'  4-  b» 


e 


ai 


OT 


e • 


59. 

ronzi  azione  sotto  il  segno  integrale. 

Nell’  equazione 

1.  f<p(x,  a)dx=F(x,  a) 

rappresenti  a una  variabile  in  dipenden  te  da  x,  cF(u:,a), 
in  conseguenza  anche  <?(x,  a)  siano  funzioni  continue  tanto 
rispetto  ad  x qnanto  ad  a.  Quindi  per  ogni  valore  « -f-  a, 
compreso  tra  i limili  di  continuità  , sarà 

2-  a + a)dx  = F(x,  a -f  a)  , 

e nel  caso  di  a infinitesimo  avremo  per  sottrazione  dell’  c- 
quazione  1 : 

g d/y(x,  a)dx  _ dF(x,  a)  . 

da  da 

Nel  tempo  stesso  le  funzioni  date  menano  alle  equazioni  : 
?(x,  a + a)  = y(x,  a)  + a ~~ , 
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e F(x,a  + «)  = F(x,a)  + a^^; 

dimodoché  moltiplicando  la  prima  per  dx  ed  integrandola 
rispetto  ad  x , avremo  a cagione  delle  equazioni  1 e 2: 


dy(x,  a)  dF(x,  a) 

da  da  ’ 


ovvero,  avendo  riguardo  all’equazione  3, 

C d?(»,  a)  , _ d/y(x,  a)dx 


5. 


d a 


d a 


Ripetendo  n volte  la  stessa  operazione  sulle  equazioni  4 
e 5 , ne  risulterà  : 


f dVx, 

J 


a) 


dx 


d"F(t.  a) 
da" 


L’  equazione  5 dimostra  esser  indifferente  che  una  fun- 
zione sia  prima  integrata,  indi  differenziala  rispetto  ad  una 
variabile  indipendente  , o viceversa  , purché  1*  integrale,  e- 
gualmente  che  il  differenziale  sia  preso  tra  i limiti  di  con- 
tinuità. Quindi , se  è nolo  F integrile  rispetto  ad  x , si  po- 
trà mercé  le  equazioni  4 e 5 eseguire  la  differenziazione 
rispetto  ad  una  variabile  indipendente  da  x,  e così  ottene- 
re un  nuovo  integrale. 

Esempio  f.  Pel  n°  52  son  note  le  equazioni  : 


f cosmxdx  = • 


i/‘senmxdx  = - 


le  quali  valgono  per  ogni  valore  di  m diverso  da  zero.  Or 
si  differenzino  rispetto  ad  m , e si  consideri  che  per  F e- 
quazionc  5 si  ha  : 

d ./  cosmxdx 


dm 


d cos mi  , d / scnmxdx 
dx,  — 


dm 


dm 


-s 


dsenmx 

dm 


dx  , 
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si  otterranno  i nuovi  integrali  : 

7.  f xcosmxdx  = scnmx-J-  — rcosmx. 

J ni  'in 

8.  rxsenmxdx  — cosmx-j rsentnx. 

47  in  in 

Nello  stesso  modo  dalle  equazioni 

aT 

si  perverrà  rispettivamente  agl’  integrali  : 

9. 


YW+  1 


i s"’*1 

/ x™  lx  dx  = — — lx  — — TTTi 
J m -f-  1 (ni -1-1) 


a1 

(*a)‘ 


io.  /a'xdx  = — 

L’  equazione  9 vale  ancora  per  m = 0,  dimodoché 
|1.  y'ixdx  = xlx  — x, 

e scambiando  successivamente  x cou  1 -\-ax  e con  1 — ai, 
si  avrà  : 

1 4-  flx  v 1 -f* 

12.  / 1(1  -f  ax)dx = — - — K1  + ax) — ’ 

13.  y 1(1  — ax)dx  = --”—1(1 — nx)4""“"^~~  ' 

Esempio  2.  Differenziando  rispetto  ad  a l1  integrale  del 
n°  precedente  : 

/ e“  dx  sss  — , 

•*  a 


si  ottiene 

( x 1 ) xn*T  (,  1 ) 

/xe«dx  =^7-71=  — ( 1 - sy 

Or  se  l’equazione  precedente  sia  differenziata  71  volle  ri- 
spetto ad  a , e si  consideri  che  : 
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“=  x”c« 


si  avra 
14. 


fxnendx  = l)\ 


(■*)  e* 


nella  quale  equazione  ha  luogo  pel  n°  12  la  relazione  : 


D 


(n)  e* 


vìl  . 

n n(n— 1)  n(n— l)(n— 2) 

a * 

ai  1 (ax)a  (ai)» 

. n(n — 1) — 3.2. 1 

' 

, • ~ (a*)" 

-s 

^ ' 60. 

ragione 

sotto  11  segno  integrale. 

+-■ 


DMr  equazione  1 del  n°  precedente  risulta  : 

dF(x,  a) 


dx 


= ?(x,  a) , 


c da  questa  equazione,  moltiplicata  per  da  e poi  integrata' 
rispetto  ad  a , si  ottiene  : 


i 


dF(*,  a) 

— ^ da  = /?(x»  a)da 

ovvero,  a cagione  dell’  equazione  4 , 

d/F  jijHl  = /Kx,a)dl, 

che  integrata  rispetto  ad  x , ci  dà  : 

1.  /F(x,  a)da  = //<?(x,  a)dadx. 

Il  2°  membro  di  quest’  ultima  equazione  richiede  che  l’in 
fegrazione  si  faccia  primieramente  rispetto  ad  a , indi  ri- 
spetto ad  x.  E poiché  1’  equazione  1 del  n°  preced.  quando 
è moltiplicata  per  da  e poi  integrata  rispetto  ad  <z , mena 
alla  relazione  : 
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/F(x,  a)da  =*  //>(x>  a)JxdiG 

così  sarà  : 

2.  / /?(x>  a)da  dx  =*  / /?(x>  a>lxda- 

Questa  equazione  dimostra  esser  indifferente  1’  ordine  in 
cui  una  funziono  differenziale  sia  integrata  due  volte,  quan- 
do le  variabili , rispetto  a cui  s’ integra , sono  tra  loro  in- 
dipendenti , e che  i limili  degl’  integrali  non  oltrepassino 
quelli  della  continuità. 

Esempio  Si  ha 

C adx  ‘ - ' 

\ =jirc  sen  ax  , 

3l/l“aV 

come  immediatamente  si  trova  , sostituendo  ax  ad  x nol- 
1’ -equazione  5 del  n"  52.  Moltiplicando  questa  equazione  per 
da  ed  integrando  rispetto  ad  a , si  ottiene  : 


ff^jidxda — _ /•  arosenaz.da. 

JJl/T-a*** 

Or  per  F equazione  2 si  ha  : 

FF  adxda  _ adadv 
J J[/[—  a*x*  JJl/l— a*x* 

e per  F equazione  2 del  n°  58  si  ha  ancora  : 


Sada  l/l—  a'i* 


dimodoché  si  ottiene  : 


/•  j C|/l— ii"ia  , 

J arcsenax.da  = — \ — dx  , 


ovvero  mutando  x in 


f are  sen  — • da  s=  - ■ dx> 
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Per  ottenere  quest’ultimo  integrale,  moltiplichiamo  nu- 
meratore e denominatore  per  1/ **-—  a*  ; così  otterremo  : 

x Jl/i*— a*  J xl/i*— a* 

11  primo  integrale  del  2"  membro  è V x* — a9  ; il  secon- 
do poi  è contenuto  nell’  equ.  8 del  n°  58.  Imperocché  po- 
nendovi c = 1 , 6 = 0,  e scambiandovi  a con  a* , quell’e- 
quazione si  trasforma  in 


f di  1 ( a ) 1 a 

V — = — are  seni [ = are  sen—, 

a 1 x>  a 1 

dimodoché  per  l’ integrale  precedente  si  ottiene 

f are  sen  — da  = V x* — a*  4*  a.arcsen  — , 

“X  i 


ovvero  scambiandovi  a con  x , 

3.  f arcsen— dx  = l/am — x*  4-  x are  sen  — • 
"a  a 


E se  in  questa  equazione  si  muti  are  sen  in  arcfjf , si 
scriva  xi  in  vece  di  x , e si  profitti  dell’  equazione  mento- 
vata nell’  esempio  4 del  n°  55  , 


arctg 


Xl 


— x+Vl+x9 
+x+kf+? 


si  perverrà  alla  nuova  equazione 


4.  fi  (x  + l/a1  + x')  dx  = l/a*  + x’+xlCx  + l'V-f  x1)* 
■tempio  2.  Se  l’ equazione  : 

^T- à^x~  = 1 (1  -4-  ax)  — 1 (1  ax)  , 
che  provvicnc  dall’equazione  4 del  n"  55,  si  moltiplichi 


r > 
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per  da  e s’ integri  rispetto  ad  a , si  avrà  , stante  la  rela- 
zione : 


2adadx 
1 — a1!7 


= -/l(l-aV) 


T equazione 

f 1 (1  — a**')  = S — ax)da — f\(l  -f-ax)da. 

Ma  gl*  integrali  del  2"  membro  sono  contenuti  nelle  equa- 
zioni 10  ed  11  del  n°  precedente  ; dunque: 

/ 1(1 i-l(l-.V)  + .|i=2.  ; 

c se  a si  cambii  con  ai  , si  avrà  per  l’ equazione  5 del  n°  34  , 
/ 1 (1  -f-  aV)  1 1 (1  + aV)  + 2a  are  tgax. 

1 metodi  esposti  dal  n°  54  al  n°  60  per  isvolgere  un  da- 
to integrale  , o rinvenirne  un  nuovo  , possono  essere  ap- 
plicati nei  n>  seguenti  a talune  specie  di  funzioni  differen- 
ziali , cioè  alle  funzioni  frazionarie  razionali  ed  irra- 
zionali, ed  a talune  forme  trascendenti. 


c.  Funzioni  frazionarie  razionali. 

61. 

Osservazioni  generali. 

Rappresentino  Fx  e fx  due  polinomii  che  contengano  la 
variabile  x con  esponenti  soltanto  interi  , e che  siano 

. . Fx 

primi  tra  loro  , dimodoché  il  quoziente  — - rappresente- 

Jx 

rà  una  funzione  frazionaria  razionale  , la  quale  non  potrà 
ulteriormente  semplificarsi  per  soppressione  di  un  fattor  eo- 
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mime  al  numeratore  e denominatore.  Il  massimo  esponente 
di  x potrà  nel  numeratore  esser  più  grande  , eguale  o mi- 
nore che  nel  denominatore  ; e sì  nel  primo  che  nel  secon- 
do caso  si  potrà  separare  l’intero  per  mezzo  di  semplice  di- 
visione. Quindi  non  osta  alla  generalità  della  teorica  il  sup- 
porre che  il  massimo  esponente  di  x sia  nel  numeratore  mi- 
nore che  nel  denominatore. 

Con  queste  condizioni  ci  facciamo  a cercare 


Fi  . 

L-jr^-dx  , ossia 


«x“  +£in_‘-l h<“i  + 1' 


» 


supponendo  che  a,  6 , . . . f , m , a v rap- 

presentino quantità  costanti.  Nessuna  però  delle  equazioni 
fondamentali  date  nel  n°  52  nè  alcuna  delle  forme  ottenu- 
te nei  n;  seguenti  presenta  una  qualche  somiglianza  colla 
proposta  funzione  differenziale  , eccetto  soltanto  le  forme 
delle  equazioni  4 , 5 e 10  del  n°  55.  Ma  queste  equazioni 
non  valgono  a dare  la  risoluzione  dell’  integrale  generale  « 
poiché  esse  si  limitano  al  caso  speciale  , in  cui  1’  esponen- 
te più  elevato  di  x nel  denominatore  si  è n = 2.  Si  è cer- 


Fj> 


cato  in  vece  di  scomporre  -j—  nelle  sue  frazioni  parzia- 


li , a fin  di  ottenere  mercè  l’equazione  1 del  n°  54  l’in- 
tegrale di  ciascuna  frazione  parziale. 


1.  Fattori  binomii. 

62. 

Possibilità  della  decomposizione. 


Fx 


Dietro  la  presupposizione  del  n*  precedente  che  ——  rap- 

JX 

presenti  una  frazione  vera  razionale  rispetto  ad  x,  sia 
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fx  = (x  — a)mfix  , 

dimodoché  il  polinomio  ftx  non  sia  divisibile  senza  resto 
per  x — a.  Or  per  qualsivoglia  numero  A sarà  soddisfalla 
l’equazione  identica 

Fi  A Fx  — Af.x 

(l  — a)"’  (i  — n)m  (x  — ajTx 

Or  se  il  denominatore  del  2’  termine  nel  2°  membro 
debba  contenere  il  fattore  x — a soltanto  alla  (m — 
potenza  , sarà  necessario  e sufficiente  che  il  numeratore 
bar  — A fvx  sia  divisibile  per  x — a,  ossia  che  si  annulli 
nell'ipotesi  di  x = a,*vale  a dire  che  dovrà  essere 

Fa  — Afa  = 0 , ovvero  A = 

f.a 

E dunque  A un  numero  costante  finito  , essendoché  non 
può  essere  fta  eguale  a zero.  Si  può  in  conseguenza  porre: 

Fx  — Aftx  = (x  — a)  Ftx  , 

indicando  con  FjX  una  funzione  razionale  di  x ; dimodoché 
per  la  frazione  razionale  si  ottiene  l’ equazione  : 


1. 


Fx 

"7 r 


F.x 


/ \n 
(a— x) 


(x-a),0-‘flx 


laonde  se  l’equazione  fx  — 0 ha  la  radice  x = a 
ripetuta  m volle  , ossia  che 

fx  = (x  — a)"‘  f,x  , 

la  frazione  razionale  -jr~  si  potrà  decomporre  in 
due  parti  indicate  dall’ equazione  1 , in  cui  A rappresen- 


ta il  numero  costante 
2ionale  di  x. 


Fa 

Tir 


e F.x  uua  l'unzione  intera  ra- 
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Questo  teorema  può  applicarsi  egualmente  alla  frazione 

F \ 

razionale  — — ; — , stantecliò  essa  può  prendere  la  forma: 


(l — a)™-»!',!  ’ 

A, 


Fax 


(x-a)' 


(x-af-’f.x 


in  cui  F,x  disegnerà  di  nuovo  una  funzione  intera  razionale 

F o 

di  x , cd  A,  sarà  eguale  a . Ed  estendendo  la  stessa  ap- 

F»x 

plicazione  alla  fraziono  razionale  c così  di  se- 

(x-a)  f,x 

guito  , è chiaro  che  la  frazione  proposta  si  decomporrà  nel 
seguente  modo  : 


2.  = 


Fx 


Ix  (x-arf.x  (x-a)" 


+ 


(x-a)“ 


+ 


A — i * » Frax 
x— a f,x 


nella  quale  espressione  A , A,  , A, , . . . Am_,  disegnano 
quantità  costanti  , e Finx  è una  funzione  intera  razionale. 

Nel  caso  che  ftx  rappresenti  un  numero  costante,  Fmx 
sarà  una  funzione  intera  razionale  di  x ; ed  in  conseguen- 
za —7—  sarà  divisibile  in  una  espressione  intera  cd  in  un 
f* 


certo  numero  di  frazioni , c ciò  avverrà  quando  l’ esponen- 
te più  elevato  di  x è in  Fx  maggiore  del  suo  corrisponden- 
te in  fx.  Nel  caso  opposto  sarà  Fn,x  = 0. 

Or  sia  b una  nuova  radice , contenuta  n volte  nell’equa- 
zione f,x  = 0 , dimodoché  si  abbia  : 


. f,x  = (x  — b)”f,x , 

e ftx  non  sia  affatto  divisibile  per  x — b.  Quindi  la  frazio- 
F 2? 

ne  - ” - prenderà  la  forma: 

/»* 
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B B, 


IV __  [_  ».  I 

r,x  (x-byr.i  (,x-b)a  ^ (x-b)!— 

B — t , 


+ 


cd  in  conseguenza  si  avrà  : 

Fi  A , A, 


ptH \~ 


X-b  “ f.I  ’ 
Am  — i 


•ftf  (b — a)'“  1 (x— a)1"—  ' ‘ x — a 

. B , B,  . . Bn_,  . F„x  . 

+ ^x— b)n  ' (i—b)D-*  ' ”r  x— b f„x 

nella  quale  espressione  B,  B,,...  Bn_t  hanno  significato  a- 
nalogo  a quello  delle  costanti  A,  A,,  ...  Am.,,  e tuar  espri- 
me una  funzione  intera  di  x. 

In  generale  , se  : 

fx  ==  (x  — a)m(x — b)n...  (x— c)r  , 
la  frazione  razionale  — — prenderà  la  forma  : 


3. 


Fx  A 

fx  (*—»)" 

B 


+ 

+ 


(*-<>)“ 


A,  . . Am_t 

— — j—  • • ■ 4- 

x — a 

B'  _| u3i=l 

(x— r>;“— * r x— b 


+ .JL-  + — 5s— + ...+^E2. 

i (x— c)e  ' (x — C)l’— 1 x — c 

nella  quale  A,  A,  ...  Am_i,  B,  BlV..  C,  C„...Cp_i 

disegnano  quantità  costanti. 

63. 


Cp — t 


metodi  di  scomposizione. 

Nel  n°  prec.  si  contengono  i mezzi  per  determinare  i nu- 
meratori delle  frazioni  parziali  in  cui  è decomponibile  una 
data  funzione  frazionaria  razionale;  imperocché  si  è trovato: 
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Intanto  la  determinazione  di  F,jc  , F,x , . . . e quindi  delle 
costanti  F,a  , F„« richiederebbe  un  calcolo  penoso.  Per- 
ciò noi  ci  facciamo  a ricercare  la  Yia  più  spedita  per  giun- 
gere a determinare  le  costanti  A,  A,,...  e cominciamo  dal- 
I’esaininare  il  caso  , in  cui  tutte  le  radici  dell’equazio- 
ne, fx  = 0 son  diverse,  e quindi  diseguali  i fattori  di 
fx.  Per  la  qual  cosa  poniamo 


fx  = (x— a)(x— a,)(x— a,)...., 
?x==  (x~a,)(x — a,)....  ; 


e con  ciò  1’  equazione  1 del  n*  prec.  avendovi  sostituito 
a fx  , diverrà  : 

Fx A Fi — Atpx 

fi  x — a "r"  (i-a)ipz  ’ 

e sarà  : 

1.  Fa  — Aca  = 0 , donde  A = — • 

<pa 

Questo  valore  di  <pa  coincide  con  quello  di  fa;  impcroo 
chè  differenziando  l’ equazione  : 


fx  = (x— a)?x  , 

si  ha  f x = <px  -f-  (x — &)tp'x  , 

dondtj  nell’  ipotesi  di  x = a si  ottiene  : 


2. 


f'a  = ya  , quindi  A — 


Fa 

fa 


In  conseguenza  , essendo  : 


Fx 

lx 


+ 


si  avranno  i numeratori  delle  frazioni  parziali.) 
sostituendo  nel  quoziente  — — quella  radice  dell’e- 
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quazione  fx=*0,  che  si  trova  nel  corrispondente 
denominatore. 

Esemplo  i.  Rispetto  alla  funzione  si  ha 

Fx*c=l,  fx=x* — 1 =(x— l)(x+l),  fx==2x; 
quindi  f'("M)  = ^>  e f(+[)  ’ 

F( — 1)— 1 1 F(  1)=  e ~ 2 » 

in  conseguenza  : 

_1 1 1 

xl-  1 2(1—1)  2(x-f1) 

Esempio  2.  Nella  funzione  : 

3xa— 2x+l 

x*  — 4xa  — 43xs'-  + BSx  +240 

T equazione 

fx  = x‘  — 4x’  — 43x*  + 58x  + 240  = 0 

ha  le  radici  — 2 , + 8 , — 5,  +8  ; quindi 

3x“  — 2i  + 1 ^ A |__5__|__L_4._5_ 

x* 4x5 — 43i'J+  BSx  + 240  x+2  x— 3 x+B  x_ : 8 

ed  essendo  f x = 4x’ — 12x  86x  58, 

si  ha 

F(— 2)  17  R _ F<+3)  _ _ JLL 

A “ f(— 2)  “ ISO  ’ “ rt+3)  1110 

„ F( — 5)  43  -n  _J  F.(+81  „ ili  . 

L— 156  ’ ì(+8)  65 J 

Esemplo  S.  Rispetto  alla  frazione  : 

— nell’  ipotesi  di  m<n  , 
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fx  = x"  — 1 = 0. 

2kr  2kr 

t=s  cos 1- i sen , 


k disegnando  ogni  numero  intero  che  sia  eguale  o minore 

1 


di  — ».  Donde  si  ottiene  : 


Fi 

fx' 


Xm  1 ni — n+* 

ni0—1  iT x 

I 


- ±Us lk.(m  + l)r  T isen *<«  + ')*  ì 
n ( n u V 


Quindi  per  » impari  , si  avrà 

, 2(m+l)g 

ira  1 r 1 
in— 1 **  n \x—  1 


cos- 


- 1 sen 


2(m+l)r 

n 


2r 

x — cos  ■ • — i sen 

n n 

2(m-H)r  . 2(01+1)7 

cos — i sen  — +1-1- 


27  ...  2r 

x — cos k i sen 

n n 


+ 


+ 


cos  -(n~1)("1+1)::.  + i sen  (n-l)(m+1)- 


(n— 1)7  (n— 1)7 

x — cos  ~ 1 sen  2 — 


+ ' 


co.  ("— l)(m+1)v  (n— l)(ra+l)7 

cos sen  - 


n 


nroj-Dg  \ 
n J 


(n— 1)7  . (n— 1)7 

x — cos -f- 1 sen  — - — 

n n 


ovvero  riunendo  le  frazioni  delle  radici  conjugate 


xm  2 ^ 1 

xn— 1 — IT  ( 2(x — 1) 

Fiuske  Caic.  Dir», 


2(m+I)r  2mr 

xeos cos 

n n 

x*—  2xcos— — |-  1 
u 

16 


+ 
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(n— 1)(m4“l)r  . (n— l)mr} 

x cos 1 cos  • 

n 


«•-&«»  ("-')f  +1 


supponendo  che  i fattori  di  — nel  numerato- 
re e — nel  denominatore  disegnino  i numeri  pari  2,4,. .n — 1. 


Al  contrario  per  ti  pari  si  avrà  : 

x»  1 ( 1 

" xn— 1 n | x— 1 


2(m-|-l)r  2mx 

x cos — cos 

r n 


2r 

x'—  2xcos hi 

n 

(n— 2)(m-|-l)*'  (n — 2)mir 
x cos — cos 


(n — 2)x 

x*— 2xcos  1-1 

n 


(-1)" 


x+t 


I 


i fattori  di  -m— * — , e — disegnando  i numeri  pari 
n un 

da  2 ad  n — 2. 

Nello  stesso  modo  per  » impari  si  troverà: 


xD-H 


mr 

x cos  ■ — cos  


x*—  2x  cos  — * — H 
n 


+ 


(n— 2)(m-t-t)r  (n — 2)mr 

xeos  n ~cos  — n — (_!)»  > 

x._2cosir^+1 


gl’  impari  1 , 3 , . . . n — 2 essendo  fattori  di  - r , 


m 7C  . , 

r e — ; e per  n pan  sara 
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' <m-fl)r  mr 

2 \ n n 

C ' -j-  • 

f x» — 2xcos  — +1 

V 11 

(n-l)(m4.|)r  (n— !)mr, 

X COS  —cos  — 

n n_ 

x3 — 2i  cos  — — -fi 
n 


m-f  1 


gl’  impari  1 , 3 , . . . (n  — 1)  essendo  fattori  di  - — r , 


in  ? 

— re  — 
n n 


Cosi  prendendo  ad  esempio  le  frazioni  --  ed  » 


si  avra  : 


_J JL<  t i * Vi— 

x’-l  “ 8 < J-l  + x’-xl/2 


xVi—  2 2 


Vi  -fi  *‘+l 
xVI+2 1 { 

x +xl/2+1  i+l  S* 


1 


jl 


1— xeos 


+ 


3 r 

T" 


* * \ x’—  2xcos  — -fi  x*—  2xcos-^-  -fi 

o o 


, L 3r 

1+cos  — 

+ — + 


l;fxcos~ 


x”-f  2xcos— — + l x’-f  2xcos  — — fi 

o O 


^-4-1  > 


64. 


Continuazione. 

Poniamo  ora  il  caso  che  !’  equazione  fx  = 0 contenga  ra- 
dici eguali  e diseguali.  Sia  a una  delle  radici  eguali,  e 
fx  — (x  — a)m<px  ; dimodoché  o*  non  conterrà  il  fattore 
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x — a.  Per  l’ equ.  2 del  n”  62  sarà  dunque: 

1 A j A,  , , \ m „T  » 

L(x)  disegnando  una  funzione  intera  razionale  di  ar.  Mol- 
tiplicando i due  membri  dell’  ultima  equazione  per  fx , ne 
risulterà  : 

2.  Fx  = A <px  4-  A,(x — a)?x  -f  Aa(x— a)‘®x  + • • • 

-i-  Am_,(x — a)m-,yx  + (x— a)mL(x). 

Ponendovi  x = a , pel  quale  valore  Fa  si  suppone  con- 
tinua , si  ha  la  relazione  : 

Fa=  Aoa , 

per  la  quale  sarà  nota  la  costante  A.  Indi  si  differenzii  l’e- 
quazione 2,  c vi  si  ponga  x = a;  se  ne  avrà  : 

F'a  = A'p'a.  -f-  A,pa  , 

e quindi  verrà  determinala  la  costante  A,.  Continuando  a 
differenziare  la  stessa  equazione  e per  ogni  differenziazione 
ponendo  x = a , si  avrà  una  serie  di  equazioni  per  mezzo 
delle  quali  si  determineranno  le  costanti  A„,  A,,...  Am_, ; 
dimodoché  le  prime  m — 1 derivate  renderanno  noti  i nu- 
meratori A,  A, , A, , . . . Am_,  delle  frazioni  parziali.  Ed 
in  vero  , P esempio  5 del  n’  12  dimostra  che  ogni  deriva- 
vata  di  ( x — fino  a quella  dell’ordine  m — 1 inclu- 

sivamenle , somministra  dei  termini  ognuno  dei  quali,  con- 
tenendo il  fattore  x — a a potenza  intera,  dovrà  sparire  nel 
P ipotesi  di  z=a«. 

Questa  deduzione  dei  numeri  A,  A,,  A,,...  Am_.  si  può 
ricondurre  ad  una  legge  generale.  Imperocché  pel  citato  e- 
sempio  si  ha  nell'ipotesi  di  n>r 

DW[(x— a)V]»  = n(n—  1).  . . (n— r-f  1)  a; 
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quindi 

DW[(x-a)>]a  = oWa, 

D(n)[(x  — a)  px^  = np("“^  a , 

D(  }[(x  — a)*?x],  = n (a  — 1)  j>  (u~>7a  , ecc.  ; 
nell’  ipotesi  poi  di  « = r , sarà 

D(o)[(x  — a)°<px],  = n (n — 1)  ...  3.  2.  1 ?a  ; 
ed  in  fine  si  avrà  per  n < r , 

D{n)  [(x— a)V],==0. 

Dietro  queste  osservazioni  l’equazione  2 ci  darà  per  la 
n'ÌM  derivata  di  Fx 

3.  F^a = Ap(n)a -f-  n A , n (n — 1 *^a-f-  • . . 

-f-  ...  -4-  n(n — 1) ...  3.  2.  1 Anpa. 

In  questa  equazione  si  ha  la  legge  di  determinazione  del- 
le m costanti  A , A,  , A, , ....  A m_,  , quando  ad  n si 
sostituiscano  i numeri  da  0 ad  m — 1.  Quindi  si  ha 

Fa = A pa  , 

F'a=Ap'a-j-A,pa  , 

P'a=A?',a  + 2A,p'a  + 2. 1 A,?a  , 

F"'a^A?’"a  + 3AIp''a-t-3.2A,p'a-f3.2.  lAspa  , 


F*m-0a=A?(”-,)a+ (m—  l)A,<p(m->)a 

4-  (m  — l)(m— 2)A,p(n,-,)a-| 

+ (ni- 1)  (m-2). . . 3.2. 1 Am_l7>a. 

Se  l’ equazione  fx  — 0 contiene  il  fattore  (x  — 6)p  , di- 
modoché si  abbia  fx  = (x — 6)P4'X»  la  funzione  4*x  non 
contenendo  il  fattore  x — b,  si  avrà  per  l’ equazione  2 
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Fi  B . B1  « . Bp^i  M(») 

Tl  (x-bjF  + 7T-bjp-r  "•  + x-b'  + "+T 


M(x)  disegnando  una  funzione  intera  e razionale  di  x.  Ba- 
sterà dunque  sostituire  44  a va  nell’  equazione  3 , per  ot- 
tenere la  derivala  generale  di  Fx,  nell’ipotesi  di  x =b,  e 
quindi  i valori  di  B , Bt  , B, , . . . Bp_,. 


Esemplo  f.  Rispetto  alla  frazione 
l’equazione  : 


3x* -7x4-6 
(*-»}■ 


si 


ha 


3x*— 7x+6  A A,  A, 

(x  — l}3  *“  (x  — iy  ' (x— 1)*  ' 1 — i'  ’ 


dimodoché 

Fx  — 3x* — 7x  + 6 , F'x  — 6x  — 7 , F'x  = 6 , 
F(+l)  = 2,  F(+l)  = -l,  F'(+l)  = 6, 

e ?(\)  = 1 , P'(x)  = 0 , p"(x)  = 0 ; 

ed  in  conseguenza 

3,*_7i  + 6 m 2 15 


Ovvero,  moltiplicando  l’equazione  data  per  (x — 1)*  e 
poi  differenziandola  due  volte  , si  avranno  le  tre  equazioni 


3x*-7x  + 6 = A-f  A,(x-l)-f  At(x_l)*, 

6x  — 7 = A,  + 2A,(x— 1) 

+ 6 = 2A,, 

le  quali  in  conseguenza  dell’  equazione  3 servono  alla  de- 
terminazione dei  valori  di  A , A,  , A,  , quando  si  ponga 
x = 1.  Quindi  si  avrà  : 

dalla  prima  : 2 = A , 

dalla  seconda  : — 1 = At  , 
e dalla  terza  : 3 = A,  , come  precedentemente. 
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Volendo  scomporre  la  frazione 
1’  equazione 


(*+»)* 


, dovremo  porre 


A 


A, 


A, 


A, 


(1  + 1/  (x+1/  ^ (1  + 1/  ^ (x  + 1/  ^ x+1  » 

indi  moltiplicarla  per  (x+1)1  e differenziarla  tre  volte.  Le 
equazioni  che  ne  risulteranno , sono  : 


x’  = A + A,(x+1)  + A.(x+1)’+  A,(x+1)-, 
3x*  = A,+2A,(x+l)+3A,(x+l)% 

6x  =2A.+6Ai(x+l), 

6 =6At; 


nelle  quali  facendo  x = — 1 , si  avranno  pei  numeratori 
delle  frazioni  parziali  i valori 


A — 1 » Af=  + 3 , A, 3 , Aj=  +- 1 ; 

dimodoché  alla  frazione  proposta  si  potrà  sostituire 

1.3  3 1 

(*+!)*  ^ (s+1)5  (*+1/  ‘ 

Esemplo  2.  L’  espressione  frazionaria 

5 — Sx  + 6x*+  5x’—  x* 
x'—  x1—  2x’+2i.’*+  x - I 

ha  pel  denominatore 

x5—  x*  — 2x’+-  2x*+  x — 1 = 0 

la  radice  -f-1  ripetuta  tre  volte  e la  radice  —1  due  volte; 
quindi  dovrà  rappresentarsi  colla  somma 

(x— iy  + (i— ij*  x— t (x+1)»  x+i 

Quindi  pel  numeralore  della  frazione  si  avrà  l'equazione 
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a.  5-3x4- 6x*+ 5x' — xl=*  A(x+1)®4  A,(x+l)*(x— 1) 
+ A,(x+ l)’(x_l)’+  B(x— 1)J4-  B,(x-l)’(x+l). 

A fin  di  determinare  i valori  di  A,  A„  A,  poniamo  per  ra- 
gione di  brevità 

B(x-l)’  + BI(x-l)*(x4l)=L(x), 

dimodoché  l’ipotesi  di  x = l farà  sparire  L(v),  L'(x),  L"(x). 
In  conseguenza  differenziando  due  volte  l’ equazione 

5 — 3x  4-  6x*+  5xs — x*  = A(x+1)‘4  A,(x4l)*(x— 1) 

+ A.(x+l)’(x-l)'+  L(x), 

ne  risulteranno  le  equazioni 

— 3 + 12x4  15x*  — 4x’  = 2A(x+l) 

+ 2A,(x+l)(x — 1)  + 2At(x+l)(x — 1)* 
+ A,(x+l)’,+2A1(x+l)(x — 1)  +L'(x), 
12  + 30x — 12x*=2A  + 4A,(x+l)  + 2Aa(x — 1)* 

+ 2A,(x — 1)  4 8At(x+l)(x — 1) 

+ 2A.(x+l)*4L*(x), 

Nell’ipotesi  di  x=l  la  prima  delle  tre  ultime  equazio- 
ni ci  darà  immediatamente  A = 3 ; e dalla  seconda  e ter- 
za avremo  : 

20  = 4A  + 4At  , vale  a dire  A,  = 2 , 

30  = 2A  4 8A , 4 8A,  , ossia  A„  = 1 . 

Per  ottener  poi  i valori  di  B e Bj  porremo  P equazione  a. 
sotto  la  forma 

5 — 3x  + 6x*+5xs  — x*=B(x — 1)’ 

+ B,(x — l)5  (x  + l)  + M(x) , 

dimodoché  M(x)  ed  M'(x)  spariranno  nell’  ipotesi  di  x= — 1; 
e differenziando  1’  ultima  equazione  otterremo  l’ altra  : 

— 3 + 12x4 15x‘— 4x’=3B(x— l)*+3B,(x— l)’(x+l) 

+ B,(x — 1)’  + M'(x), 
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e queste  equazioni  ci  danno  nell' ipotesi  di  x<=  — 1 

B = — 1 , B,  = — 2. 

Quindi  risulta  : 

5 — 3x-f-6x’-f-!>xs — _ 3 2 1 

x1  — x*  — 2x2 3-f2x‘-fx— i (x— 1)*  (x— 1)“  ”**  x— 1 

1 2 

— tx+1)»  x+1 

Nello  stesso  modo  si  troverà  : 

x4 — 3x’ — 2x’+5x  + 2 l 5 

x3+x‘— 2x3^2?+I+T  4(x-fl)5  4(T+~T)r 

. 33  3 17 

~16(x+l)  ‘ 8(x — 1)*  16(x— 1)  ’ 

del  pari  che 

11  1 1 

(x— 2)5x  2(x— 2)3  4(x — 2/  8(x— 2)* 

! 1 ! -I. 

16(x— 2)*  1 32  (x — 2)  x 


2.  Fattori  trinomii. 

65. 

Possibilità  della  decomposizione. 

Fx 

Se  nella  frazione  razionale  -j—  , la  quale  c tuttavia  sot- 
toposta alla  condizione  espressa  nel  n°  61 , l’equazione  fx= 0 
contenesse  radici  immaginarie,  si  avrebbero,  per  numerato- 
ri delle  frazioni  parziali,  dei  numeri  complessi , che  diver- 
rebbero reali  sol  quando  si  addizionassero  quelle  frazioni  par- 
ziali che  appartengono  a due  radici  conjngalc  , come  nel- 
F esempio  8 del  n“  63  si  è visto  per  radici  disuguali , reali 
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ed  immaginarie.  Per  evitare  questa  trasformazione  , si  scom- 
porrà fx  per  quanto  è possibile  , in  fattori  Irinomii , cia- 
scuno dei  quali  comprenderà  due  radici  conjugate.  II  nu- 
meratore corrispondente  ad  ogni  denominatore  trinomio , si 
trovi  a prima  o a più  elevata  potenza  , avrà  la  forma  : 

Ax  + B. 

Imperocché  , ponendo 

fx  = [(x  — a)*-j-/3*]nl  , 

dimodoché  x = a -j-  t/3  ed  x = a — ifi  siano  le  sole , ma  iti 
volte  ripetute  radici  dell'  equazione 

fx  = 0 , 

c dietro  P ammessa  supposizione  , cioè 

1 Fx  — Ax+B  A,x  + B, 

[(x— l^x— a)  l(v— “)<+'2“]n,~l 

, , , An>— iX-pBrn— -• 

si  avrà  per  Fx  P equazione 
% Fx  = (Ax  + B)  + (A,x+B,)  u -f*  • • ■ • 

+(Am_»x+Bm— »)u",-J+(Am_.x+Bm_i)un— , 

avendo  fatto  per  ragione  di  brevità  (x — a)*-f-/3*  = u. 

Essendo  2m  il  massimo  esponente  di  x in  um  , quello  di 
x in  Fx , per  la  condizione  del  n“  61  a cui  Fx  è sottopo- 
sta , potrà  tutto  al  più  esser  2m — 1.  Or  l'ultimo  prodotto 
nel  T membro  dell’  equazione  2 è quel  polinomio  che  ivi 
contiene  x coll'  esponente  massimo.  Imperocché,  se  così  non 
fosse  , qualcuna  delle  somme  precedenti,  Ax+B,  A.x+B,,... 
dovrebbe  contenere  x ad  una  potenza  superiore  alla  prima. 
Sia,  a cagion  di  esempio,  Axa+B  il  numeratore  della 
prima  frazione  parziale  nell’  equazione  1 : in  questo  caso  si 
potrà  aggiungere  e togliere  a questo  numeratore  una  quaii- 
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tità  della  forma  Cx-f-D,  dimodoché  Ax*  -f-  Cx  -f-  B -f-  D sia 
divisibile  per  (x — Cosi  la  prima  frazione  avrà  per 
denominatore  [(x — a)*+i8*]“— ' , e nessun’ altra  frazione 
parziale  dell’  equazione  1 potrà  avere  il  denominatore  col- 
l’ esponente  m ; ciò  eh’ è impossibile.  Alla  stessa  conseguen- 
za si  perverrebbe  ancora  se  l’esponente  di  x in  A,  A,,  A„... 
fosse  maggiore  di  2.  Ed  in  fine  si  comprenderà  facilmente 
che  gli  esponenti  di  x dei  fattori  A , A,  , A, , . . non  po- 
tranno esser  negativi. 

E poiché  il  termine 

(Ao— i.  X -|-  Bm — i)  u®— '* 

è quello  che  nel  2°  membro  dell’equazione  2 contiene  Po- 
sponente più  allo  di  x , che  questo  esponente  massimo  po- 
trà essere  tutto  al  più  2m — 1 in  Fx,  e dovrà  esser  2m — 2 
in  nm— ‘ , dimodoché  in  A,n_,  sarà  al  più  eguale  all’  unità  ; 
egli  è chiaro  che  la  supposizione  dell’ equazione  1 è ben  fatta. 

Nello  stesso  modo  si  troverà  che  se  il  denominatore  di 
una  frazione  razionale  ha  la  forma  : 


[(x-«)*+/n-. 


i numeratori  delle  frazioni  parziali  , i cui  denominatori  so- 
no potenze  di  (x — a)‘-4-/3* , avranno  la  stessa  forma  Ax-|-B> 
siano  reali  od  immaginarie,  o dell’ una  e dell’ altra  specie, 
le  radici  dell’  equazione  fi  =»  0 ; e che  in  conseguenza  sarà 


Fx 


K1— a),+*s*l“  fi 


Ax-fB 

(MW 

Au 


+ 


lu—WT 


| Am— a.I-f-Bm—»»  i 


4{x)  disegnando  una  funzione  di  x la  quale  non  divenga 
nulla  , nè  infinita  nell’ipotesi  di  (x  — «)*  + /3*=0. 
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66. 


Metodo  della  scomposizione. 

Risolviamo  l’equazione  3,  rispetto  ad  Fj,  a fino  di  de- 
terminare le  costanti  incognite  A , A, , . . . B , B, , . . ; e 
per  brevità  poniamo  * 

[(x-a)*+/3T.?x  = Prx, 

r indicando  in  generale  i numeri  0,1,  2 , m:  avremo 
Fx  = (Ax-}-B)})X-j-(Ajx-|-B>)y,x-f-  ••• 

f Bm^)?  m-iX-f-(Altt_..X-(-B,„_jyrira_,X  -f  v{.X.  ?n,x. 

Tutti  i termini  , eccetto  il  primo  , del  2°  membro  di  que- 
sta equazione  spariranno  , quando  ad  « si  sostituisca  uua 
delle  due  radici  dell’equazione 

(*-«)'- M’=0; 

cosicché  , chiamando  a una  di  queste  radici  , si  avrà 

F(a)  = (Aa  + B)?(a). 

Or  disegnando  a un  numero  complesso  , è d’ uopo  che  i 
due  membri  di  questa  equazione  rappresentino  numeri  an- 
che complessi  , ed  in  conseguenza  separando  la  parte  reale 
dall’  immaginaria  , si  avranno  due  equazioni  per  determina- 
re A c B. 

In  questo,  come  nel  n°  6A  , si  potrà  trovare  un’  equa- 
zione generale  che  contenga  la  rappresentazione  di  tutte  le 
costanti  A,  At,  A,,...  ; c su  ciò  nelle  seguenti  brevi  osser- 
vazioni non  faremo  che  semplicemente  indicar  la  via.  Si  dif- 
ferenzii  1’  equazione  1,  prendendo  a norma  quelle  che  si  tro- 
vano nel  3J  esempio  del  n°  12 , c si  avrà  per  la  n’iml  de- 
rivata 
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FMx  = (Ax  -f-  B)«Wx  4 nA<p(n_,)x 
+ (A,x+  B1j5>,(,,)x+  nA17>l(“-‘)x 

4- 

4-  (Am.,X  4 B«— a 4- 

4-  (Affl^.X  4 Bjo-j)?™— ,Wx  4*  nAni_,pni_*(“— > > X 
4-  (4'.x.pmx)(“)  * 

Nella  quale  equazione  rappresenla  un  numero 

che  si  annulla  nell’  ipotesi  di  x = a , quando  sia  m<n. 

Le  derivale  n,im*  delle  funzioni  <?x,  contengo- 

no le  derivate  dell’ ordine  1",  2%...n,imu  del  fattore  [(x— a)* 
4 ovvero  di  (*  — « 4 »/3)'(x  — a — i£)r.  Svolgendo  in 
conseguenza  a norma  delle  mentovate  equazioni  del  n“  12 
la  derivata  n,inm  di  questo  prodotto,  e ponendo  per  brevità 


X a 4 i/3  = p , x — a — i/3=q  , 
n(n— 1)  _ n(n— l)(n— 2)  _ 

' I.  2 (2)  ’ 1.  2.  3 jsj’ 


CC. 


si  perverrà  alla  relazione 


D(")  (x — a 4 i/3)  r(x  — a — iyS)r 
— r(r — l)(r — 2)...(r — n 4 l)(pr— "•  qr4  Prqr-n 
4 1 j|r’(r— l)(r— 2). . .(r— n42)(pr-0',',.  qr~°  4 pr-,.qr-"+») 

•+"  &|r’(r — 1)*(r — 2)*  - * (r — n-h3)(p'—«+*.  * 4 pr— Y-n+») 

4-  ^|r*(r — l)’(r — 2)*...(r — n44)pr-«+*.  q1--’  p>— >.  q<— «+>) 

4- 

supponendo  che  siano  addizionati  tra  loro  i termini  equidi- 
stanti dal  medio.  Ma  se  in  questa  equazione  si  ponga 

x — a=kcosz  , /3=ksenz  , 
essa  prenderà  la  forma 
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D"[(x— a)’+/5?l" 


s=  r(r—  1 )(r — 2). . . (r— n -j- 1 )2k”cos  nz 
+ j"jr’(r-l)(r— 2) ....  (r— n+2)2k"  -•  cos(n— 2)x 

'+  ;n2!r*(r-1)*(r-2)....(r-n+3)2k“-‘.  cos(n — 4)z 

+ gjr*(r—  l)’(r— 2)’....,  (r— n+4)2k0.-ficos(n-6)z+  ••  • 
nella  quale  sarà 


n(n— 1)  (-li  „ 

+ 4“  r’(r-l)'...(r-|-+  1} 


■■  *-7 


l’ultimo  termine  nel  caso  di  n pari  , e 


n(n— l)"j— ^—-fl 

* V 

*•  f r_ 

—IV  \\ 

n — 1 

I (T 

l)  ••••(' 

n — 1 


1.  2. . . 


nel  caso  di  n dìspari. 

Or  applicando  1’  equazione  3 a determinare  per  approssi- 
mazione le  funzioni 

<pWx  , ?,(")x  9 /"•"')  x , x 

c venga  all’  uopo  introdotta  la  radice  a=a  si  avran- 

no per  esse  funzioni  le  relazioni 

?|(n)a  = nq^®— 'to  + n(n — l)on~*)a  , 

9Wa  = n(n-l)qVn',)a+2n(n-1)(n-2)q'>-!,a 

-fn (n— 3)o("-^a  , 

?JWn  = n(n— l)(n— 2)qV’>-^a-f-3n...(n— 3)qY"-*)a 
+ 3n . . . (n— 4)  q®("-^  a + n. . . (n — 5)  pf"”*)  a , 

ed  in  generale 
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p(n)a  ss  n(n — l)...(n — r-(-l)qVn~r^  a 
4-  |j|n(n — 0"*(n — r)q,-‘ j>(°-r-')a 
+ ^^n(n — l)”-(n — r — l)qr-Vn  -r—*)a 


+ |||n(n — l)...(n — 2r)q5>(°  -•'+»)  a 

4-  n(n — l)....(n — 2 r4-l)f(0-*^a. 

In  fine  mercè  questa  equazione  otterremo  dall’  equazione  3 
nell’ipotesi  di  n = 0,  1,  2,  3,... 

Fa  ==  (Aa  -f-  B)?a 

F'a  = (Aa  -f-  B) ?'a  4-  (A,a  4-  B,)q?a  4-  Apa 
F'a=  (Aa  4-  B)®'a4-2(Aia  B,)(qp'a  -j-pa) 

4~  2(A,a  4-  B^q'oa  4*  2Ap'a  4*  2.  lA^pa 
F"a=  (Aa  4-  B)?''a-f  3(A,a  4-  B,)  (q?'a  + 2?'a) 

4-  3.2(A,a  4-  B )(q‘p'a  4-  2qpa)4- 3.2.  l(A>a4-B))  q’oa 
4-  3Ap"a  4-  3.2A,(q<p'a  4-  ?a)  4-  3.2.1  Aapa  , 


e di  queste  relazioni  potremo  avere  il  simbolo  generale  dal- 
la stessa  equ.  3. 

Consimili  equazioni  e medesimi  valori  noi  otterremmo  per 
A,  B,  A,,  B„...  introducendo  1’  altra  radice  b = x 4-  ifi. 
Esempio.  Per  decomporre  la  frazione  ; 

8x*  — 3x’4-5 
(x*  + 2x4-3)’x 

stabiliremo  primieramente  la  forma 

A*  + B 1 A,x4-B,  , A,i  4-  Ba  C 

(t“4-2x4-3)*  (i*4-2i  + 3J*  "T  i»  + 2x4-3  + V * 

affinché  pareggiandola  alla  frazione  data  , possiamo  mercè 
la  moltiplicazione  pel  denominatore  ottenere  1*  equazione 
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8x4  - 3x’  + 5 = (Ax  + B)x  + (A.x +B,)x(x* +2x  + 3) 

4-(A,x+Bf)x(x,+2x+3)*-fC.(x*4-2x+3)5. 

Or  differenziando  due  volle  questa  equazione  , essa  insie- 
me alle  dne  elio  ne  derivano  , ci  darà  i valori  di  A , A,  , 
A,  , B , B,  , B„.  Ed  in  vero  , scegliendo  la  prima  delle  due 
radici  : 

x = — 1 + 1/1=2  ed  x = — 1 — V'—t 
dell’equazione  quadratica 

x’+2v  + 3 = 0 , 

ed  introducendola  nelle  dette  tre  equazioni  , avremo  dalla 
prima  di  essa  : 

— 66  + 29  = ( — A +-  kV~l  + Bj  (-t+^^2), 

ovvero  , pareggiando  da  un  lato  gl’  immaginarli  e dall  altro 
le  quantità  reali  , 

66  = A +-  B , 29  = B — 2A  , 

. 37  1 6 1 

donde  A — — , » — — ■ j—  ; 

similmente  dalla  seconda  avremo  : 

J-  V~l  + 140  = - 2(A1— B.)  l/=2  +■  8A,  + 4B, , 

dimodoché  sarà 

.67 J81_  . 

e dalla  terza  otterremo 

_^-  = 8(Aa4-B,)  + 8(2Ai-Bz)l/~2  , 

3 IO 

donde  A*  = ry  , >>,  = — > 
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p finalmente  , pel  n°  63  , si  avrà  C = — • Sarà  dunque 
8i«— 3x*4-S  37x4-161 


(x'+2i+3)’x 


IT  + 


27 

67x  — 181 


3(i‘+2i+3)*  ' 9(x*-|-2x-f-3)m 
5i4-10  5 


Similmente  si  troverà  : 


27(j*4-2x-J-3)  1 27  x 


x‘— i*4-5x*-2x+3  x4-1 

(x»-x+lAx*+l)  °°  (x'-i+l)* 


*~1  ■ _*+>_ 
x’— x-}-l  *■  x‘4-1  * 


3.  Integrale  delta  frazione. 

t 

Frazioni  parziali  con  denominatori  binomii. 


Le  ricerche  esposte  dal  n°  64  al  66,  dimostrano  che  l’in- 
tegrale di  una  funzione  differenziale  frazionaria  razionale 
Fi 

-jr-  » che  sia  sottoposta  alla  condizione  del  n°  63  , è ri- 
ducibile ad  una  delle  quattro  forme  : 


f Adx  f Adx  £ (Ax-f-B)dx  C (Ax4B)dx 
J x-a  ’ ) (x—«)“  ’ ’ ) [(!-«)'+, 3*1"  * 

Il  primo  di  questi  integrali  è noto  per  l’ equazione  2 del 
n°  55  , cioè  : 

*•  ^^zr=A1(x— 1 “)• 

Il  secondo  poi  si  riduce  all’equazione  2 del  n°  52,  quan- 
do in  essa  poniamo  x — a in  vece  di  a;  e — n in  vece  di  m: 
cosi  quell’  equazione  diviene  : 


2. 


Adx 

(*-«)" 


Fiuiu  C*tc.  Diff. 


A 

{l,_l)(i_fl)— ■ * 

17 
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Esempio  l.  Rispetto  ali’  integrale  di 

(2x*  + 3ax— 7n’)dT 
x*  — nax‘  + 31a-x— 21a’ 

si  ha  primieramente  che  x — a,  x — 3a  ed  x — la  sono  i 
fattori  del  denominatore  ; e che  in  conseguenza  : 

2x*+3ax  — 7a«  _ A A, A, 

(X  — a){\  — — 7a)  x — a ' x — 3a  ' x — 7a  ’ 

donde  facendo  sparire  i denominatori  risulterà  : 


2x’-f-  3ax  — 7a*  = A(x — 3a)(x — 7a)  -f-  A,(x — a)(x — la) 

-f-  A„(x— a)(x— 3a) 


Ma  per  l’equazione  1 del  n°  63  abbiamo  che 


A (x — 3a)(x — la)  per  x = a, 

A,(x — a)(x — 7a)  perx  = 3a 
A„(x — a)(x — 3a)  per  x = 7a 

rappresentano  il  valore  del  1°  membro  dell'  ultima  equazio- 
ne , cosicché  se  ne  deduce 


2i’-f3ax— 7 a*  1 S , 14 

x’— llax»-f31a“x-21aJ  ~~  C(x— a)  ^x-Sa)  3(x^7à)’ 

E da  quest1  ultima  equazione  mercè  1'  equazione  1 si  ottiene 


(2x’-(-3ax — 7a*)dx  J v 5 

|x*— ilax*-f3la‘x— 2las  =~  6 1 (X~a)  J 1 (x~ 3a) 


4 -y-  Kx — 7a). 

Nello  stesso  modo  si  troverà  che  : 
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(3xa— 7ax-f-Ha*)dx  9 

x1 — 6ax*-flla*x — Ga*  ~ T I(X“a) 


ì 


— 17  I(x — 2a) 

+ ~l(x__Sa)  ? 


X^S+21  ' - ■ 'KM-  l)‘(x-2)*  (x- 1)*]. 


(sciupio  2.  Sia  da  cercarsi  l' integrale 


C (xa+l)d!c 
J x*-3x’+3x'— x ’ 

Poiché  x‘  — Sx’  + Sx’— x = (x— l)’x  , 
sarà 

_A_  _i_  A*  | A,  B 

x*_ 3x’+3x*— x (x-l)1  (x— l)m  + i_|+  i » 

ovvero  , facendo  sparire  i denominatori  , 

x’+ 1 — Ax+ A^x*—  x)  + A.  (x’— 2x*-f  x)  + B(x—  1)*. 

Or  pel  n°  64  da  questa  equazione  e dalle  due  prime  de- 
rivate di  essa  , che  sono  : 

3x*=A  + A,(2x—  l)4-A,(3x*-4x  + l)+3B(x  — 1)\ 
6x=2A,-f  A,(6x— 4)  + 6B(x—  1)  , 

ponendovi  x — 1 , si  hanno  i valori  di  A , A,  , A,.  Cosi 
si  avrà  : 

A = 2 , A,=  l , A,—  2. 

Rispetto  poi  a B se  ne  avrà  il  valore  ponendo  x = 0 in 

, x’-f- 1 = B(x — 1)’  -r 

donde  risulta  B=»  — 1. 

Quindi  si  avrà  : 


*’+l  _ 2 i 2 1 

x* — 3x5-f-3x* — x (x-l)J  + (x— I )a  "r*  i_(  T ’ 

* 
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e per  l’ equazione  2 di  questo  numero  avremo . 

C (xN-l)<u _J _i-4-21(x—  l)-lx. 

J x*_Si>-)-3x*— x (x— 1)*  ' 1—1 


Nello  stesso  modo  otterremo  : 


$ 


407 


(5x* — 2)dx  133 

i* — 8x*-|-18x* — 27  = 8(i — 3)*  l6(x — 3)  1 64 


f-SrK^-S) 


+ -^-'(x+1) 


i 


(i*— Sx’+Gx’— 3x+5)dx_  _ 
i'— i*— 2xr,+2xr-Tx— 1 = 2{i—  1) 


—li*  ^ x-1 


x-t-1 


— l(x — 1)  + 2 l(x+ 1) 


2x’-i-7i — S 


+ 1 


2(xJ— x1—  x-H) 


(»+!)* 

x-1 


68. 


Frazioni  parziali  cou  denominatori  trinomil. 

Rispetto  al  terzo  degl’  integrali  presentati  nel  principio  del 
n°  precedente  , scomporremo  il  numeratore  nelle  due  parti 

A (x — a)  c Aa  -1-  B , 

ne  faremo  due  frazioni  , di  cui  dividendo  la  • seconda  per 
iS*  avremo  : 


(Ax-HB)dx 

(x^r-HS* 


A(x — a)dx  ^ Ai-f-R 


dx 

T 


(x— «)*-h3* 


2 m 


e ricorrendo  alle  equazioni  5 c 6 del  n®  55 , otterremo 

. f (Ax-l'R)dx  A ...  ,,  . A*+B  x— a 

>•  +^>  + — ,re'6  — 
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Decomponendo  similmente  il  numeratore  del  quarto  inte- 
grale del  n°  precedente , avremo 

(Ai-f-B)dX  A(x — a)dx  . (Aa-fB)dx 

[(*— a),+/3*]n  ~ l(x-a)‘+0*J-  + [(x-a)*+/S*]n  ' 

II  primo  termine  del  2°  membro  di  questa  equazione  ha  per 
integrale  : 

1 A 

2 ' (n — !)[(* — »)*+£* ]•—•  ’ 

come  risulta  dall1  equazione  2 del  n°  precedente  , quando 
in  essa  ad  x si  sostituisca  (x — a)*-}-/ 3*.  Il  secondo  termine 
poi  assume  mercè  la  divisione  per  /3*“  la  forma 


dx 

Aa+B  ~J 


o l1  altra  più  semplice: 


da.  Resta  dun- 


Aa+B  dz 

T,"rr  ’ (*•+ 1 y ’ 

quando  si  faccia  *=  a , quindi  — 

£ £ , 

qtie  soltanto  a trovare  1’  integrale 

f dz 
) («•+1)“ 

Or  integrando  per  parli  l’equazione  2 del  n°  54,  e scam- 
biandovi u con  e dv  con  dz  , si  ha 

tz  T1) 

f dz  Z C 7.’dz 

J(za+i)«  (z*  + l)u  ’ 

ovvero,  ponendo  s*-j-  1 — 1 in  vece  ili  s*  nell’ integrale 
del  2°  membro  , 


» 

V 


s 
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f dz 
) (**+!)“ 


(*’+l)° 


+ 2n^t'+1)"  2n  ^ (*'+0“+‘ 


Risolvendo  quest’  ultima  equazione  rispetto  all’  ultimo  in- 
tegrale del  2°  membro  , si  avrà 


P dz 

} (^+i>D+‘ 


2n — 1 

2n(z’+J)“  ' 2u 

ovvero  , scambiando  n con  n 1 , 


s 


dz 

V+ìr  * 


2. 


dz 

V+iy 


x 

2(n— l)(z“+l/‘-‘ 


2n — 3 f dz 
2n-2  ) (*'+!)—* 


L’ integrale  richiesto  dunque  dipende  da  un  altro  integra- 
le della  stessa  forma  , ed  in  cui  l’ esponente  n è diminuito 
di.  un’  unità.  Cercando  l’ integrale  del  2“  membro  di  que- 
st’ ultima  equazione  , e così  procedendo  finché  l’ esponen- 
te n.  si  riduca  all’  unità  , si  avrà  la  seguente  equazione  di 
riduzione 


9 V dr  z < 1 | 

2n— 3 

*’+« 

J(z’-fi;“  2^*+j)“-*  tu— I ~ 

2(n-lj 

li — 2 

(2n— 3)(2n— S)  (z’+l)*  (2n— 3)(2n— 5X2n— 7)  (x+l)’ 

*"  2‘(u — 1J(,U — ' n — 3 ' 2’(n— IXii — 2)(u — 3)  * u— 4 
, (2n— 3)(2n — 3)... 5 3 (//-fi)0-»  > 

' 2”~*(n— l)(u — 2)... 3. 2 ’ 1 ) 

(2n-3X2n— 5)...S  3.1 
2"— ‘(n— l)(n— 2).. 3 2 1 arc,82- 


Esemplo  1.  Cercando  l’ integrale  di 

dx 

xs+x*-f2x,-f2x',-j-  x-f- 1 ’ 

si  troverà  primieramente  che  il  denominatore  risulta  dai  fat- 
tori («‘-f-l)*  ed  x -fi  ; e che  in  conseguenza  non  rimane 
che  a definire  i denominatori  delle  frazioni  parziali  compo- 
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ncnli  il  2°  membro  dell’equazione 


1 _ Ax+B  A,x-t-B,  . C 

■*  (x*+l>*  ^ x'+l  ^ x+1 

Dalla  quale  facendo  sparire  i denominatori  si  ha  l’altra 
1 = (Ax  + B)(x  + 1)  + (A.x + B,)(x*+  l)(x  + 1)  +C(x*+1)', 
che  insieme  alla  sua  prima  derivata 
0 = A(x  + 1)  + A,(x’+  l)(x4- 1)  + 4C(x*+  1)  x 4-  Ax  4-  B 
4-  2(A1x4-B,Xx*4-x)  + (A,x4-Bj)(x’+  1)  , 

farà  determinare  i numeri  A , A,  , B , Bt  , quando  vi  si 
ponga  x’ 4~  1 = 0 , ossia  x = ±i.  Nell’ipotesi  di  x=4~^ 
si  avrà  dalla  prima  di  queste  equazioni 

1=(AÌ4-B)(i4-1), 

ossia 

A==  jf  » B=  + Y ; 

c dalla  seconda 

O^-yi  + CB.-A.X-CA.  + B.), 

ossia 

a.“_T>  B«  — +4  » 

ed  in  fine  per  x = — 1 si  avrà  C = dall’  equazione 


1 =C(x’!4-  !)*• 

Quindi  risulterà 

1 *— 1 x— 1 , * 

(x'4i)'ti4i)  ***  2(x*4i)1  4(x'+i)  -H*4i)‘ 

Or  per  le  equazioni  1 e 2 si  ha 


/ 
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f (I—  J)dl  _ f Xlll  _ f <U 

} (x*+l)*~  ~ J (x*+i)'  J(*’+i)‘ 


1 


2(x‘+l)  2(x*+l) 

x + 1 1 

— arclgx  , 


arclgx 


2(x* +1) 


- \ttt- $t£t - t1 

Quindi 


s 


d! _J±1_ 

i5+x*+2i>+2x'+i+1  5=3  4<x‘+lJ  -1"  4 1/iqT 

-f-i- arclgx. 


Similmente  si  avrà 

V ,,d' 


x*— 2xJ +i*+x'— 2x+ 1 


— arc  f g (x l/2  — *) 1 l 2 are tg  (x  V%  4- 1) , 

\v% 


<1*  C3  1 1 ,'+'1  | 1 1 1+I+1* 

1— x6  — 6 ‘ 1— x 12  1— x+x‘ 


! 


21/3 


— arctg 


1— x» 


d.  Funzioni  irrazionali. 

69. 

Allontanamento  della  forma  Irrazionale. 

Son  poche  le  funzioni  irrazionali  , i cui  integrali  possono 
rappresentarsi  sotto  forma  finita , essendoché  non  ogni  fun- 
zione di  questa  specie  risulta  da  differenziazione.  E già  l’ in- 
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lMx 


(A-f  Bx-f  Cx*-f  Dx5 + Ex*)1 


in  cui  P disegna  una  funzione  razionale  di  ar , presenia  non 
piccola  difficoltà,  quantunque  contenesse  la  radice  più  sem- 
plice , la  seconda.  Siamo  perciò  costretti  ad  intrattenerci 
delle  forme  più  semplici  le  quali  si  possono  o render  ra- 
zionali o ridurre  a forme  conosciute. 

1.  A fin  di  render  subito  razionale  una  funzione  che 
contenesse  la  radice  seconda  di  a -f-  fcar  -|-  ar*  , si  porrà 


l/a  -f  bx  -f  x*  = z — x , 

supponendo  che  x*  abbia  il  segno  -f-  sotto  il  radicale.  Si 
avrà  così 

a -f  bx  = — 2 xz  -f-  z* , 
bdx  =s  — 2zdx  — 2xdz  -f-  2zdz  , 


quindi 


x 


ay+ta+a) 

2z+b  ’ ' (2z-fb)»  * 


^a  + bx  -f  x* 


sf-l-bz-f  a 
2z-fb 


2.  Il  proposto  radicale  diverrà  ancora  razionale  , quando 
Ira  x ed  una  nuova  variabile  z si  stabilisca  la  seguente  re- 
lazione : 


V a. bx  -f  x*  =j  |/a  -f-  xz. 


Ne  risulterà  b-f  x=s2zl/a-fxz* , 

dx  = 2dz  l/a-|-  z*dx  -f  2xzdz  ; 


quindi 


„ _ 2zl/a  - b 0 l/a- bz -fi Va 

1-z*  ’ 1 - (1  — z*)* 
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c 


l^a  + bx  -j-  x*  “ 


[/a  — \>7.  -f-  7.*  l/a 

1— / 


dimodoché  si  è eliminato  il  segno  radicale  , c dx  c restato 
razionale. 

3.  Se  nella  forma  l/a  4-  bx  + x*  la  quantità  a fosse  ne- 
gativa, il  metodo  esposto  condurrebbe  ad  un  numero  imma- 
ginario. Per  ciò  evitare  giova  la  seguente  trasformazione. 

Giacché  nell’  ipotesi  di  o negativa  le  radici  dell’  equazio- 
zione  quadratica 

— a -f-  bx  -f-  x’  = 0 


sono  reali , noi  porremo 

— a -f  bx  -f  x’=(x — a)(x — fi)  , 
e V — a -f-  bx  -j-  x‘=  (x — o)z  , 

cosicché  sarà 


x — fi  — (x — a)z*  , dz  = z’dx  -f-  2 (x — d)  zdz  , 

%{fi — a)zd/. 


fi -ai'  , 

dx, 


I/—  a + bx  + x* 


(!—»*)• 

(fi  — a)* 

1 — z4 


Se  a1»  fosse  affetta  dal  segno  — nel  supposto  radicale  , 
allora  per  a positiva  si  terrebbe  il  primo  metodo  e pera 
negativa  il  secondo  ; stantechè  le  radici  dell’ equazione 

— a + bx  — xa=0 

dovranno  esser  sempre  reali , clic  in  contrario  V — a-fbx — x* 
sarebbe  sempre  immaginaria. 

Sia  p.  c.  da  cercarsi  l’integrale 

t— jv  • 

J V a+bz^-x* 
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Per  la  trasformazione  data  nel  n“  1 avremo 
ovvero  ' 2 

Ir?  “'!}+*+ l/a+b*+4 

U quale  integrale  coincide  con  quello  dell’  equazione  16  del 
n”  35  ; imperocché  basterà  porre  in  quello  c = 1 ed  in 
questo  introdurre  la  costante  1 2 per  conoscere  l’ identità  del- 
la forma. 

Rispetto  poi  all’  integrale 

w* . 

• V'  a-j-bx — x* 

dovendosi  supporre  reali  le  radici  dell’  equazione  : 
a -f  bx  — x’  = 0 , 

potremo  applicarvi  la  trasformazione  del  n°  3 di  questo  pa- 
ragrafo. 

In  conseguenza  ponendo 

x*  — bx  — a = (x— a)(x— J3) 

e ^a  -j-  bx  — x‘  = — (x  — a)z, 

si  avrà 


£ x — (x  — a) z*  , dx(l  -f  z*)  s=  — 2(x  — a)zdz  , 
di  2dz 

0 — ■ ■ S3  * 

(l— a)z  1-fz*  ’ 

quindi  \-—  dX  - - = — 2arc|g«/-^li 
Jl/a-f-bx— x*  V x — x 

-(2i-b)  + \/Ì?+U 

2x~  b+l/b^pà 
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Or  essendo  per  ogni  angolo  n : 


sara 

e 


2u  = arclg|T^~J, 


2arctg  \/  (2t- 

V (2i  — 


— (2i  — b)  + 1/ b’-f-  4a  , l/b*-Ma  — (2i—  li)*  . 

— i £-£-!- —are  Ig 


(2i  — b)+l/b*  + 4a 
Similmente  essendo 

1 


2x  — b 


COSU  = 


ed  u =>  arccos 


1 


1/l+tg‘u 


. |/b*  + 4n  (2x  b)‘ 

sara  arctg ^ arccos 


V l+tg'ii 

2i — b 


5 


di 


= — are  cos  • 


J/V+ia 

2l  — b 


j/a  + bx  — x* 


l/b‘-t-ia 


70. 


Riduzione  delle  forme  Irrazionali. 


Se  nella  forma  generale 

v_ 

x^a  -f-  bxr)s  = X 

m ed  r rappresentino  qualsivogliano  calori  reali,  ma  p e q 
siano  numeri  interi,  vi  sono  pochi  casi  soltanto  nei  quali  pei 
valori  di  questi  quattro  esponenti  l’ irrazionalità  può  esser 
toit%  di  mezzo.  Ed  in  vero  ponendo 

a + bxr  = z1 , 


si  arra 


n 

qzi~’  y.  — a)  t 


dz  , 
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Xdx  i 


<\z 


r+i— ' 


o <"+* 

dz  ; 


rb 


Lm 


cosicché  la  funzione  Xdx  sarà  razionale  , se  sia  nu- 

r 

mero  intero. 

Potendosi  la  stessa  espressione  di  X scriver  sotto  la  forma 
X=5x“+^P(ax“,'+b)f  , 

è chiaro  che  Xdx  sarà  ancora  funzione  razionale  , se 


_P 

r r q 


rappresenti  un  numero  intero. 

Eccetto  questi  due  casi  la  funzione  differenziale  Xdx  non 
potrà  divenir  razionale.  Si  è quindi  costretto  ricondurla  ad 


una  delle  note  forme  , in  cui  uno  degli  esponenti  m e - , 

o tutti  due  ad  un  tempo  si  presentino  alterati.  Con  ciò  si 
ottengono  tre  forme  , ciascuna  delle  quali  potrà  prendersi 
in  doppio  modo  , secondochè  l’ esponente  alterato  potrà  di- 
venire maggiore  o minore. 

Pongasi  , all’oggetto  d’integrare  per  parti  , nell’equazio- 
ne 2 del  n°  54 


dv  = x”dx  , u = (a-f-  bxr)n  , 

m , n ed  r disegnando  qualunque  numero  intero  o fratto, 
od  anche  immaginario.  Sarà  dunque 


du  = nrb  (a  -j-  bxr)n— 1 xr 
e quindi  si  ha  l’equazione 


dx  , v = 


xm+« 

in-t-1 


1.  f xro(a -f- bxr)n  dx: 


xm+l(a+bir)n 

m-t-I 
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mercè  la  quale  l’ integrale  proposto  è riferito  ad  un’altro 
nel  quale  m si  mostra  aumentato  ed  n diminuito.  Se  poi 
dovesse  m divenir  minore  ed  n maggiore,  si  scambierebbe  m 
con  to  — r ed  n con  n -f-  1 nell"  equazione  1 , che  cosi  di- 
verrebbe 


/ x“-r(a+ bxr)n+‘dx 


,(8-H«T+t 


m — r-f-l 
r(n-f-l)b 


iu — r-j- 1 


/xm(a  + bxp)n  dx  ; 


la  quale  risoluta  rispetto  all’  integrale  che  contiene  nel  2® 
membro  , ci  dà  • » 


2. 


/xm(a-fbxf)"dx 


xm—+.  (a-J-bx'p-r' 


m-r+»  r \m — r 


(a  + bxr)n+'dx. 


Da  questa  equazione  2 si  può  per  l’integrale  del  1°  mem- 
bro dedurre  una  nuova  espressione  , in  cui  si  mostri  alte- 
rato il  solo  esponente  m.  Imperocché  decomponendo  la  for- 
ma (a  -f-  bxr)"+‘  in  due  fattori  che  abbiano  rispettivamente 
gli  esponenti  n cd  1 , si  avrà 

(a+bxr)”+’=(a-l-bxr)n.  (a  4-  bxr) 

= a (a  -|-  bxr)”-|-  bx'  (a  -j-  bxr)n  ; 

in  conseguenza 

xm_r  (a  -j-bx')n+,  = axm_r  (a  -f  bxr)  n-f  bx"(a  -f  bx')"  ; 


c perciò 

/x™(  a+bx^dx 


r(n-H)l) 


(m  r+')»/x«-'(a+bxTdx- 


r(n-|-l)l> 


m— r-ft 

rfu+D 


f xm(a-4-bxr)"dx  ; 


ovvero  , trasportando  nel  1°  membro  il  2°  integrale  del  2’ 
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membro  , e facendone  sparire  il  fattore  costante , 


3.  J xnj(a-f-bx1')ndx  ■ 


xra— r+*(a_f_bxp)n  +« 

(in  + rn  -f-  l)b 

(ni  — r-f-  I)a  „ , , , . , 

” — ; ; — - f xm-r(a-f-bxr)ndx. 

(m  + rn-fljb*'  v 1 • 


In  questa  equazione  n è rimasto  invariato  , all’  opposto  m 
* è divenuto  minore.  Se  al  contrario  m debba  divenire  più 
grande  , bisognerà  scambiarvi  m — r con  m e ridurre  1’  e- 
quazione  risultante  alla  forma  precedente.  Per  l’ indicata  so- 
stituzione si  ottieue 


J v 1 (m  -f-rn  + r -J-  l)b 

•/x-( a+bxTdx, 


(m  4-  l)a 


(in  -j-  ru  r -f-  J)b  ' 


cosicché  per  l’ integrale  che  si  trova  nel  2°  membro  si  avrà 


4.  /xra(a+bxr)ndx  = 


i“+I  (a-f-bir)n+* 


(m-H)a 

(m-f-rn-t-r+I)b 


(m-l-l)a 


fxm+ r(a4-bxr),’dx. 


Rimane  angora  a svolgere  le  due  forme  pel  caso  in  cui 
m rimanendo  invariato  , n debba  esser  più  grande  o più 
piccolo.  Servono  a ciò  le  equazioni  1 e 4 , scomponendovi 
j.m+r  in  xm.  xr.  Scegliendo  perciò  l’equazione  4,  si  avrà 


x"+'  = ^.bxr  = ^l(a  + bx'-a), 

ovvero  xn,+r  = (a-fbx'')  — i-x™  , 

donde 

x” + r (a  -f-  bjQ"  =,  il  (a  -f  bxp)"+ 1 — Ì-  x”  (a -f bx1)"  ; 
quindi  per  l’ equazione  4 si  avrà  ; 
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+bxT^= 


(m-(-l)a  J ' 1 ' 

'/.vM(a+bx7dx  , 


m+nr+r+l 


1 in-(-l 

ovvero  , trasportando  nel  1°  membro  il  2°  integrale  del  2° 
membro  , e facendo  sparire  il  fattore  costante , 

xm+I(a-fbxr)n+' 


5.  /x"{ a-fbx')"dx  = - 


r(n+l)a 


»i+nr+r_-M_  (a  + b 

In  fine  , scriviamo  in  quest’  ultima  equazione  n — 1 in 
vece  di  n per  diminuire  l’ esponente  n , ed  avremo 

xm+'  (a-f  bxr)n 


/xm( a-}-bx,),'~,  dx  s 


+ a + bx^dx; 


ma 


quindi  per  l’ integrale  del  2“  membro  risulterà 

x”+«  (a+l»xr)n 
in-|-rn+l 

fnji 

i . a -f-  bx-)n-,dx. 

T m + ni  + l J v ^ ’ 


6.  /x”(a+bxr)ndx: 


Le  equazioni  da  1 a 6 ammettono  molte  applicazioni,  al- 
cune delle  quali  possono  qui  aver  luogo. 

Esempio  f . Per  ridurre  l’ integrale 


5 


x”dx 

kV—  x3 


1 


basterà  scambiare  n con  in , — con  n , 2 con  r , a * 

té 

con  ne  — 1 con  6 per  vedere  che  potremo  riferirlo  alla 
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forma  generale  delle  equazioni  da  1 a 6.  Or  nell’  ipotesi  che 
ti  rappresenti  un  numero  intero  positivo  , bisognerà  far  di- 
pendere l’ integrale  proposto  dalla  forma  conosciuta 

xdx  f dx 

— - ovvero  \ — - — . 
l/a‘— x‘  J|/a*— x» 


Quindi  la  radice  nel  denominatore , ossia  — ~ 


7i,  dovrà 


rimaner  invariata,  e divenir  minore  1’  esponente  di  x in  xn. 
Bisognerà  dunque  ricorrere  all’  equazione  3 , al  cui  integra- 
le comparando  quello  che  ci  siamo  proposto , avremo  in 
conseguenza  dei  valori  dati  • 


' |/a*  — x*  n n Jl/a‘ — x*  ’ 


l|/à 

e per  a = 1 


f x"dx  _ r'|/l-x‘  n— 1 C x'-'dx 

ò l/F-x*  n u J i/I-^T*  ’ 

E trattando  allo  stesso  modo  integrale  del  2“  membro  , 
avremo  in  fine  per  ti  dispari 


8.  '^1 

" * "-2 


n — s 


+ (°-1)(n-3)  x„ 


(n  — 2j(n  — 4) 


» , , (n-lXn-3)  -2  > 

‘r  (n-2)(u )’ 


e per  ti  pari 
9 


^ nndx  j/ 1 — xa  5 


n— r | n — 1 n— i 

* +r— s-x 


n —2 


(n  l)(n  3)  , (n-l)(n-3)..^,) 

(n  — 2)(u  — 4)  "1  ' (n  — 2Xn  — 4)3^ 


Fhakii  Calc.  Diff. 


(n-IXn-3)...S 

+ -, tt. — -arcsenx. 

n(n  — 2Xn— 4)...2 

18 
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Se  nell’  integrale  proposto  n fosse  negativo  , e quindi  da 
dover  crescere , bisognerebbe  ricorrere  all’  equazione  4,  che 
darebbe 

j— 1 l/t'  — x*  ( n — 2 

(u  — l)a*  + (n-l)»*  J l/a»-x*" 

dalla  quale  equazione  , come  dimostrano  1’  equazioni  8 c 9, 
risultano  due  forme  simili , essendoché  l’ integrale  dell’  e- 
quazione  10  è riducibile  a 

f di  f dx 

\ ■ ■ ovvero  a \ — 

. J *l/a“— x'  J l/a*— i* 

La  seconda  di  queste  due  espressioni  è nota  , e la  prima  è 
riducibile  all’  equazione  9 del  n°  58  , essendoché  quest’  ul- 
tima nell’  ipotesi  di  a = a”  , 6 = 0,  c = — 1 ci  dà 


11. 


dx 


J_1  g»(a— 1/"‘— *’) 


J xl/ a“ — x* 

In  fine  mercè  le  equazioni  8 e 9 si  potrà  trasformare 


l’ integrale 


dx 


J V 1 — x*  1/ a-)-x 

in  una  serie.  Imperocché  essendo 

1 _ 1 j.  J_  X 1.3  x*  1.3.5  x*  > 

2 ' a +2^'  a*-2X6'  J» 

si  avrà 

12. 


J 1/ 1— x*  1/  a 


l/a+i 


- are  sen  x 


+-L\sr=? 


a 

1.3 


2a» 


ìarcsen*i 

+±ì^{'  + *}vct_+... 

2.4.6n*  3 3 ’ 
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Similmente  si  avrà 


13.^ — 1 l?x  dx = are sen x + 4 * — x' — -5arcsenxi 

+èti 

+i&'[£+a*+£«!^ 


1.3.3 


2.4.6 

Esemplo  2.  L’integrale 
f x"dx 


are  sen  x + 


] 


ovvero 


P x°—  »dx 


Jl/ai-f-bx*  J l/a-(-bx 

si  ridurrà  facilmente  alla  forma  di  una  delle  sei  precedenti 
equazioni.  Ed  in  questa  riduzione  è da  osservarsi  che  gl’in- 
tegrali 

C— , (— g— 

J l/ax-j-bx*  J l/ax-j-bx* 

sono  noti  , giacché  il  primo  si  deduce  dall’  equazione  4-  n°  58 
ed  il  secondo  dalle  equazioni  15  e 16  n°  55.  Quindi  per 
giungere  a questi  integrali  è da  applicarsi  dinuovo  l’equa- 
zione 3 per  ottenerne 

xn— '1/ ax-J-hx"*  (2n— I)a  f xn— dx 

“*»  2nb  ) * 


w. 


C x"dx 
J l/ax+bi'* 


all’  opposto  per  n negativo  si  avrà  dall’  equazione  4 : 

15.  C ■ 

J xVax-H»x* 


2l-/ax-f-bx*  2(n — l)b 

(2n-f-l)ax“  (2u' 


— i)t»  r 

!)a  J xo 


dx 


^ai-j-bx* 


Pel  caso  speciale  che  nell’ equazione  14  a si  muti  in  2a 
e b in  — 1 , si  ha 

# 


Digitized  by  Google 


— 276  — 


J ^ 2ax — x*  “ n Jl/2ai-x* 

E mercè  quesla  equazione  si  troverà  l’ integrale  di 

di 

l/[(2ax-x')(l-ci)]  * 

.1 

imperocché  trasformando  in  serie  (1  — ex)  * , si  ottiene 

17.  [ — c=? — \ 1+4*  ex 

) I4(2ax— x’)(l— ex)]  } |/jS5^r«  2 

. 1.3  ...  1.3.5  , , 

+lXcV+TiTCI  + ■••*!* 

71. 


Continuazione. 

Dalla  forma  binomia  a -f-  bx*  che  si  trova  sotto  il  segno 
radicale  nelle  equazioni  del  n"  precedente  , si  potrà  perve- 
nire alla  forma  trinomio  a -f-  bx  4-  ex*  scambiando  x con 
a -j-  x , come  si  è dimostrato  nell’  esempio  3 n4  55.  Più  di- 
rettamente si  raggiungerà  lo  scopo  , se  per  una  data  fun- 
zione differenziale  di  questa  specie  si  ottenga  l’equazione 
di  riduzione  da  un  differenziale. 

Così  per  l’ integrale  , a modo  di  esempio  , 

C »"«*  =x. 

J l/a-J-bx-j-cx” 

l’equazione  richiesta  sarà  data  dal  differenziale  di 

x"~‘  V a -f-  bx  -f-  ex*  ; imperocché  introducendo  questo  dif- 
ferenziale nel  denominatore  , si  ha 

d (x°—  1/a-f  bx-j-cx*)  = fn— 1)  a 

a-f  bi-f-ci4 

. (2n — I)b  xn-'dx  , x”dx 

H s — — + nc  — ; — ; 

1 1/ a-f-bx-f-cx*  l/a+bx-fcx* 
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donde  per  integrazione 

1. 


J l/a+bx+cx*  nc 


V a-f-bx-f-cx* 


_ (2n~})h  f x"-Mt  (n-l)a  f xn-*adx 

2ne  J 1/ a-J-bi+cx*  nc  J l^a+bi-f  ex* 

Perciò  questo  integrale  è riducibile  a due  forme  simili , 
e deve  riguardarsi  come  noto  , imperocché  per  n — 1 l’ e- 
quazione  4 n°  58  ci  dà 


-1  ^aTbl+cx*- ìt- 

J l/a-f-bx-f-cx*  c 2c  J 


dx 


Ka-f-bx+cx* 


Una  simile  equazione  si  ottiene  per  n negativo  ; imperoc- 
ché sostituendo  — *■  n -j-  2 ad  n nell’  equazione  1 , questa 
diviene 


f dx  1/  a+bx+cx* 

J x—*l/à+bx+cx*  (n-2)cx"-V 

{2n— 3)b  C di (n — l)a  C dx 

2(n— 2)c  Jx—l/a+bx+cx*  (n  ^)c  J x"l/,a-f-bi-|-cx* 

donde  per  l’ultimo  integrale  del  2*  membro  risulta 

2 C Bea l^a-fbx-fcx* 

J xVa+bi+cx*  _ (n— l)axn-,_ 

(2n — 3)b  C di (n— 2)c  C dx 

2(n— I )a  J xn  * l/a+bx+cx*  ('SttI)3  J xo-  «l/^bx+ci^ 

Or  ponendo  n = 2 , nc  risulta 

|T  di  [/ a-f-bx+cx*  b f dx _ 

J xM/Vj-bi+rx*  flX  2a  Jxl/a-f-bx-f-cx* 
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c l’integrale  del  2"  membro  è noto  per  le  equazioni  8c9 
del  n*  58. 

L’ equazione  2 riceverà  una  forma  più  generale  scambian- 
dovi x con  a +■  fix  j e ponendovi 

a +.  ba  +-  ca*  = A , b/3  +-  2 ca;3  = B , C/3*  = C. 

Cosi  per 

C dr 

X==\ --  » 

.)  (a+^x)rl/A-fUx+Ox‘ 

M = A/3* — Bz/3  + Ca*  , N = B/3  — 2C*  , 
si  avrà  la  relazione 

3.  (n — 1)  MX„  + NXn_,  + (n-2)  CXn_, 

bl/  A+B  x-j-C  X* 

“ (a+bx>"-‘  “ 

Esemplo.  Dall’  equazione  1 si  otterrà  facilmente 

1/14-X-4-V-Ì- 1 (2x+ 1+21/ i+x+x*), 

Vl+x+x*  4 8 

= ~'~l~  ‘-lOx+31) 

17  2x+l 

— - arcsen  -7-7-- • 

16  + v i> 


e.  Funzioni  trascendenti. 

72. 

Funzioni  trlgonomcirlelie. 

È già  noto  pel  n”  58  che  insieme  all’  integrale 
/ F'x  il*  =i  Fx 


x’dx 


V\—X— X* 
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è dato  ancora  l’ integrale 

1.  t/’F'udu  = Fu 

qualunque  sia  la  funzione  u di  x n di  altra  variabile. 

Oltrecchè  rispetto  alle  singole  specie  delle  funzioni  tra- 
scendenti si  potranno  utilizzare  le  equazioni  dei  n1  70  e 71 
relative  al  trattamento  delle  funzioni  differenziali  composte. 
Scegliamo  le  funzioni  trigonometriche 

_ „ . dx 

scn  xcos  xdx  , — 

’ (a+bco*x)n 

Rispetto  alla  prima  di  queste  due  forme  , ne  otterremo 
facilmente  l’ integrale  mercè  le  equazioni  da  1 a 6 del  n°  70. 
Imperocché  ponendo  in  ognuna  di  esse  a = 1 , b = — 1 , 

r — 2 , n — — - — - , m = n ed  x = cosar , avremo  ordi- 
natamente 


1.  f senn,xcos°xdx 


n— IxcosI1+’x  . in — 1 
“T 


n+1 


n+1 


f senm“*xcosB+‘xdx 


senal+'x  cosn—,x  . n — 1 „ _i  , , 

— T sen”+ xcos  xdx 

m+l  ' m+1  J 

= sen^-xcos^  J!r±./sen"xcos““*xdx 
in+n  tu+ii  u 

_ + Jg±!l±g, /Sen"xc0s"+Ixdx 

n+1  ‘ n+1  J 

= + ^±1  /scn™+*xcosnxdx 

m+É  1 m+l  ^ 

senm-,xcosn+,x  . m— l - m_3  _ , 

-4 — f sen  xcos  xdx. 

1 m+n  J 


ra+u 


P<-1  caso  di  m positivo  ed  n negativo  si  avrà  dalla  quarta 
delle  sei  equazioni  che  precedono  , 
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9 C scnmr  | scnnH',x  , n — m — 2 P senmx  , 

j co*“x  * (n — l)cosn—,x  n — 1 j co*n— “x  * ’ 

equazione  inapplicabile  al  solo  caso  di  n = 1.  In  questo  caso 
l’ integrale  di  dx  è da.  trattarsi  colla  sesta  forma , 


cosx 


nella  quale  l’ esponente  m diminuendo  , ne  avverrà  che  di- 
notando m un  numero  intero  , l’ integrale  sarà  riducibile 
ad  una  delle  due  forme 


C-f£^LLdx , 

J COS  X J COS  X 


Supponendo  poi  m negativo  ed  n positivo , si  otterrà  dal- 
la quinta  equazione 


P COS"X 
• J sen“x 


dx= 


-n — 2 i co*  x 

\— dx, 

a — 1 j scnm~’x 


(m — I)sen“~'x 

che  si  determinerà  per  mezzo  dell’  equazione  2 , scambian- 
dovi x con  x.  Ma  se  fosse  m—  1 , l’ultima  equa- 

zione diverrebbe  inapplicabile  ; ed  in  questo  caso  bisognerà 


ottenere  l’integrale  di 


cosnx 
seu  x 


dx  dalla  terza  delle  equazio- 


ni 1 , e quindi  per  ogni  valore  intero  di  n si  potrà  ridur- 
re alle  forme 


j seni  j seni 


Se  m ed  n siano  negativi  ad  un  tempo  , dalla  quarta  e 
quinta  delle  equazioni  1 si  avrà 


scnn,xcosD~’x  ’ 


A f dx 1 m+n-2P 

• JSen“xcos“i  (n_i)scnn-icos0-,x + ) 

g T dx  — 1 , tn-f-n— 2P  dx 

' jsen™!  cos"x—  (tn_1)sen"-x  t.os"-'x  m-1 
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L’equazione  4 per  n=l  c la  5 per  m=l  riescono  inap- 
plicabili. In  questi  casi , per  un  intero  m quando  sia  n=l , 
e per  un  intero  n nell’  ipotesi  di  m = 1 , si  perverrà  ad 
una  delle  tre  forme 


r_dx_  f 

\ seni  ’ \ cosi  ’ j 


dx 

seni  cosi 


Disegnando  m ed  n dei  numeri  interi , positivi  o negati- 
vi , le  equazioni  da  1 a 5 condurranno  ad  integrali  della 
forma 

dx  , senxdx  , cosxdx  , senxcosxdx  , 


Di 


OCU*  , VU9A  UJk  a*  ax 

' ax  ) - dx  j — — — - — ■■  ■ » — -» 

cosi  senx  seni  cosi  seni  cosi 

quest’  integrali  i primi  tre  son  noti  , 

f dx  ==  x , f senxdx  = — cosx  , f cosxdx  = scn  x. 


Rispetto  alla  quarta  e sesta  forma  osservando  che  cosxdx 
è il  differenziale  di  senx  , e riguardo  alla  quinta  forma  che 
senxdx  è il  differenziale  di  — cosx  , si  ha 


6. 


7. 

8. 


f senxcosxdx  = ~~  sen'x 

M 

CiflLdx=:-lC0SX 

J COSI 

C-£2LLdxss=lsenx 

J seni 


Ponendo  nell’  integrale  di  in  vece  di  senx  il  pro- 

° senx 

dotto  2 cos  ~ scn  , e dividendo  numeratore  e deno- 
minatore per  cos*  , si  avrà 
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A "T  . f11»! 

• ( '»*'  -j-  c0!  T S ^ 15  T 


9. 


f di  , v 

J-S^-="8T; 


e sostituendo  ~ -f-  x ad  x , ne  risulterà 
31 


10. 


In  fine  dividendo  per  costar  i due  termini  della  forma 

dx  . . 

, si  ottiene 


senxcosx 

11. 


i«SL-  l.g*. 

J seu  x cos  x J tg  * 

Esempla.  Siano  da  trovarsi  gl’  integrali 

/ sen”x  dx  , / cos"x  dx,  / tgnx  dx. 

Per  la  sesta  delle  cqu.  1 si  ha 

12.  ysen  xdx  = 1 f scn  xdx; 


-f  - — - f cos"—' 'xdx  , 

u ■' 


per  la  terza  di  esse  si  ottiene 
13.  /cos"x  dx  = — - 
e per  la  prima 

li.  /tg"xdx  f lg"-*xdx. 

Trattando  similmente  gl’  integrali  clic  si  trovano  nei  sc- 
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condì  membri  di  queste  tre  equazioni , e spingendo  1’  ope- 
razione finché  si  giunga  ad  una  delle  precedenti  equazioni 
finali , si  troverà  nel  caso  di  n pari  ovvero  2n  : 


15.  f sen,0xdx= — 

Cn— 1 0(20-5)  , 

“ (2u — 2)(2u — 4)  ^ 


2n— 1 
’ 2n — 2 


16.  /cos*“xdx  = ~j 
, (2n-l)(2n-3) 


cos 


. (2n— tX2n— 3)...S.3  ) 

(2n — 2)(2u — 4-)... 4.2  Snn  X) 
, (2n — 1 )(2 — 3). . .S . 3 . 1 _ 
2«(2u — 2). ..6.4. 2 

i i 2n — 1 » 

X + - — - cos”  X 


(2n— 2)(2u — i) 


cos^’x-J h 


2n — 2 
(2n — l)(2n — 3). ..5. 3 


COSX 


(2u — 2)(2u — t). . .4.2 
(2n — l)(2n — 3)...S.3.1 
2n(2n — 2). ..6.4.2. 


trr*D-M 

17.  /lg'"xdx  = -|- 


2(1 — 1 


2a — 3 


; tgxzhx. 


Al  contrario  per  n dispari  ossia  per  ?i  = 2?c  1 : 


18.  f sen*0+‘xdx= — '^+1  {scn>°x  2^1  scn'ln'~,x+-'‘ 

2n(2n—2)(2n — 4). -.4.2  ) 

"*  (2n — i)(2n — 3)(2u — 5).. 3.1  >* 

19.  /cosan+,xdx  = -^j- |cos*"x  + ^37Cos*d“*x  -f  ••• 

2n(2n — 2)(2n — 4)... 4.2  f 
+ (2n — 1 )[2n — 3)(2n — 5).  ..3. 1 1* 


20.  /‘tg,n+,xdx=^!l 
J ° 2n 


2n — 2 


4"  I COSX. 


Similmente  si  avrà 


f di  cosi  , n— 2 C dx 

' scu"x  ssa  (n— l)scnn-‘x  ' il— 1 j'sen"— ’x 


Digitized  by  Google 


22 

23 


f di  seni  n— 2 P di 

J cos°x  (n— l)cos,'-,i  "*  n—  1 J cosu~*x  ’ 

C dl  _ 1 C di 

J tg“x  “ (n— J)ig“— x J 


Dalle  quali  Ire  equazioni  si  avranno  formule  di  riduzione 
simili  a quelle  presentate  nelle  equazioni  da  15  fino  a 20. 

73. 

Continuazione. 

La  forinola  presentata  nel  n°  precedente 

f di 
j (a +b cosi)" 

verrà  integrata  nel  modo  più  facile  , ricorrendo  all'  equa- 
zione 3 del  n°  71  ; imperocché  facendo  in  essa 

A = 1 , B = 0 , C = — 1 ed  x = cos  x , 


si  ha  per 
la  relazione 


“.Si 


dx 


(a-}-bcosi)n 


(n  _ l)(b*-a’)X„+  (2n — 3)aX0_, — (n — 2)X„_a 

bsen  x ^ 

(a+bcosx)n— 1 

ovvero  , risolvendo  rispetto  ad  Xo  c sostituendo  ad  XD  ’ 
— i ) X„_t  i rispettivi  valori 


1. 


s 


di 


b scn  i 


(a-j-bcos)x“ 


(n — 1 )(ba — a*)(a  -f  b cos  x)n— * 
di 


I 


(2hte3)a  f 


(a + b cosi)" 
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I _ 0—2  f di 

(a-IXb*-a*)  J(a+bcosi)°-»' 

Quindi  per  n = 2 risulterà 

«j»  f dt bsenx  a f dt 

‘ ) (a— bcosx)*  (b*-a*)(a+bcosi)  b’-a*  J a+bcosx  » 

dimodoché  l’ integrale  proposto  è ricondotto  alla  forma 

di 


s 


a-j-b  cos  i 


Per  integrare  questa  forma,  ci  serviremo  dell’ equazione 
17  del  n°  58  , ponendovi  1 in  vece  di  A , — 1 in  vece 
di  C e cosi  in  luogo  di  x.  Cosi  avremo 


di 


1 , ( 1/V+/3*  \ 

i ^r== arc  sj  a cotxj 

essendoché  arc  tg  z -f-  arc  tg  — = JL. 

Or  profittando  per  quest’  ultima  equazione  equazione  del- 
la relazione 

1 


cos*x  = Y (1  + cos2x)  , 
imbiati 

con  b si  avrà  l’equazione 


dimodoché  x sia  scambiata  con  — , 2a“-f/S*  con  a e /3* 

2 


3.  C— arctgjl/iTlLtgJLÌ, 
J a-fbcosi  l/aTZ^r  8 ì V a+b  8 2 )* 

la  quale  è applicabile  nel  solo  caso  di  a >6. 

Wcl  caso  poi  di  a<6  , j^rnota  relazione  * 
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e l’equazione  3 condurranno  alla  nuova  forma 

. , l/b+1 4- tg  4* 

4 f d*  ^ l l — 

J a+f)C0SX  1^=^  l/b+a  4-  l/j^a  tg  ~ 

Se  finalmente  sia  a — b , le  relazioni 

l + cosx  = 2cos’-l  e ^7  = ‘g* 

ci  daranno 

f <l*  .x 

5-  jT^7=t«T- 

74. 

Altre  funzioni  trascendenti. 

Nel  differenziale  P z"dx  rappresenti  P una  qualsivoglia  fun- 
zione di  x , e 3 sia  una  funzione  trascendente  della  stessa 
variabile  x ; siano  inoltre 

/Pdx  = Q,  /Q^dx-R,  /R~dx~S,... 

Se  le  funzioni  Q , R . sono  determinabili  per  inte- 

grazione , sarà  noto  ancora  I*  integrale  di  Pa°dx.  Imperoc- 
ché integrando  per  parti  avremo 

/Pz"dx  = Qz"-n/Qz—  £ dx  , 

/Q*n-‘ ~ àx  = Rz-'-  (n-l)/Rz-3±  dx  , 

^ = Sz"-11  (n  2)  fSzn~*~  dx  , 
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quindi 

1.  /Pz"dx  = QzB—  nRzn'',-fn(n—  lJSz""* {- 

Esemplo.  Ponendo  in  questa  equazione  P = 1 , e sosti- 
tuendo a s successivamente  i valori 


z=ilx,  z = arcsenx,  z = arccosx 


z = l(x+l/l4-x*), 
si  avranno  facilmente  le  equazioni 

2.  /l"xdx  = xrxjl !] — | Un(n-I)..3.2.1> 

J l ll^  l*X  ~ — Ì»SE  )’ 

3.  t/*(arcsenx)"dx=(arcsenx)njx4-  n(n— l)x 

( arcsenx  (are  seni)* 

n(n — l)(n~2)l/ 1 — x*  » 

(are  seni)1  ' J 

4.  /(arccosx)"dx=(arccosx)"|x  — "(n— l)v 

' ( arccosx  (arccosx)* 

_L  n(n~ l)(n— 2)l/l—  i*  , » 

(arccosx)’ 

5.  /[ln(r*{-l/''14-x,)]dx=l',(x-J-|/ l-f-x*)jx "^1+x* 

< Ifi+l/l+x)* 

I n(n— 1)x  n(n— l)(n— 2)l/l+x*-  * 

l^x+|/ì+F)  r(+il/I+?)  ^ )' 

In  egual  guisa  e nell’equazione  1 facendo  P = si 
otterranno  gl’integrali  dei  differenziali 

x*  ^"xdx  , x*“ * (arcsenx)ndx. 

Pel  primo  di  questi  integrali  , a cagione  di  esempio , si  ha 
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6.  /x—rxdx  = ^-fx|l 


n 


alx 


4 


n(n — 1)  , 

a'  l*x 

n(n — 1)-  • 3.  9.  I 
a5!"! 


I differenziali  dei  primi  membri  delle  equazioni  2 , 5 e 6 
si  possono  trasformare  in  funzioni  esponenziali , come  quel- 
li delle  equazioni  3 e 4 lo  saranno  in  funzioni  trigonome- 
triche , quando  si  ponga  nelle  equazioni  2 e 6 

1 x = z , xae‘,  dx  =ss e' dz  , 
e nell’ equazione  5 

l(x-fl/l+x*)  = z , x-B/l-fx*  = c*  , 
ed  essendo 

(x+t/I+F)(— X+I /I+T')  1 ^ ^ 

— x+i/i+x*  —x+i/rfx* 

— x +1/ 1 -|-x’  = e-1 , 


e*— e"*  c*4-c— * . 

sara  x = — • , dx  = — - — dz  , 


c finalmente  nell’  equazione  3 e 4 

arcsenx  ==  z , x = senz,  dx  = coszdz, 
arccosx  = z,  x = cosz,  dx  = — senzdz. 


Cosi  avremo  ordinatamente  dalle  equ.  2 a 6 : 
7.  f zne*dz  = z"e,|l  n i ( ) i 


i t 

n(n — 1)...3.2.1  \ 
“ ? >’ 


8.  f z"coszdz=z’^senz[l- 


n(n— l)(n— 2) 


+— -i 


1 r IL  IX"— 2) 

4-  cosz  I - 

* L z 


IX" — 2)  , 1) 

? 4 ’j 
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n(n— 1) 


9.  f znsen  z dz  = — zn jcos  z [ 1 y - -{ ] 


-son.l-L-  +- 

* ,0. 

_ <‘‘+c~*  f JL  l_  n(" — 1)(n — 2)  v 

2 1 x ~t‘  z1  V 

11.  /2"«fe  = -^jl-JL+Jfc!l_  + ... 

a t az  ~ ,i*z*  • 

nfn — 1)...3  2.1  > 
a"z"  )* 


C.  Integrali  definiti, 
a.  Leggi  generali. 

75. 

Deduzione  dagl’  integrali  indefiniti. 

Gl’  integrali  indefiniti  rappresentano  le  relazioni  che  han 
luogo  Ira  un  dato  differenziale^  F'xdx  e l’ integrale  Fx.  Ma 
poiché  la  forma  della  funzione  Fx  viene  con  ciò  ad  esser 
conosciuta,  cosi  essi  servono  all’immediata  deduzione 
dell’  integrale  definito  di  F'xdx.  Ed  in  vero  per  l’equazio- 
ne 1 del  n”  51  vale  Ira  i limiti  x = a ed  x = b l’equa- 
zione 

1.  ^ F’xdx  = Fb  — Fa  , 

quando  y*  F'xdx  = Fx 

rappresenti  l’integrale  generale  o indefinito.  Quindi  allorché 
sarà  noto  l’integrale  indefinito,  non  si  avrà  che  a sottrarre 
il  valore  della  funzione  pel  limite  inferiore  da  quello  corri- 
Fn.tMiE  Caic.  Diff.  19 
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spondenle  al  limile  superiore,  per  ottenere  F integrale  defi- 
nito. 

Ciascun  integrale  vale  pnrtultavia  per  quei  limiti  soltan- 
to , tra  i quali  la  funzione  non  perde  la  sua  continuità , 
imperocché  per  soli  valori  consimili  il  differenziale  F'ardx 
può  tra  quei  limiti  rappresentare  una  quantità  infinitamen- 
te piccola. 

Così  l’ integrale  , per  esempio  , di  è inammisibile  tra 

i limiti  x = — a ed  x = -f-6,  essendoché  tra  questi  li- 
miti è compreso  il  valore  x=0  che  rende  infinita  l’espres- 
sione La  stessa  cosa  viene  già  indicata  dall’  equazione 

C+bdx  _ l 1 

x*  3I>'  3.C  ’ 

la  quale  ci  presenta  una  quantità  negativa  come  valore  del- 
P integrale  , mentre  per  ogni  valore  positivo  o negativo  di  x 

la  funzione  restando  sempre  positiva , tale  dovrebbe  an- 
cora esserne  la  somma  ossia  l’ integrale. 

Perciò  è indispensabile  l’esaminare  se  tra  limiti  assegnati 
una  data  funzione  integrale  rimanga  o pur  no  continua.  Que- 
sto esame  è reso  agevole  dal  teorema  del  n°  16  , essendo- 
ché dalla  continuità  della  funzione  differenziale  seguendo 
necessariamente  quella  della  funzione  integrale  e viceversa  , 
è indifferente  per  l'esperimento  della  continuità  quale  delle 
due  funzioni  si  metta  a pruova. 

Per  quest’  obbictto  facciamoci  ad  esaminare  alcuni  casi. 
Esempio  1.  L’integrale 


5 


<tx 

a-t-bx-f-cx* 


2 

1/ 4ac — b“ 


are  tg 


2ci-H> 
l/  4 ac — b“ 


dell’  equazione  7 n“  55  non  può  esser  preso  Ira  i limiti 


Digiti? 
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ac/3  lali  clic  siano 

• a l>a  + ca*< 0 e a -f-  4“  c/3’  >0 

o viceversa  , imperocché  (ra  questi  limiti  avvi  un  valore  che 
renderebbe 

1 

a-f-bj-j-cx'  °° 

Per  la  stessa  ragione  non  potrebbe  per  uno  dei  limiti  esser 
a 4-  bx  4-  ex’  = 0. 

Che  anzi  questo  trinomio  , per  ogni  valore  di  x compreso 
tra  i limili  a e $ , deve  risultare  di  un  medesimo  segno  , 
vale  a dire  che  dovranno  esser  immaginarie  le  due  radici 

x = + — 4 ac) 

dell  ultima  equazione  , ed  in  conseguenza  esser 

4 ac  >b\ 

Risultamento  del  tutto  conforme  alla  funzione  integrale, 
che  diviene  infinita  quando  sia  4 oc==b\  ed  immaginaria 
nell  ipotesi  di  4ac<6'\ 

Le  stesse  osservazioni  valgono  ancora  per  l’integrale  det- 
I equazione  16  n°  55  e per  quello  dell’equ.  7 n°  5S. 
Esempio  2.  L’ integrale 

C 1 2rv  — li 

*’  l/a  4-1)*—  cs*  i/7  1 /4ac  -f  b* 

pnò  ammettere  per  limiti  estremi  quei  valori  soltanto  che 
risoleranno  dalla  duplice  equazione 

2cx  — b 

l/i  a c + |,«  ~ — 1 ’ 

poiché  il  seno  , che  fosse  maggiore  di  4- 1 0 minore  di  —1, 
darebbe  un  valore  immaginario.  E risolvendo  T ultima  equa- 
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zionc  rispello  ad  x , si  hanno  i valori 

x — (b-+-  1/4  ac  -f-  b’  , 

che  rappresentano  i limiti  estremi  della  continuità  della  fun- 
zione differenziale  e dell’  integrale. 

Gli  stessi  limiti  valgono  ancora  per  ogni  integrale  riduci- 
bile alla  precedente  funzione  , ovvero  a 

C dx 1 1 2 ex— b4-l/4ac-H>*~ 

Ja-f-bi— ci*  2 ex—  b— l/Iac+b» 

Esempio  3.  Prendendo  in  considerazione  le  precedenti 

osservazioni , riflettendo  che  per  x — a — a la  forma  va  x 
non  è ancora  un  infinitesimo  , tosto  che  a lo  sia  ; si  tro- 
verà che  valgono  gl*  integrali 


4^’  $ 

— i 


5 


c “senbxdx 


e”11  cos  bx  dx  : 


s 


x sen 


a*-fb‘  ’ 

, t"  ( 2n  2’n(n — l)(n — 2)  , 

+ -f\- ? — + — !’ 


r 

*»  »nf  * 

enn  vf  Y — 

2.4.6. ..2n  C mn4i  , 

— =\  cos  xdx 

OLII  A UÀ  — 

O 

3.5.7...(2d+1)  \ 

r «n  , 

cpn  Yflt  

1.3  a... (2n  1)  jr_  _ f W"T(?T 

oL  11  A li  A 1 

0 

2.4-6..  2n  2 V 

« 0 

1 xIn+,dx 

2.4.6. ..2n 

3.5.7.. .(2n-j-l)  ’ 
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1.3"5...(2n — 1)  r 

274.6... 2n  ' 2 

1.3.5...(2n — 1) 


2.4.6... 2n 


£ 

£wfc-Tf,-r^r-4ti 


l/ax — x 


«•!' 

] 


76. 

.Hcfodi  generali. 


I metodi  d’ integrazione  , esposti  nei  n*  da  54  a 60  per 
gl' integrali  indefiniti  , valgono  ancora  per  gl’integrali  defi- 
niti , poiché  questi  non  contengono  che  i limili  dei  primi, 
che  ne  sono  le  forme  generali  , e quei  metodi  restano  in- 
dipendenti dai  limiti  speciali  delle  funzioni  integrande. 

Se  all’  opposto  , come  avviene  pei  metodi  di  riduzione  e 
sostituzione,  la  variabile  si  scambii  con  un’altra,  i limiti 
ancora  dovranno  alterarsi  ; dimodoché  se  nell’  equazione 

\ F'xdx  = Fxn  — Fx„ 

J«o 

la  x si  muti  in  una  nuova  variabile  z , c 
z in  zB  , quando  sia  x = x0  , 
e z in  Zn  , quando  sia  x = x„  , 

avrà  luogo  l’equazione 


1. 


P’n  f'n  , . 

V F xdx  = V Fzdz. 
*'J0  *’»• 
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Esista  inoltre  tra  F'x  e f's  la  relazione 
F'x  dx  = f'z  dz  , 
seguirà  necessariamente  che 

Fx  = fz  + C , 

imperocché  due  funzioni  , che  hanno  eguali  differenziali , 
non  possono  differire  che  di  una  quantità  costante.  Ma  dal- 
r ultima  equazione  risulta 

Fxn  = fZa  -f-  C , Fx0  = fzo  + C , 
dunque  Fxn  — Fx0  «=  fz„  — fzu  , 

ovvero  V F'xdx  = V fzdz. 

E poiché  la  relaziono 

F'xdx  = fzdz 

Buppone  che  x sia  funzione  di  s o viceversa,  ne  segue  che 
nell’  ipotesi  di  x = <?z  dovrà  reggere  ancora  l’ equazione 


purché  Fx  o F'x  resti  continua  tra  i limiti  x=z„,  x=za. 

Esemplo  I.  Integrando  tra  i limiti  x=s= — 1 ed  x=-M 
l’ equazione  9 n°  70 , ne  risulta  , tostochè  si  scriva  2n  in 
vece  di  n : 

2 f**  (2n— t)(2n— 3)...5  3.1. 

J_,  2u(2n — 2). ..6.4.2  * ’ 

essendo  arcsen( — 1)  Ma  scambiando  nell’ integra- 

le di  quest’equazione  x con  sena  dimodoché  dx  diverrà 
cos  zdz  , e V 1 — x“  si  trasformerà  in  cosz  , sarà 

r 

per  x = — 1 , scn  z = — 1 c z = 3-  > 
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per  x ss  -f- 1 , sen  z = -f- 1 e z = — ~ . 

Saranno  dunque  — -j-  e -1  i limiti  dell'  inlegrale  , ed  in 
conseguenza 

f+*  i*“di  f+f 
\ — — = \ sen*”zdz. 

Vi  — iJ 

In  fatti  l’equazione  15  n*  72  dimostra  che 

J-£  2ii(2n— 2)..  .6.4.2 

Esemplo  2.  Per  P esempio  3 n°  63  si  ha  nell’  ipotesi  di 

7Jl<  71  , 

x*m  * cos  (2m-f-1)k — cos  m k 

x’"+I  u X*—  2xcosk-4-i 

supponendo  che  k rappresenti  ordinatamente  i numeri 


2n  ' ’ 2n 


2n  — 3 2n  — 1 

— r , — r. 

2n  ’ 2u 


Mercè  l’cqu.  3 del  n°  58  si  ha  inoltre 

+ [cos(2m4-l)hcosh— cos2mk]^  . 

L’ integrale  del  2°  membro  è da  cercarsi  mercè  l’ equa- 
zione 8 n"  55  , stantcchè  si  ha  iac  — ò*>0,  ovvero 


quindi 


4 — 4 cos*k  = 4 sen”k>0  ; 

f dx  1 x — cosk 

J x1  — 2x  cos  k -f- 1 sen  k arC  ® i sen  k 


Per  noto  teorema  trigonometrico  essendo  ancora 
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cos(2m4-l)kcosk  — cos2nik  = — scn(2in-{-l)ksenk  , 
sarà 

ficosfm-M)k — cosnik  1 _ , ...  , , „ , , 

2xcòrkVì  Tcos(2m+i)kl(x  _2xcosk-f  1) 

— sen(2m4-l )k  are  tg k . 

Laonde  moltiplicando  F equazione  anzidetta  per  dx  ed  inte- 
grandola rispetto  ad  x , si  avrà 

3-  =•— ■^Vco<2m+l)kl(i-— 2xcosk+l) 

+ ^rXscn(2,n + l)k"rc  lg  ’ 

k indicando  la  serie  dei  numeri  di  sopra  mentovali. 

Essendo  2m<2n  , questa  equazione  potrà  esser  integrata 
tra  il  limite  0 ed  un  numero  u crescente  all’  infinito  , di- 
modoché si  avrà 


ovvero 

4. 


\ = -iXC0S(2n,+1)kl(u’:) 

+"è‘XSen^m+^kT 

— Jr5C0S(2”+l)k 

+ ^^sen(2m-f  l)k , 


k conservando  il  suo  significalo. 

Le  somme  di  cos(2m-fl)A;  e sen(2m-f-l)à  di  questa  equa- 
zione possono  ridursi  ad  espressioni  finite.  Imperocché  po- 
nendo — 1 = i , abbiamo  subito 


2cos(2m-}-l)k  = e(‘'"+,)k,  + e_{,“+,)li. 
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„ i -,  , 2m  -f- 1 . 

Or  ponendo  per  brevità  — — — r = 3,  si  avra 

2Vcos(2m-fl)k  = e-+e’,,+-+6(”",)d 

-|_e-*i4-e“”H f-  ■>« 


ovvero 


2^,eos  (2m-f  l)k  = ci:(l+e“^ (-  e'“— >) 


+ e— ;(l+e“n,i  H e-K«—* >\ 


anti  . 

«i  e —I 
e 

ni 

e —1 


+ e 


C 


—imi | 


Ma  essendo 

-4-anii  - , _ 

e—  = cos2nzrh iscn2nz,  e z 

-4-a  n*i 


‘-i 


2m+l 


2n  * 

sarà  e—  = cos(2iu4-1)t  ± isen(2m4-l)r= — 1» 
ed  in  conseguenza 


ovvero 


2 V cos  (2,n  + l)k  = _ 2 _J- 2 —TT—  , 

e**‘— 1 c~a“—  1 

ro 

^^,cos(2m-j-l)k  = 


>tl  n — ZI 


eu.  c 


= 0 


1*1 /V—** 


laonde  pel  numero 


e*1 — e 
2m  4- 1 


c— “ — c“ 


k , quando  — - sia  fra- 
2u  1 2 a 


zionc  vera,  avrà  luogo  l’equazione 

cosar  + cosSar  -{-  costar  4-  • • • 4"  cos(2r+l)ar  = 0. 
Per  quel  che  poi  riguarda  la  somma  dei  sen  (2in  + 1)A* , 


si  ha 


o-  /n  . Om+i)ki  — <On-f-i)ki 

2isen  (2m-j-  l)k  = c — e , 
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quindi  coll’ajulo  delle  precedenti  equazioni 


2i'V'scn  (2 iu-f-1  )K = — 2 — — f 2 — - = 

j e— “* 1 2iscuz 

ed  in  conseguenza 

^£sen  (2in-|-l)k  = 


1 

2m-ft 

2u 


Quindi  pel  suddetto  significato  di  a si  ottiene  l’equazione 


senar  4-  scn  3 a*  -4-  sen  5 a*  H (-  sen  (2r-f-l)ar  = 

1 1 ' ' ' sena;  1 


r indicando  un  numero  qualunque  intero. 

Or  introducendo  nell’ equazione  4 i valori  che  abbiamo 
trovato  delle  somme  di  cos(2m-f-l)k  c sen(2w-f-l)k,  ne 
risulta 


5. 


201 

x dx 


i*m+i 


r 


2u  scu 


2 in -fi 
2n  “ 


» 


giacché  il  numero  assoluto  2 cos  (2m-f  l)k  = 0 , moltipli- 
calo per  lu  ovvero  l(oo)  , deve  dare  un  prodotto  nullo. 

In  fine  ponendo  in  questa  equazione 


quindi 


x = y,  e 

dy 


2in  -f  1 
2n 


d\  = 


<iy 


2n  l* 


2n  y '“ni 


c considerando  che  dovrà  essere 


per  x = 0 anche  y = 0 , 
per  x = oc  anche  y — cc  : 


30  a — ? , 

\ 1 111  r 

j x + 1 sen  az 

• O 
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ovvero  , scrivendo  x in  vece  di  y , 

.»*  _a — ? , 

6. 

•'o 

nella  quale  aquazione  a significa  una  frazione  vera  positiva. 

■tempio  5.  Se  nelle  equazioni  20  e 21  del  n°  58  scam- 
biamo a con  — a ovvero  x con  — x , risulteranno  le  due 
equazioni 

/— «i  » « bsenbx — acosbx 

c cosbxdx  = — — e 

a -f-  b 

/—a,  , , bcoshxJ-asonbx  

c sen  bx  dx  — e , 

a'-fb*  ’ 

che  possono  esser  prese  tra  i limiti  0 e oo.  Quindi  risulle- 
ranuo  le  equazioni 


e “cosbxdx 


5: 


e “scnbxdx: 


a'-fb*  ’ 
b 


a*  -f-  b* 


le  quali  differenziate  j»  volte  rispetto  ad  a , diverranno 
avuto  riguardo  alle  equazioni 

(»)  Il  (n)  X 

1 a*  -f-  x“  c * a*  + x* 
dell’  esempio  2 n®  12  , 

7.  \ iV, costedx  = 1.  2.  3 ...  n , 


8. 


.V 

* a 

r 

V x e 


(a^  + b®)^ 

senbxdx  = 1.  2.  3 . . . n -^+l)?  ■ , 


(ante- 


ponendo ip  = arclg— • 
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Le  due  equazioni  valgono  ancora  per  a = 0 ; sarà  in  con- 
seguenza <p  sa  , e per  n — 1 in  vece  di  n si  avrà 


$> 


2 

cosbxdx 


1.  2.  3 . . . (n— 1)  nr 
_ cos  — , 


, . 1.  2 3 . . . (n  — 1)  nz 

senbxdx  = scn  — 

ir*  2 


L’  equazione  f e-*1  dx  = e~a* 

può  essere  egualmente  integrala  tra  x = 0 ed  x = gc.  Es- 
sa ci  dà 


dalla  quale  , mercè  (/i  — 1 differenziazioni  rispetto  ad  a , 
risulta 


9. 


f*  -a»  , 1.  2.  3 . . . (il  — 1) 

\ x e dx  = — 


a" 


In  egunl  guisa  l’  equazione 

r_i!i .ii-} 

3.  ■+«*  2 ’ 

differenziata  n volte  rispetto  ad  a , ci  somministra 
f*  1.2.3... mix  1.3.5.. .(2n— lì  r 


\ (a-fxT+' 


2-an+T 


ovvero  , abbreviando  e scambiando  a con  a , 

lft  f"  rii  13.  5...  (2i  i-l) 

) (a*  + xI)"+‘  ““  2.4.6...: 


. 2n  2dll,+ 1 

Esempio  4.  Se  le  già  adoperate  equazioni 
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V^‘=T  * 


e "cosnxdxss 


i 


e Mscnnxdx  = 


a*+u 


T ) 


vengano  integrale  rispetto  ad  a e tra  i limiti  b e c , esse 
daranno 


(% x —Ut  — et 


12 

13 


, r- 


— e 


/%*  —Ut 


a 1 , c*+n" 

- cosnxdx  = — 1 - , ■ 

2 b*-f-  u* 


•Ut  —ex  _ i_ 

- a C D 

— sennxdx  = arclg arctg — * 

° n n 


La  prima  di  queste  tre  equazioni  suppone  che  i due  limi- 
ti 6 e c siano  diversi  da  zero  ed  abbiano  lo  stesso  segno. 
A questa  limitazione  non  sono  però  sottoposte  le  altre  due; 
ed  in  conseguenza  ponendo  nella  terza  equazione  b «=  0 e 
r = oo  , si  ottiene  l' equazione 

e senni  , " 

14.  y — r-‘k“7’ 

che  vale  per  ogni  valore  positivo  «. 

77. 

Metodi  speciali. 

L'  equazione  ^ F’x  dx  = l’ b — Fa 

dimostra  che  ogni  differenza  , eguale  nella  forma  al  suo  2’ 
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membro  , può  riguardarsi  qual  integrale  definito  della  fun- 
zione F'xrfx  rappresentata  dal  simbolo  F.  Da  questa  consi- 
derazione deriva  la  conoscenza  di  alcuni  attributi  proprii  de- 
gl’ integrali  definiti. 

1 .  Essendo  Fb  — Fa  = — (Fa  — Fb) 
c Fa  — Fb=»^  F’xdx, 

sarà  ^ F’xdx  = — ^ F’xdx. 

2.  Se  la  funzione  Fx  è continua  tra  i limiti  x = a ed 

x = b , lo  sarà  ancora  per  x = c , supponendo  che  sia 

6>c>a.  Quindi  l’equazione  identica 

FI)  — Fa  = (Fc  — Fa)  + (Fb — Fc) 

mena  alla  relazione 

pi»  p C pi» 

V F'xdx  =\  F'xdx -f  \ F'xdx. 

Ja  Ja  Je 

3.  Inoltre  l’equazione 

Fa  — Fb  = F (b-f-c — c)  — F(a-j-c — c) 

è soddisfatta  per  ogni  valore  di  c.  Ma  se  il  valore  dell’ in- 
tegrale , di  cui  costa  il  2“  membro  , deve  pareggiare  il  1°, 
i suoi  limili  dovranno  essere  ò-fr  cd  o-f  c,  e F (x — c) 
la  funzione  , dalla  quale  risulteranno  Fa  c Fl> , quando  vi 
s’introducano  b-j-c  ed  a-f-c.  Si  avrà  dunque  dall’ultima 
equazione 

pi»  /»b+e 

\ F'xdx  =>  \ F'(x  — c)dx  , 

Ja  «J.14.C 

ovvero,  supponendo  che  F'(x-f-c)  rimanga  continua  e die  x 
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sia  scambiata  con  x -f-  c , 

/*b  pb-f*<» 

\ F'  (x  -f-  c)  dx  ss  \ F'xdx. 

«3»  J«  + e 

4.  Dall’  eguaglianza 

Fb-F— F^|-Pj^| 
si  perviene  nello  stesso  modo  all’  equazione 

JV  (cx)dx  = i-^Vxdx, 

ovvero , ^ F'x  dx  = ^ F'  dx. 

■tempio  I.  Se  nell’ integrale 

f"  di  r 

J — UT 

* O 

si  ponga  — x in  vece  di  x , cosicché  j limiti  0 e oo  pas- 
sino rispettivamente  a 0 e — oo  , si  avrà  per  1’  equazione 
sotto  il  n°  1 

C~”  dx  = f ’ di 

J.  a*  + x‘  ™ 2a  ™ a‘  + *-' 

Or  per  l’equazione  sotto  il  n°  2 si  ha 


Del  pari  sarà 


di 

r dx 

aa  + x*  = 

j-»  a,+x’ 

= \ _scn"xdx-f-\  ! 

*>— r 

«’o 
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Ma 


C sen'"xdx  = — ^ 'scn,"xdx, 
•’  ~'i-  *’  o 


e scambiando  nell’integrale  a destra  x con  — x si  ottiene 
— ^ *sen’"’xdx=  ^ ‘ sen*"xdx  ; 

* o 

r+f  r+£ 

dunque  V _ senvnxdx  = 2 \ sen*”xdx , 

c prendendo  il  valore  del  primo  membro  dall’ esempio  l del 
n°  70 , si  avrà 


$ 


~sen*nxdx 


1.3B..(2n — 1)  r 


2.4.6... 2n  2 
Esempio  2.  L’integrale  dell’ equazione  6 n"  70 


C xn—,(Jt  r 

} 1 -j-  x s**n  az 


sia  decomposto  in  due  parti  , la  prima  delle  quali  sia  pre- 
sa da  x = 0 ad  x = 1 , la  seconda  da  x = 1 ad  x = se  . 
Avremo  cosi 


£ ’ x*-,dx  , x*-’dx 

3.  «+*  \ ‘+s 


Ma  il  secondo  integrale  ammette  gli  stessi  limiti  del  primo, 
quando  x si  muti  in  , dimodoché  passerà  in 

i-Mi  f*  x~*dx 

-J.TfT- Jo  t + * ‘ 

Quindi  la  somma  di  questo  integrale  e del  primo  ci  darà 


1 


x«-'4.  x-“ 

1 + x 


— dx 


scn  a z 
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Fsemplo  5.  Sia  da  cercarsi  l’integrale  doppio 


yzcostzcosnktdtdi  = u, 


supponendo  che  a indichi  una  funzione  continua  tra  s=0 
c a = a. 

Per  ottener  subito  l’ integrale  rispetto  a t tra  i limiti 
1 = 0,  e t = oo  , poniamo 


costzcosnkt: 

quindi 

J coslzcosnktdt 


Y cos(2-f  nk)t  -f  Y cos(z — nk)t , 

1 sen(z-[-nk)t  ( j scn(z— nk)t 
’ T zHPTTk  ~2  z — nk  ' 


Questo  integrale  sparisce  nell’  ipotesi  di  t = 0 , e questo 
valore  può  anche  attribuirsi  alla  variabile  a in  comparazio- 
ne di  nk  , imperocché  per  z = nk  si  ha  : 


sen(z — nk)l 
z ■—  nk 


tcos(z— nk)t. 


Quindi  ponendo  r per  t <=  oo , ne  risulta 


sen(z— nk)r 

, 

z — nk 


ed  in  conseguenza  rispetto  al  proposto  integrale  reggerà  l’e- 
quazione 

•'o  •'o 

Rispetto  al  primo  di  questi  due  integrali  estendendo  a 
O -f-  nk  ed  a -f-  nk  i limiti  0 ed  a , mercè  1*  equazione  con- 
tenuta sotto  il  n“  3 potremo  scrivere  : 

C J2M22L  ^dz=  iMH 

Franre  Caic.  Ikteo;  20 
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e moltiplicando  per  r i limiti  di  questo  integrale , avremo 
per  T equazione  sotto  il  n*  4 : 

-,  (*+"k}r 

i sen(z4-nk)r  j \ sen  z li 

L’ integrale  del  2°  membro  evidentemente  è nullo , giacché 
i limiti  nkr  ed  (a-f-nÀ)T  sono  infinitamente  grandi  a ca- 
gione di  r = oo  . 

Quanto  al  secondo  integrale  dell’  equazione  2 diminuire- 
mo di  nk  i limiti , e cosi  avremo 


\ “tr* 


Qui  può  esser  a — nk  = 0. 

Nel  caso  di  a — nk  < 0 vale  l’ equazione 


i a — nk 

senzr 


«k 


y(z-|-nk)  dz  i 


sen  i 
«kr  1 


\j  + nkjdz. 


Ma  r integrale  del  2”  membro  può  esser  decomposto  nei  due 
integrali 


scn  z 


'-okT 


(•— nl)r 
senz 


1’  ultimo  dei  quali  a cagione  di  (a  — nk)r  = ao  e —•  = 0 
mena,  per  I’  equazione  14  del  n”  76,  all’  equazione 

_(*-ok)r 

V — ■^-^-®|~4'nkjdz=B-jy(nk). 

Ma  pel  primo  integrale,  scambiandovi  a con  — a , si  ha 
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C -=F-#+4—  CrrS-T+4 

»>_nkr  vvkT 


*=  \ ~~~  ?(nk)dz  = p(nk), 

dimodoché  per  a>n&  sarà 
{**  sen(z— nk)r 

\ ?zdz  = r?(nk). 

Se  poi  fosse  a = nJc , il  suddetto  integrale  assumerebbe  il 
valore  — <p(nk)  , ed  il  valore  0 nell’ipotesi  di  a<n&,  co- 
me per  analoga  via  si  può  subito  trovare. 

Ponendo  a = oo  , e sempre  maggiore  di  nk  come  n di- 
viene più  grande  , si  avrà  pel  proposto  integrale  doppio 
1’  equazione 

3.  5 5 yzcoslzcosnkldldz  = T?(nk)- 

Nello  stesso  modo  si  perverrà  all’  equazione 

4.  5 5 ?>zsen,zsenn^,^t^z==’J  ^ ("k)* 


Integrazione  per  approssimazione. 

Non  è sempre  possibile  soddisfare  all’  equazione 


^Vxdx  = Fb  — I 


imperocché  non  ogni  funzione  F'x  deriva  da  differenziazio- 
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ne  , nè  i metodi  d‘  integrazione  sono  sufficienti  alla  rappre- 
sentazione di  ogni  funzione  Far.  Quando  avviene  un  caso  si- 
mile , non  rimane  a far  altro  che  determinare  approssi- 
mativamente  l’integrale,  considerandolo  come  somma  di 
quantità  non  infinitamente  piccole  , ma  molto  pic- 
cole ; e come  queste  si  prenderanno  più  piccole  , la  loro 
somma  potrà  tanto  più  avvicinarsi  al  valore  dell’ integrale. 
Sia  dunque  da  cercarsi  il  valore  di  Fb  — Fa  per  l’ equazione 

1.  ^ fxdx  = Fb — Fa. 

Decomponiamo  la  differenza  b — a in  n parti  eguali  3.  In- 
tanto per  la  serie  di  Taylor  si  ha 

F (a-H)  = Fa  + 3 F'a  + Fa  + ~ F"'a  + ••• 

Ma  poiché  per  T equazione  1 è 

/fxdx  = Fx  ossia  f fa  da  = Fa, 

quindi  fa  = F'a  , fa  = Fa  , f a = F'a  , . . . 
cosi  sarà 

F(a-R)  = Fa  + 3 fa  + fa  + — f’a  + . . . 

e similmente  pei  successivi  valori  a 4*23  , a-(-  33  , . . . . 
a -\-nS  si  avrà 

F (a  + 23)  = F (a  + 3)  + 3f  (a  4*  3)  + f (a + 3)  + . . . 

F (a  4-33)  = F (a  -j-  23)  + 3f  (a  + 23)  -f  f (a  + 23)-f . . 


F(a+n3)=F(a4[n-l]3)+3f(a4[n-l]3)+Ìlf(a+[n-l]3)+.. 
Addizionando  tutte  queste  equazioni  si  avrà  , a cagione  di 
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uisai—  « niaiW! 

2.  Fb  — Fa  = 3.  ^ f (a -f  m3)  4- ^ F(a-fm3) 

IU9BO  Q]KO 

* 

m=n-i 

f' (a  + m3)  + •• 


Svolgendo  similmente  le  funzioni 

f(a-fin3) } .... 

per  ogni  valore-tfcLm  da  m=l  fino  ad  m=n — 1 , si  avrà 

m=n— * 

i - fa  = 5^  f (a  + m3)  -f-  -1  ^ f'(a+m3)4-  • • • 


fb- 


Ili  =3=0 
111=11  — , 


-f»=jV  f'(a  + ma)+4-5‘X  f"(a+m3>  + 


fb 


Da  queste  due  ultime  equazioni  , trascurando  le  potenze 
della  piccolissima  quantità4  5 che  siano  superiori  alla  2*  , 
avremo  ad  uso  dell’equazione  2 : 


\ T (a+m3)=-i  3 (fb-fa)  -i-3m  (fT>  - fa) 

' 3‘  ^ f " (a  4-  mò)  = ~ 3 ( f b _ f 'a) , 

supponendo  però  ohe  le  somme  si  estendano  da  m=0  fino 
ad  m = n — 1.  Quindi  per  l’equazione  2 risulterà  il  valore 

Fb  - Fa  = 3 (a+m3)4-i- 3 (fb-fa)-- ^3*(fb-f'a) 

ovvero  , avendo  riguardo  all’equazione  1 , 


i 
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fxdx  = ò + f(a  + ^)  4-  f (a -f- 23) 

+ • • * + f(a+[a-l]3)+-i-fb}— ^àXFh-fa), 

La  serie  coslituenfc  il  2"  membro  di  quest’ ultima  equa- 
zione tanto  più  si  approssimerà  all’  integrale  del  1*  mem- 
bro , come  sarà  più  piccola  3 ovvero  — (b  — a)  , e mino- 
re l’alterazione  della  funzione  fx  tra  i limiti  a e b.  Nel 
maggior  numero  di  casi  si  potrà  trascurare  il  termine 

— 3*(f'b — f'a),  dimodoché  per  una  determinazione  appros- 

12 

simativa  dell’  integrale  basteranno  i valori  numerici  di  fa  , 

. . . senza  conoscere  la  forma  della  funzione  fx. 

Esemplo  1.  Sia  da  determinarsi 

b . 
di 

x 

a 

■ , i « 

Qui  abbiamo  fx = — , fa=—  , fb=  — 

<(»  + 3)  = 4r’  '<*+“>“ VT3T"  •• 
fl — ±,n — ±. 


In  conseguenza 


Ponendo  a cagion  di  esempio  <z=  1 , b— 2,  l’ ultima  equa- 
zione ci  darà 
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I-H  1+21  ^ 1+W 


1 


l+ni)  J 16 


^ i+(o— i)a  ^ 2(i+na) 

2—1  1 

Nell’  ipotesi  di  n = 3 e quindi  8 = — - — = — - , risulta  : 

3 ♦ u 

$ T~  T ÌT  + 7 + T ' + 4!— ÙT  »• e93056- 
V 1 

Per  n = 4 e quindi  8 = -i-  si  ha 

4 

J ~r  “ TÌl  + y+T  + t + tÌ""^*0’693118’ 

c per  n = 6 e J = -^-si  ottiene 

f*di  1/1  6 6 6 6 6 li  1 

] t“  ? \i + 7 + 8+ 9+iò+rr+T|_i76'“:0’ e9SUI- 

E quest’  ultimo  valore  è già  esatto  fino  alla  quinta  cifra  de- 
cimale. 

79. 


Integrazione  ripetuta. 


In  fxdx"  ovvero  nell’equazione 


rappresenti  fx  una  funzione  di  x continua  tra  dati  limiti  , 
«>d  n , come  di  ordinario , indichi  un  numero  intero  positi- 
vn;  sarà  fx  l’effetto  di  una  differenziazione  n volte  ripetu- 
ta sulla  funzione  y. 
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Ciò  posto,  per  ottenere  dall’  equazione  la  funzione  primiti- 
va y , si  potrà  tenore  la  seguente  via.  Si  cerchi  primiera- 
mente P integrale  di  fx  dx  ; questo  integrale , che  porterà 
seco  una  costante  arbitraria , si  moltiplichi  per  dx , e s'in- 
tegri la  funzione  differenziale  che  ne  risulta.  L’ integrale  co- 
si ottenuto  portando  una  nuova  costante  , vi  saranno  in  ge- 
nerale due  costanti  arbitrarie.  Moltiplicando  l’ultimo  inte- 
grale per  dx  e poi  eseguendo  una  nuova  integrazione  , si 
avrà  un  risultamelo  con  tre  costanti  arbitrarie  ; e cosi  di 
seguito.  Laonde  P integrale  richiesto  y della  funzione  d"y= a 
fx  dx"  avrà  in  generale  n costanti  arbitrarie. 

Purtuttavia  questo  metodo,  per  quanto  naturale  egli  sia, 
non  lascia  di  aver  P inconveniente  che  le  successive  inte- 
grazioni possono  menare  a funzioni  non  altrimenti  integra- 
bili clic  per  mezzo  di  serie.  Sia  data,  ad  esempio , la  fun- 
zione d’y  = xl"x  dx 1 : si  avrà  suhito 

/ x l”x  dx  = l*x - Jj.  fx  F-'  x dx  + C. 

Questo  primo  integrale  , dipendendo  da  un  altro  consi- 
mile , potrà  esser  rappresentato  da  una  serie  ordinata  per 
le  potenze  di  Ix.  Per  ogni  termine  di  questa  serie  il  secon- 
do integrale  ne  darà  un’  altra  delle  potenze  di  Ix  , e simil- 
mente avverrà  per  ogni  termine  di  questa  seconda  serie  ri- 
spetto al  terzo  integrale. 

Per  toglier  di  mezzo  questo  inconveniente  , noi  terremo 
la  seguente  via. 

Moltiplicando  per  dx  l’equazione 


dny 

dx“ 


fx  , 


essa  prenderà  In  forma 


d»-*v 

d^=f.vdx, 
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il  cui  integrale  sarà  rappresentalo  da 
o ciò  eh'  è lo  stesso  , da 


dn-*y 

di0-" 


fedz  + C 


I* 


Moltiplicando  questa  equazione  per  dx  ed  integrando  dinuo- 
vo , ne  risulterà 


1.  ^/zdzdx  + C‘  <x-a)  + C‘- 

Ma  1*  integrale  doppio  del  2°  membro  può  condurre  ad 
una  forma  non  integrabile.  Ad  evitar  la  qual  cosa  noi  ci 
serviremo  dell’  equazione  identica 

Dx^  (* — z)"fz  dz  = n ^ (x — zj^'fzdz  , 
donde  per  valore  dell’integrale  del  2°  membro  si  ha 


ovvero  , moltiplicando  per  dx  ed  integrando  rispetto  ad  x 
da  a fino  ad  x , 


2.  ^ ^ (x-z)n-'fzdzdx  = (x— z)”fzdz-fC. 

Questa  equazione  2 è quella  che  riduce  il  doppio  integra- 
le dell’  equazione  1 ad  una  forma  più  semplice,  imperocché 
per  n = l essa  ci  dà 


^ ^ fzdzdxs^  (x— z)fzdz-f-C  ; 
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dimodoché  si  avrà  dall’equ.  1 

-^n-!  “ /(x— z)fzdz  + C,(x — a)  4-  Ct. 

Moltiplicando  dinuovo  questa  equazione  per  dx  ed  integran- 
do poi  rispetto  ad  x , si  avranno  mercè  l’equazione  2 suc- 
cessivamente le  altre  : 


x (*-*!• 
a 1.2 


fzdz  -f-  C, 


(\ — a)* 

1.2 


c,(x — a)+C,i 


dy  r (i — z)B— * 
dx  1.2.3.  .(u— 2) 


fzdz  -f"  C, 

+ C 


(x-a)"— 

1.2  3. ..(n— 2) 
(x-a)n— a 
* 1.2. 3... (n — 3) 


•4-Co-,, 


3. 


(x-z)"-‘  f , r (x-a)— * 
2.3. ..(a — 1)  fzdz  + C* 


■ c (*-a)n-1 

~ * 1.2.3.. .(n — 2) 


^ 4*  Ca  , 


in  cui  C„  Ct,...C0  esprimono  le  n costanti  arbitrarie  risul- 
tanti dalle  n equazioni. 


80. 


Continuazione. 


Le  funzioni 


dn-'y  d“-*y  dn-'y_ 
dx“_ ' ’ '"di"-*  ''  ’ dx"-1 

vengono  rappresentate  mercè  le  forme 

/fxdx,  f ffxdx',  ///fxdx5,...., 

ovvero , come  suol  anche  scriversi  , da 


»...  y 

//.../ 
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(*'«)  f(*)  {•(»)  f(») 

\ fxdx,  \ fxdx*,  V fxdx’,...  \ fxdx", 

ed  ordinatamente  si  appellano  integrali  del  primo,  se- 
condo , terzo  , n,in>0  ordine  , ovvero  in  generale  inte- 
grali ripetati. 

Rispetto  a questi  integrali  generali  si  hanno  dall’equazio- 
ne 3 del  n°  precedente  le  relazioni 


1. 


//fxdx*  = ^ (x— z)fzdz -f  C,(x— a)  + C„ , 

6dz+C,_|=^L. 


H h Cn_,(x — a)  -f-Ca. 


Se  nell’  ultima  equazione  si  svolgano  le  potenze  di  x — a, 
si  ordini  rispetto  alle  potenze  di  x , e s’ indichino  con  A,, 
A,,  A„...  i fattori  di  esse,  si  avrà  l’equazione  più  sem- 
plice 

+ A.X--+  A,x-4-...+  A^x+A-. 

Ma  prendendo  questo  integrale  tra  i limiti  x = a ed  x=x, 
si  avrà  , stanteehè  l’integrale  di  fxdx  preso  tra  limiti  de- 
terminati non  può  contener  costante , 


3. 


jyfxdx’-JV z)fzdz  , 

ftdz- 
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E se  il  fattore  ( x — z)a~l  del  2°  membro  dell’  equazione  1 
si  svolga  colla  formola  del  binomio,  ne  risulterà 


ovvero  , ciò  eh’  è lo  stesso 

+.c-ffi=a  $,,-fa,b+...±$y-(xdxj  ; 

e questa  equazione  vaierà  ancora , com’  è facile  a compren- 
dersi, quando  l’integrale  non  sia  preso  tra  limili,  imperocché 
il  limite  inferiore  rimane  arbitrario,  finché  starà  tra  quelli 
della  continuità  della  funzione. 

Esemplo.  Sia  da  cercarsi  il  triplice  integrale  di  eT’xdx\ 
Si  ha  per  1’  equ.  3 

S S S ex*xdx1=-i-(x*t/’  ex’xdx — 2xt/’exVdx4-/ex*x>dx. 
Ma  bentosto  si  trova  che 

fexi\d\  = e1*-)-  C., 

f ex*x'dx  = ~- (x’ — l)e’-,+  C,  ; 
e che  in  conseguenza 

f f f ex**dx = ~ (c*-f-  c,x*-l-  jx* j^c*’ — 2x  / ex’  x *d  x). 

Rispetto  poi  all’integrale  del  2°  membro,  usando  dell  mte- 
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graie  per  parti  si  avrà 

fet'x'dx  ==  -L  xe1* ^-fe''dx  + C,  ; 

quindi 

///e«*xdx  =4-(CJ+C.x+C1x*-l-  e^+x/VMx)  ; 

l’ integrale  del  2°  membro  essendo  tuttavia  un’  ignota  fun- 
zione di  x. 


b.  Integrali  euleriani. 
81. 


La  funzione  fiamma. 


Nell’esempio  8 del  n°  76  si  è ottenuta  l’equazione 


1.2. . .(a— 1) 
n* 


pel  caso  dell’  esponente  a intero  e positivo.  Or  si  presenta 
la  quistione  di  sapere  qual  sarà  il  valore  dell’  integrale,  quan- 
do a divenga  un  numero  frazionario  positivo.  In  questo,  del 
pari  che  nel  caso  precedente,  la  funzione  rimane 

continua  per  ogni  valore  positivo  di  *,  essendoché  essa  rap- 
presenta una  frazione  vera. 

Stabiliamo  quindi  1’  equazione 

f ^ x*-’e~**tìx  «=  r(a) , 

* 

proponendoci  d’ imparare  a conoscere  la  funzione  r(a),  de- 
nominata funzione  gamma,  pel  caso  che  a — 1 dinoti 
un  numero  frazionario. 

Una  proprietà  di  questa  funzione  si  rivela  , quando  ci 

\ 

V 
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facciamo  a rappresentare  l’ integrale  per  mezzo  dell’  inte- 
grazione per  parti.  Così  avremo 

f x*e”Mx  = — x"e_,-f  a f x*_,e~M\\ 

Or  essendo  — x*e~ * = 0 tanto  nel  caso  di  * = 0 che  in 
quello  di  x <=*  co , sarà 

^ x*e_Tdx  = a^  x,-,e~*dx , 

ovvero , avendo  riguardo  all’  equ.  1 , 

2.  r(a-fl)  = ar(a) 

Laonde  se  la  funzione  r(a)  è nota  pei  valori  di  a com- 
presi tra  0 ed  1 , mercè  1’  ultima  equazione  lo  sarà  ancora 
pei  valori  di  a compresi  tra  1 e 2 ; da  questi  valori  si  de- 
durranno quelli  che  stanno  tra  2 e 3 , e cosi  di  seguito. 

Quindi  per  comporre  una  tavola  di  tutti  i valori  possibili 
della  funzione  Gamma , basterà  calcolarla  pei  valori  di  a 
compresi  tra  0 e 1. 

Ed  è già  sufficiente  all’  uopo  la  conoscenza  di  r(a)  da 
a = 0 fino  ad  a==-4~.  Imperocché,  rappresentando  z una 

mà 

nuova  variabile  e b un  numero  positivo,  si  sostituisca  z(l-f-  x) 
ad  x , e 6 ad  a ; si  avrà 


3. 


z1*— 'e-^+Odx  = 


JT(bL 

(l+*)b 


Moltiplicando  questa  equazione  per  xm~'dx , ed  integrando- 
ne i due  membri  rispetto  ad  x tra  i limiti  x = 0 ed  x = oo  , 
si  ottiene 


J,b— !Xa— ie— I e— »>dz  dx  = 
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Per  P equ.  2 del  n'  60  si  può  primieramente  eseguire 
r integrazione  del  1°  membro  rispetto  ad  x , supponendo 
che  x e % rimangono  indipendenti.  Fatto  ciò  , si  avrà  , in 
considerazione  dell’  equ.  3 : 


x*“'e-,,dx 


t 


e F integrale  doppio  diverrà 


r(a  ) \ zb-*-",e— ’dz  = r(a)r(b— a) , 

• « 

^espressione  che  in  conseguenza  dell’ equ.  1 vale  per  l — o>0, 
ossia  per  6>o.  Quindi  si  avrà 


r(a)r(b— a)  = r(b)\  - — - 

ovvero 

4.  - r(a)r(h-a) 

\ (i+i)k  r<b> 

Dall’  equazione  2 si  ottiene  facilmente  il  valore  dell’  in- 
tegrale pel  caso  speciale  di  b = 1 , quindi  di  l>o>0,  se 
si  consideri  che  dall’  equ.  1 risulta  la  relazione  r(l)  = 1. 
E poiché  1’  equazione  precedente  , comparata  coll’  equaz.  6 
del  n°  76,  mena  alla  relazione 


5. 


r(a)r(l— a)  = 


sena? 


ne  segue  che  conoscendo  i valori  della  funzione  r(a)  da 
« = 0 fino  ad  a = — , avremo  per  mezzo  di  r(l— a)  quel- 


li 


di  r(a)  da  a = -i-  fino  ad  a = 1. 

4 

Per  a =*  -1 1’ equazione  5 ne  dà  : 
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e.  — » , quindi  rS4j=^; 

Da  questa  c dall'  equazione  2 poi  si  ha  : 


c dall’  equazione  3 , ponendovi  1 + * = 1 » 

/•*  

7.  V x~"*  e-*  dx  « Vx. 

Finalmente  dall’ultima  equazione,  scambiandovi  x con  y' , 
risulta  : 

_«  t j C**,  _ 

8.  V e~J'dy  =>  — |/5r",  ovvero  ^e-J*dy  = l/v. 

L’ integrale  dell’  equazione  1 , ovvero  l’ integrale  dell’  e- 
quazione 

9.  dx==*r(a)’ 

che  risulta  da  quella  per  lo  scambio  di  x con  I , si  de- 
nomina integrale  euleriano  della  seconda  specie. 


82. 


La  funzione  Beta. 


L’  equazione  4 del  n°  81  , quando  vi  si  ponga  a -f  b in 
vece  di  b , diviene 

c*  x»-<di  _ mm_ 

L )o  (1+1)*+»  n«+b)  ’ 

ovvero  , scambiandovi  x con  - ^ , dimodoché  i limili  di 
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vengono  0 ed  1 , 


2. 


IW(h) 
I'(a+1.)  * 


Gl’  integrali  della  forma  , quale  ne  mostra  l’ equazione  2, 
costituiscono  gl’integrali  auleriani  della  prima  spe- 
cie. Noi  indicheremo  col  nome  di  funzione  Beta  l’inte- 
grale dell’  equazione  2 , che  si  potrebbe  dedurre  dalla  fun- 
zione Gamma , e scriveremo 


3. 

Ponendo  qui  c in 
tiene 


B (a  , b)  = . 
vece  di  b ed 


f(a)rfh) 

l(a+bj 

a b in  vece  di  a , si  ot- 


B (a  -f-  b , c) 


l’(a-H0r(c) 
r(a+b  + c)  » 


e pel  prodotto  delle  due  funzioni  : 


i. 


B (a  , b) . B (a  -f-  b , c)  = 


r (a)  r (b)r(c) 

1'  (a  + b + c) 


Il  secondo  membro  di  questa  equazione  non  altera  il  suo 
valore  , quando  a,  b e c vengano  tra  loro  scambiate;  quin- 
di il  1“  membro  ancora  conserverà  il  suo  valore , e si  avrà 


B (a  , b).  B (a+b  , c)  = B (a  , c).  B (a+c  , b) 

*=  B (b  , c).  B(b+c,  a). 

Questa  proprietà  della  funzione  Beta  già  si  manifesta  nel 
2”  membro  dell’  equ.  2 , quando  sia  limitata  ai  numeri  po- 
siti vi  a e b.  Quindi 


^ x)h-.dx  = ^ xb-«(l— x)— dx. 


Del  resto  il  limite  superiore  dell’  equ.  2 può  rendersi 
Fhakee  Calo.  Imteo.  21 
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generalo  , scambiando  a:  con  ~ e riguardando  e come  nu- 
mero finito  positivo.  Cosi , a norma  dell’  equazione  sotto  il 
numero  4 nel  paragrafo  77  , i limiti  0 od  1 diverranno  0 
e c , e dall’  equazione  2 risulterà  l’ equazione  più  generale 


6. 


c*+l>— ». 


rfa)r(h) 

I\a+b)  ‘ 


Dalla  suddetta  proprietà  della  funzione  Beta  ne  risulta  un 
altra  per  la  funzione  Gamma.  Ed  in  vero  l’equazione  concede 
per  ragione  della  sua  origine  che  si  faccia  b=u , dimodoché  sarà 

^ x— (1— *)•-  dx  = B(a,  a). 

Ma  per  x * limili  passano  ad  esser — l,  e -fi; 

quindi  risulta 

-27^n-^  0—  Ì T_1dy  — B(a,  »)• 


Or  si  vedrà  faciJmcne  la  validità  deH’  equazione 

£ (1— y’y'dy  = 2^+(l-y7- dy , 

donde  si  ottiene 

-iirW-yT-'dy-BCa,  a). 

*’o 

Ma  quest’  ultimo  integrale  può  esser  facilmente  ricondotto 
alla  funzione  Gamma  , scambiandovi  y * con  z;  e così  risulta 

z~\  (1— z)— ’dz  = B (a,  a). 

Imperocché  si  ha  per  1’  equ.  2 
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donde  B(a,  a)  = a|  > 

ovvero  dall’equazione  3, 

r(a)i»  __  i r;r|r(a) 
l-(2a)  = 2*-‘  ' r|5+a|'  ’ 

e considerando  esser  = r » ; 

7.  r(a)r  Ji-  + aj=  2’-V=-  r(2a). 

Da  questa  equazione  risulta  per  un  numero  intero  a 

rjl  + ,i_!Ì.  '^P-1) 

* 2 Ì 2»  2— ‘.1.2.3.  ..(a — 1)  ’ 

ovvero  * r|4"  + ai  = 1.8.5,.. (2a—l), 

essendoché  in  conseguenza  dell’equ.  1 n°  81  , per  un  in- 
tero a dovranno  aver  luogo  le  relazioni 

r(2a)  = 1.2.3..  .(2a— 1) 

e r(a)  = 1.2.3.. . (a— 1). 

83. 

Applicazioni. 

Le  funzioni  Gamma  e Beta  aprono  un  vasto  campo  agli 
integrali  definiti.  Eccone  alcuni  escmpii. 

1°.  Trasformisi  nell’  equ.  2 del  n°  82  la  variabile  x in 

( A - i limiti  dell’  integrale  non  verranno  alterati,  e si 

* + y 

avrà 

dx  = (k  + !)  hdjf 


^+y)' 


i 1 x rrt  » 


K-fy 

* 
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m conseguenza 

i C'  y*~,a-y)b~,dy  _ i r(.)r<b) 

Jo  (k+y)*+b  S=(i+K)^b  r(a+b) 

2’.  Le  equazioni  dell’ esempio  3 n°  76  , 

^ x"“,cosrxdx  *=  ———  cos  » 

^ xn-,senrx  dx  = -T-—  scn 
\ r"  2 

sono  stale  dimostrate  per  ogni  numero  intero  positivo  n. 

Or  trovisi  n tra  0 ed  1.  Si  ha  subito  , per  1’  equ.  3 del 
n*  81  , fino  al  limite  a = 0 : 


a-ne-*Ida  = x"'T(l— n). 


Moltiplicando  questa  equazione  per  cos rx dx  ed  integrandola 
tra  i limiti  0 e oo , si  avrà 


^ ^ a "e  "cosrxdadx  = r(l — n)^  xn-,cosrxdx. 

Integrato  il  1°  membro  rispetto  x , acquisterà  per  le  e- 
quazioni  dell’  esempio  3 n“  76  la  forma 


V+F  da’ 


dimodoché  risulterà 


r(l-n)^xn-’ 


cosrxdx 


da. 


Per  trovare  1*  integrale  del  V membro , pongasi  nell’  equ. 
6 del  n”  76 
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7 a . 

in  vece  di  x e in  vece  di  a : 

r*  2 


ne  risulterà 
2. 


f y*~*'dy  ra_,r 

5 r*+v  “ 

•'o  scn-r— 


Questo  integrale  comparato  al  precedente  ne  mostra  che 
C"  a*-da 


\ a”+rl 

cd  in  conseguenza 


2r"sen(2 — nj—  2r"sen  — 

2 2 


‘cosrxdx 


2r"sen- 


Or  per  ogni  frazione  vera  n si  ha  per  1’  equ.  5 del  u°  81 
r(n)r(l— n)  = 


seu  vlz 


dimodoché  risulta 

X 


r(n)senn7T 


2rnr(l-n)sen  ~ 2r"sen^ 


r(")  . 
— • C0S~; 


e 

3. 


r,-, 


cosrxdx  : 


n,f  , . /V 

— -—cos — per  l>n>0. 
r"  2 r 


Similmente  si  troverà 


/%  <X> 

4-.  \ x"_,sen  r x dx  = sen  per  1 > n > 0. 

••  O 

Le  suddette  equazioni  dell’  esempio  3 del  n°  76  valgono 
dunque  tanto  per  un  numero  intero  positivo  , quanto  per 
una  vera  frazione  positiva  n. 
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Ponendo  nelle  due  ultime  equazioni  n = — , e conside 

m 

rando  che 

= l/~  e sen  — = cos-^-*=  2“, 

si  avrà 


3°.  Nell’  equ.  2 del  n°  82  si  può  riguardare  il  minierò 
(1  — x)b  come  integrale  definito  di  yh~li  quando  sia  preso 
tra  i limiti  0 ed  1 — x , essendo 


quindi 

6. 


(l-x)b, 

r(a>r(i+b) 

' ril+a  + l.)  • 


Or  x può  variare  soltanto  tra  0 ed  1 ed  y tra  0 e 1 — x; 
quindi  la  validità  di  questa  equazione  6 è sottoposta  alle 
condizioni 


x-f  y<l  , x>0  , y > 0. 


Nell’  ipotesi  di  queste  condizioni  si  potrà  quindi  scrivere 


7. 


//x—'yh-’dx  dy  = 


1 (a)I’(l-)-l)) 
bl'(l+»+b) 


Scambiando  in  questa  equazione 


r(a)T(b) 

r(l+a+b)‘ 


x con  y con 

nc  risulta 


f fx* y1"»-1  dx  dy 


A«rBN 

P'I 


ovvero  , mutando  a in  — , 6 in  — , 
P 9 


r(«)r(b) 

l'(l+a+b)  ’ 
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8.  f f x*—  y1*—  dx  dy  : 


'I'+f+tS 


L’ integrale  doppio  di  questa  equazione  può  estendersi  a 
tutti  i valori  di  x ed  y che  rendano  soddisfatte  le  condizioni 

dimodoché  a cagion  di  esempio  si  avrà  per  p = q = 2 : 


f f x*—1  yb-"‘  dx  dy  : 


a-»1'  i1tÌi'Ìt| 

4 ' rS'+^i 


ed  in  conseguenza  per  a = b = 1 : 

//dxdy  = ~l.  jr- 

Or  sia  n il  numero  delle  variabili  x , y , z , . . . e 1*  in- 
tegrazione si  estenda  a tutti  i valori  positivi  di  queste  va- 
riabili che  per  A , B , C , . . . positive  rendano  soddisfatta 
la  condizione 


&+{#+$■+ 


. . .<1. 


Sotto  queste  condizioni  si  avrà  : 


9.  f f f . . . x»-'  yb-‘  ze-‘  . . . dx  dy  dz  . . . 


Per  mostrare  l’ esattezza  di  questa  equazione  si  potrà  da- 
re alle  variabili  quell’  alterazione  , per  la  quale  dall’  equa- 
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* ione  8 risulta  1'  equazione  7 , e cosi  non  rimarrà  che  a 
dimostrare  l'equazione. 

io./ f 

pel  caso  che  le  nuove  variabili  siano  sottoposte  alla  condi- 
zione. 

x-f  y + zH <1 

Supponiamo  che  a questa  condizione  si  sostituisca  l’ altra 
più  generale 

x + y+zH < h * 

k indicando  un  qualsiasi  numero  positivo,  e facciamoci  im- 
mediatamente a cercare  P integrale 

^ — f f y*x*— 1 y1— * ze— ■ dxdydz  per  x -f-  y -f  z<  k. 

Questa  condizione  rimarrà  soddisfatta  dando  ad  x i limiti 

0 e £ , 0 e A x ad  y , 0 e A — x — -y  a s.  Ma  nell'ia- 
tcgrale 

jpk— I^.k 

^ ~ j J X-  y1*— 1 zc— ‘ dxdydz 

si  ha  ^ j5«— i dz  = -L  (k — x — y)e  ; 

sarà  dunque 

li  = T ^ \ x*~‘  yb_‘  (k~ x — y)f  dx  dy. 

Per  1 equazione  6 del  n'  82  si  ha  inoltre 

(k-x-sy  dy  = (k-x)1-*-.  ; 
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ovvero  U 


1 


c 


r(i»)r(i+c) 

r(i+b+c) 


r(a)r(14-b-fe)  .,44,^8 

r(i+a+H-c) 


e scrivendovi  il  valore  di  U ed  abbreviando , 


11. 


. u- 


■*  y1*—  1 ze—t  dxdydz 

r(a)r(b)r(c)  k*+H-« 

“ r(i+a+b+c)  ■ 


Nello  stesso  modo  che  dall’equazione  7 si  è passato  al- 
l' equazione  8 , dall’  ultima  equazione  si  perverrà  alla  rela- 
zione generale  : 

12.  ///...  x»-'  yb— * z15— . . dxdzdz  . . . 

o r(a)r(b)r(c).  . . — 

I'(t+a+b+c+.  • •) 

la  qnale  si  trasforma  nell’  cquaziono  10  , quando  si  pon- 
ga k ==  1. 


c.  Funzioni  periodiche. 

84.  • 

Legge  generale. 

Sia  Ft  una  funzione  continua  tra  certi  limiti  , la  quale 
possa  svolgersi  in  una  serie  convergente  secondo  le  poten- 
ze crescenti  di  t.  Sia  essa  disegnata  da 


il  segno  sommalorio  jy,  dinotando  che  se  ad  n si  sosti- 
tuiscano i numeri  0,1,  2,  3,  4,,..  debba  aver  luo- 
go la  relazione 
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•A.  f+A.f-f  A,f+ A, l’-f- 


Or  se  t si  muti  in  eikl  ed  e_ikl  essendo  i = \/~ì  , e si 
supponga  che  la  serie  che  a questo  modo  risulterà  dall’equa- 
zione 1 rimanga  convergente  tra  i due  limiti  determinati 
dalla  continuità  , saranno  ancora  continue  e la  somma 

F(eik‘)  -f  F (e~ikl)  = 2^Aucosnkt 
e la  differenza 

F (e41)  — F (e_ikt)  = 2i^y\nscn  nkt  , 

il  segno  sommatorio  V conservando  lo  stesso  significato 

nello  due  espressioni. 

Poniamo  per  brevità 

pt  = ^^Ancosnkt  , 

2. 

*}-t  =*  ^^AuSennkt  , 

ot  possedendo  le  proprietà  del  coseno  e ^ t quelle  del  se- 
no , vale  a dire 

9(ttp2r)  = <pt  , <?{—  t)  = -f  <pl 

4,(t=p2r)  = ^t  ^(— 0 = — 'r'I. 

A cagione  di  queste  proprietà  lo  due  funzioni  si  dicono  pe- 
riodiche , ed  il  loro  periodo  è 2 z. 

La  stessa  proprietà  avranno  le  due  funzioni 

? v ==  ^Ancosukv  , 

«r'V  = ^'Ansennkv  , 


nelle  quali  v indicando  una  funzione  di  t , muterà  il  suo 
segno  insieme  a questa  variabile. 

Or  se  queste  equazioni  siano  moltiplicate  per  una  funzio- 
ne u di  t e per  dt,  ed  integrate  poi  rispetto  a t,  nc  risul- 
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tcranno  le  due  altre 


3. 

4. 


/uyvdt  = ^A0/ 
/u4'vdt=^,A„/ 


ucosnkvdt 
usen  nkvdt 


>• 


* 


le  quali  come  leggi  generali  , specialmente  delle  funzioni 
trigonometriche  , esponenziali  e logaritmiche  , somministra- 
no un  ubertoso  acquisto  d’integrali  definiti , e servono  nel 
tempo  stesso  a svolgere  funzioni  in  serie. 

Le  più  semplici  famiglie  di  tali  funzioni  troveranno  il  lo- 
ro luogo  nei  seguenti  numeri 


85. 

Integrale  di  ptdt  e 4ddt. 

Poniamo  il  caso  semplicissimo  che  Io  equazioni  3 e 4 del  n° 
precedente  siano  integrate  tra  i limiti  t—a  c t = o + 2r, 
quando  u = l,  r = t e & =®  1 : avremo 

1.  ^ytdt=  ^y^,An-^-  [senn(a-f-2r)  — senna] 

f *+**■  i 

X'f'tdt  ==  — ^,A„— - [cosn(a-|-2T)  — cosna], 

indicando  per  brevità  col  segno  la  somma  che  si  estende 

da  n = 0 fino  ad  n = p , e quantunque  per  n = 0 , i due 
valori 

-i-  [sen  n (a  -f-  2r)  — sen  na]  , [cos  n (a  -}-  2*  ) — cos  na] 

assumano  la  forma  di  ~ , purtuttavia  pel  n°  17  il  primo 

di  questi  valori  sarà  2v  , e l’altro  sarà  zero.  Laonde  il  2° 
membro  della  prima  equazione  darà 


2t^A0  = 2tf°  , 
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c zero  quello  della  seconda.  Quindi  nell’  ipotesi  che  FO  sia 
ancorajconlinua  , si  avranno  le  equazioni 


2. 


I>a  seconda  di  queste  equazioni , comparala  all’  equazione 
2 del  n°  84  , mostra  all’  istante  che 


e che  in  conseguenza 
3. 


?/T  /•  a“T* 

\F(ci,)dl=  \F(e-il) 
iza 

\F(c£il)dt  = 2r  FO. 


Considerando  inoltre  clic  a può  significare  qualsiasi  quantità 
positiva  , negativa  od  anche  zero  , si  ha  in  ultimo 

4.  ^ F(c±;i)  dt  a 2rFQ. 

Se  nella  medesima  ipotesi  fatta  sul  principio  , siano  inte- 
grale le  equazioni  3 c 4 del  n*  84  da  t—a  fino  a t=a-\-xy 
si  avranno  le  due  altre: 


[sen  n(a-fr)  — sen  na] , 


| cosn(a  + *)  — cosna). 


Il  valore  del  2°  membro  della  prima  equazione  sarà  nullo 
per  ogni  valore  di  n>Q,  ed  all’opposto  sarà  rpern  = Q; 
quindi 
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ed  avendo  riguardo  all’  equ.  3 si  troverà 


Il  secondo  membro  della  seconda  equazione  non  concede 
veruna  particolare  espressione. 

Esemplo  1.  Sia 


una  funzione  che  rimane  continua  per  t<l  e f> — 1.  Or 
si  ha 

7^7  = i+ 1+ r+t*+ . . . + t»  + 

Scambiando  in  questa  serie  t con  reiht  ed  re~'ht,  e prenden- 
do m da  zero  ad  n , si  avrà 


rmcosmh!+i  ^rmsen  mh  t-|— r"-*-1. 


cos(n-4*l)ht-l-i  sen  nht 
1 — rcht 


7Z^T=^,rn’cos  mhi— i^rmsen  mht-fr*+ 


t cos(n-(-l  )h  t — i sen  nht 
1 — re— i ìi“ 


Ma  se  r sia  una  frazione  vera  , ed  n divenga  infinitamen- 
te grande  nell’ ultimo  termine  delle  due  equazioni,  r0-1"1  di- 
verrà nullo  e tale  sarà  ancora  il  termine  che  nelle  due  e- 
quazioni  contiene  il  fatto  r”"*’'.  Cosi  si  avranno  le  equazioni 

T— reàt'  s=^r’Dcosmht-}-i^rn,senmht 

Tllre-ih.  =]^rmcosmht  — f£rn’senmht  , 

*e  quali  per  mezzo  di  addizione  e sottrazione  somministrano 
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’1  — rcoshl 
1 — 2rcosht  + rl* 

rBcnht 

1 — 2r  cosht  + r* 


rm  cosili  li  t 
rn,sen  mht 


* 


» 


se  le  somme  si  prendano  da  m = 0 fino  ad  m = oo  , e si 
dia  ad  r uno  dei  valori  intermedii  a + 1,  e — 1. 

Or  se  queste  ultime  equazioni  si  moltiplichino  per  di , e 
poi  s’ integrino  tra  i limiti  t = a , e t-a- 1-  2r  , esse  da- 
ranno mercè  1*  equazione  1 : 


C a^"*r  (1 — rcosht)dt  1 

y T-2rc'oaTnTr~^ [sen mh(a+2T)-Sen mha] , 

r**+*r  rsenj,idt  1 

J.  r-2r“^rh7+7- = tcos  mh  (a + 2r)  - cos  mhai> 


donde  si  avrà  per  h = 1 , 

£*+**■(1 — j.cogfyjt  rgentdt  „ 

y ì— 2rcos  t-|-rJ  ? * J»  * — 2rcosi-f-r* 

Esemplo  2.  Scambiando  in  t ( 1 -J- 1)  la  variabile  t con 
reikt  re_illS  sotto  la  condizione  , indispensabile  per  la 
convergenza  della  serie  , che  sia  l>r>  — 1 ; risulteranno 
per  mezzo  dell’  equazione  4 le  relazioni 

^ l(l-|-re±ikl)tlt  = 2rF(l). 

Ma  F(l)  ss=  l (1)  = 0 : in  conseguenza  dall' addizione  di  que- 
sta doppia  equazione  risulterà 

C 1 (1  -4-2rcoskt-f- r) dt  = 0 per  l>r>  — 1. 
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Similmente  dall’ipotesi  di 
Ft> 


quando  t si  muti  in  ei'k*,  derivano  le  equazioni 

^ ~ (ereo,kl  dz  e~rectlt)  cosr(senkt)dt  = 2r 
C‘z  i 

\ y & kl  ± e“r  *"  k‘)  sen  r (sen  k t)  dt  = 0, 

* O 

donde  , mercè  l’ addizione  delle  equazioni  col  segno  inferio- 
re e col  superiore  , risultano  i valori  : 


retalo 


cosr(senkt)dt  = 2t 


V er  eo.kt  sonr(senkl)dt  = 0. 

•'0 


86. 


Integrale  di 


B„,cosmtptdt  e 


Bm  senmt^tdt. 


Per  vieppiù  estendere  l’uso  delle  equazioni  3 e 4 del 
n*  84  , noi  ci  facciamo  a determinare  rispetto  alla  prima 
di  esse  la  funzione  u di  t mercé  la  somma 


u 


Bm  cosmht , 


nella  quale  supponiamo  che  m ammetta  ogni  valore  della 
serie  naturale  0 , 1 , 2 , 3 ...  ma  che  Bm  disegni  un  nu- 
mero costante  , e fissiamo  la  condizione  che  tanto  la  serie, 
rappresentata  da  u , quanto  la  funzione  uft  vengano  adope- 
rate per  quei  soli  valori  di  t , per  quali  u ed  uft  riman- 
gono convergenti.  Con  ciò  l’equazione  3 del  n*  84  ne  dà 
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1 


. ^^^Bmcosinhl fidi  = ^ Bm^An^ 


ccsmhlcosnktdt  , 


considerando  che  Bm  è un  numero  costante , e che  in  con- 
seguenza^^.Bm  può  estrarsi  dal  segno  integrale. 

11  secondo  membro  di  questa  equazione  rappresenta  una 
serie  doppia  , vale  a dire  una  serie  nella  quale  si  posso- 
no scrivere  tutti  i valori  di  n per  ogni  numero  in- 
tero m e viceversa  ; perciò  si  comprenderà  di  leggieri  che 
i segni  sommatorii  potranno  esser  scambiati  colle  rispettive 
serie. 

Per  poter  integrare  il  secondo  membro  dell’  equazione  , 
ricorriamo  alle  equazioni 

cosmhtcosnkt  = cos  (mh  -f-  nk)  t -{-  — cos  (mh — nk)t , 

" A 

! 


f cos(mh-t-nk)tdt  < 


■ seri  (mh-t-  nk)  t. 


2 (mh  ± nk) 

La  funzione  cos  (mh  hh nk)  t j esistente  nell’ ultima  equazio- 
ne , rimane  continua  tra  i limiti  t = 0 , t=ar,  qualun- 
que siano  i valori  reali  di  h e k. 

Pel  caso  di  h = k=l  ha  luogo  l’ equazione 

^ cos  (m  ± n)  t dt  = 0 , se  m ^ n. 

Ma  se  m = n e più  grande  di  zero  , sarà 

sen  (in — n)  t = — = r 

In  questo  caso  per  ogni  valore  dato  ad  m nella  somma^j^  Bm 

vale  quel  solo  valore  di  n in^jj^,Aa , che  sia  eguale  ad  m, 
dimodoché  la  doppia  serie  del  2*  membro  dell’  equazione  1 
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si  trasformerà  in  una  serie  semplice,  e quel  .membro  pren- 
derà il  valore  — 11, u A,u , in  cui  m rappresenta  i nu- 

meri 1,  2,  3,... 

Se  in  fine  sia  m — n = 0 , sarà  dinuovo 


1 , , w o 

; — sen  (m±n)  t = — =r, 

iii+u  ' — ' 0 ’ 

ed  il  2°  membro  prenderà  il  valore  rB*  A0. 

Dopo  ciò  integrando  1’  equazione  1 tra  i limiti  0 e r , il 
2“  membro,  per  m =;=  1 , 2 , 3 , . . . rappresenterà  il  valore 

~^B,n  Am. 

In  vece  del  quale  scrivendo 


Yb.a.  + yb-a»  + t^B“A»; 

portando  un  B„  A0  sulla  somma^B^  Am  , dimodoché  m rap- 
presenterà i numeri  0»  1,  2,  3,...;  e considerando  in 
fine  che  a cagione  di 

Ft  =^A.,t“ 

dovrà  essere  A„  =s  F(0)  , si  avrà 


2-  7 ^ ^B^cosmtytdt  = B„  F0  -f  ^A^B*, 

quando  in  <pt  si  ponga  la  grandezza  arbitraria  k = 1 , e si 
/accia  successivamente  ?n  = 0,  1,  2,  3,... 
Introducendo  nell’equazione  4 n“  84 


u 


B,n  sen  mkt 


i 


nello  stesso  modo  e sotto  le  medesime  condizioni  rispetto  a 
KfUKfcK  C*lc.  Integ.  22 
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fc  ed  m si  perverrà  all’equazione 


3.  — \ ^ Bmsenmt44dt  = — B.FO  -f-^>X Am  Bm. 

Le  equazioni  2 e 3 reggono  , finita  o infinita  che  sia  la 
serie  0 , 1,  2 , 3 , . . . rappresentata  da  m , e comprendono 
un  gran  numero  d’integrali  definiti. 

Possono  servir  Af  esempio  le  equazioni 


1 — r cns  t 
1 — 2rcos  t-f-r* 

rsent 
1 — 2r  cos 


^S^rmcosmt  -{-  rn+‘ . 
^rmsen  mi  -f-  rn+' 


cos(n+l)t  — rcosnt 
1 — 2rcost  + r*  ’ 

sen(n-f-l)t — rsrnnt 
1 — 2rcost+r’  ’ 


le  quali  sono  state  svolle  nell’  esempio  1 n°  85  , e che  val- 
gono per  ogni  valore  reale  dire  per  n = oo . Or  molti- 
plicata la  prima  per  dt  e la  seconda  per  ^tdt,e  poi  in- 
tegrate tra  i limiti  t = 0 , e t = r , esse  danno  in  conse- 
guenza delle  equazioni  2 e 3 : 


4-  L-^^'?l<l‘=^(;,F0+^r'A"> 

r. 4/tdt  =4  (-r'FO+Vr-A™) 

i— 2rcosi-f-r‘  2 

■ r,4..Cg»«n(n+1)t-r»enPf  Ht 
‘ j 1 — 2rcosi-{-r* 

e poiché  si  ha  ^j^rm  Am  = Fr, 


cosi  ponendo  1 > r > — 1 , gl’  integrali  dei  secondi  mem- 
bri spariscono  , e si  hanno  le  equazioni  trovate  da  Poisson: 
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i>  t — reost  ' - , „ 

5'  ridi-T(ro  + Fr), 

L '■  rsen  t ,,x 

\ T3-2rc.0il+t.  ■Kdl  - - (-  FO  + F,). 

Le  condizioni , cui  debbono  esser  sottoposte  le  funzioni 
?t  e 44,  allorché  le  equazioni  5 dovranno  valere  per  r=n-fl 
ed  r=  — 1 , saranno  altrove  ricercate. 


Caso  speciale. 

Le  equazioni  2 e 3 del  n°  precedente  somministrano  mol- 
le applicazioni  , quando  si  ponga  nella  prima 


e nella  seconda 


^ B„,  = ^cosnx  , 
"V.B.u  = ^£,sen  nx  , 


e si  conservi  il  già  fissato  significato  del  numero  m od  n. 
Imperocché  si  avrà  con  ciò  immediatamente  dall’  equazione  2 

1-  ^cosnxcosntptdt  = FO-f  ^Ancosux. 

Or  si  scinda  la  somma  del  1“  membro  in  due  parti  , di 
cui  la  seconda  si  prenda  da  n =•  1 in  avanti  , ed  in  conse- 
guenza si  ponga  . 

nom 

^^cosnxcosnt9>t  dt  = -pt  -f-  ^j^cosnxcosntyt  ; 

» n=. 

si  consideri  ancora  che  per  l'equazione  1 del  n’  84  è 


A.cosnx 
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si  avrà  dall’  equazione  1 


otdt  +-—  ^^,cosnx  C cosntptdl  = FO-f-px. 

Questa  equazione  può  esser  semplificata  , stantechè  per 
F equazione  !>  del  n”  8a  si  ha 

^ ptdt  = rFO  ; 

cd  in  conseguenza 

2.  — ^ ptdt — ^.cosnx  ^ cosntptdt  = px. 

Trattando  similmente  F equazione  3 del  n*  precedente  , 
e scambiando  BIU  con  ^j^sen  nx  , si  perverrà  all’  equa- 


zione 


3. 


4-ì^senn^ 


sen  litoidi  = 4-x* 


Quanto  alla  validità  delle  equazioni  2 e 3 , i loro  primi 
membri  esprimono  funzioni  periodiche  col  periodo  2r  , e 
che  sono  inoltre  contraddistinte  mercè  le  proprietà  delle 
funzioni  <?t  e 44  > vale  a dire 

? ( — t)  = -f-  pt  , ^ ( — t)  = — 44. 

Alle  stesse  proprietà  resteranno  quindi  sottoposte  le  Fun- 
zioni px  e 4^»  le  quali  debbono  avere  inerente  il  carattere 


p(— x)=px,  4>(—  x)  = — 4*, 

c possono  valere  soltanto  tra  gl’ indicati  limiti,  quando  per 
loro  natura  non  siano  periodiche. 
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Inoltre  rappresenti  n la  serie  naturale  dei  numeri  , elle 
queste  equazioni  concedono  poter  estendere  all’  infinito  In 
questo  caso  x potrà  prendere  tulli  i valori  compresi  tra  0 er, 
imperocché  cosi  facendo  non  si  apporta  contraddizione  nel- 
le equazioni  , dò  va  via  la  supposta  continuità.  Anche  per 
x — 0 ed  x = t rimane  soddisfatta  l’ equazione  2 , non  co- 
si l’ equazione  3 , imperocché  mentre  il  suo  1°  membro  va 
a zero  , d 2'  non  1’  è necessariamente.  Sarà  altrettanto  dei 
va  ori  tra  x = 0 ed  x = — r,  come  chiaramente  risulta 
dall  anzidetto  proprietà  delie  funzioni  periodiche  e ii. 
Rispetto  poi  ai  valori  di  x , maggiori  di  -fr  e minori  di  — «■> 
e che  m conseguenza  si  trovano  fuori  il  periodo  di  — r a 
-f  r , la  funzione  dovrà  ricevere  gradatamente  i valori  che 
risultano  per  x > — i ed  i<  -f  ?. 

Quindi  l’equazione  2 vale  per  r>x>  — r,  all’oppo- 
sto 1’  equazione  3 vale  per  *>*>_*,  ma  non  „ià  , 
valore  intermedio  x = 0. 

Scrivendo  ora  rispetto  all’  equazione  2 


2 rr 


cosntytdt  = aa  , 

e risolvendo  la  somma  nelle  sue  singole  parti , avremo  per 
<?x  la  serie 

4.  ?x=i  — a0  -f  a,  cosx  + a,  cos2x  -f  a,  cos3x  + . . 
per  r >.  x > — r , 

dimodoché  la  funzione  ?x  , il  cui  carattere  è riposto  in  ?x=* 
?(  x)  » Pu®  ^ra  gl’ indicati  limiti  svolgersi  in  una  serie  se- 
condo i multipli  del  coseno  di  x. 

Ponendo  ancora  nell’ equazione  3 


h ——Vi 

“ 


seni  4*  dt  , 
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ne  risulterà  similmente 

■*\  «J,x  ssn  bj  sen  x + 1»,  sen  2x  + h,  sen  3x  -f-  • • •' 
per  t > x > — 7 , eccetto  x = 0 , 

dimodoché  tra  i limiti  pei  quali  si  ha  4/( — x)= — 4-®»  una 
funzione  >4®  potrà  svolgersi  in  una  serie  secondo  i multipli 
del  seno  di  x. 

Esemplo  1.  Siano  da  svolgersi  coskx  e sen  kx  in  serie 
secondo  i multipli  del  seno  o del  coseno  di  x. 

Essendo  cos( — kx)  — coskx  , avrà  cos kx  la  proprietà  di 
<pt  , e quindi  prenderemo  a base  la  serie  4.  Or  si  ha 


€ 


cosnt  cosktdt , 


ovvero  , essendo 


cosntcoskl  = cos  (n  -f-k)l  -f-  -jp  cos(n  — k)t, 


sen(n-|-h)T 

ii+k 


H — 


sen (n — k)7 
n— k 


i — cosnrsenkr  £ 


E poiché  cosnr  = ( — 1)"  , sarà 


< ' 

1 

-* 

t 

u-k 

sarà 

a =(— 1)“+’.— , 
u v ' x na— k*  ’ 


1 2k 

e coskx  =s- — sen  kr  4-— sen 
kr  5 


, f cos  * 
kT  | In- 
cossi 


quindi 

rcoski 


1 


cosx 


cos2x 


V— k* 

. cos Si 


cos2i 
2a — k* 


2ksenkr  2k* 


1‘— k» 


2' — k* 


3“— k* 


+ • 


E questa  equazione  regge,  com’  è facile  a vedersi,  par  ogni 
valore  frazionario  di  k , positivo  « negativo  che  sia. 
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Da  essa  derivanp  molle  serie  , quando  ad  x e k ovvero 
ad  x soltanto  si  sostituiscano  dei  valori  speciali  che  renda- 
no soddisfatta  la  condizione  v>x  >0.  Ponendovi  , per  e- 
sempio  ar  = 0,  e k==~  , no  risulta  la  serie  leibniziana 
per  — - , cioè 

4 


I 

T 


1.3 


3.5 


5.7 


7.9 


+ 


I.a  funzione  scn  ka?  avendo  la  proprietà  di  , si  avrà 
per  l’equazione  5 


2 C* 

i = — \ sennt 


senktdt  , 


ovvero  , essendo 

senntsenkt  = -iCo(n— k)t  — -icos(n-f-k)t  , 

senfn — k)r  l sen(n-f-k)ir 

r n — k sr  n-|-k 

= — cos  ns-  sen  ks-  f — ^ 1 1 | ; 

v ( n— k ' n-)-k  J ’ 

cosichè  si  avrà  , a cagione  di  cosnr=  (—1)“  , 


b0  = (— 1)“+'. 


2n  sen  kr 


donde 


n“ — k 


i > 


sen  kx 

2 _ / seni 

— sp.n  k ir  ì 

2 sen  2l 

, 3'sen  3i 

L 

k 

\ 1*— k4 

2‘ — k* 

' 3* — k* 

h 

ovvero 

t 

r 

senkt 

sen  i 

2sen2x  , 

3 sen  Si 

i 

1T‘ 

senksr 

r— k* 

2a — k1 

3* — k“ 

"T  • 

In  queste  due  equazioni  k può  dinuovo  rappresentare  ogni 


Digitized  by  Google 


— 344  — 

numero  frazionario  positivo  o negativo  , e kx  ogni  numero 
compreso  Ira  r e 0 , del  pari  che  tra  0 e — x. 

Esemplo  2.  La  funzione 

ck,  _}_  e-ki 

Jia  la  proprietà  di  <?x  , quindi  per  l’equazione  4 si  ottiene  : 


i — — ^ (ekt  + e-k*)co»ntdt. 


Ma  per  l’equazione  20  del  n°  58  si  ha 


f ektcosnldt: 


nsenni-l-kcosnt 
ii'  + k* 


ekl  , 


donde 


come 


V ek,cosntdt  = cosar  — 1) , 

V o 

C ~ — k 

V c-k'cosntdt==-— -—(c-1- cosnr— 1). 

} ll‘+k* 


Perciò  sarà 

^ (ekl  + c-1')  cosntdt  = (—  (ckr  — e~k,r>, 

Jo 

9k 

ovvero  a„  ==  (—  1)D  • (ek,r  “ e"U)* 

Quindi  dall’equazione  4 si  ottiene 


„kr  —ir 


ckl-f-  C-kl  = 


r 1 2kcosx  . 2kcos2x 

<T  F+k*  i'_2/4-k1 

2kcos3x  , 

A I 


ovvero  anche 
ckl+e-‘kl  r 
ekr— e"k"  2 


B*  + ka 


1 kcosx  kcos2x kcos3x 

2k  ~ l“-4-k*  + 2’4-k11-  3 +k' 


Rispetto  alla  funzione 
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Queste  due  serie  valgono  sotto  le  medesime  condizioni  , 
sotto  le  quali  si  sono  presentate  come  valevoli  le  relative 
serie  dell’  esempio  1.  Oltreché  egli  è facile  conoscere  po- 
tersi passare  da  queste  a quelle,  scambiando  k con  k\/—i . 


88. 


Allargamento  del  limiti. 

Dei  limiti  0 c r , a cui  sono  sottoposti  gl’  integrali  del 
n°  precedente  , si  potrà  mutare  il  superiore  in  qualsivoglia 

(• 

limite  c,  purché  si  multiplichino  rcO  per  — , e si  di- 

Q 

vitla  per  1’  cqu.  4 n°  77  la  variabile  t per  — . Fatta  que- 

si’  alterazione  della  variabile  t nelle  equ.  2 e 3 del  n°  pre- 
cedente , essa  avrà  tale  influenza  sulle  funzioni  <?x  e «f'* , 
che  nella  prima  x potrà  trovarsi  tra  c e — c includen- 
dovi questi  limiti , ma  nella  seconda  x potrà  essere  tra  -f  c 
e — c,  purché  restino  esclusi  i valori  x = -f-c,  x = 0, 
= — c.  Quindi  con  queste  supposizioni  si  avranno  dalle 
jlle  equazioni  del  n°  precedente  ; 
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„ , 2 'V'  nnf  ' nrl 

2.  4-x=s — 7 . sen — \ se  a — 

c tf.  c c 


+tdl , 


scrivendo  <pt  in  vece  di  p j— j e in  vece  di  co- 

sicché ft  e vpc  disegnano  due  funzioni  periodiche  , il  cui 
periodo  regge  da  — c fino  a -f  c. 

Esemplo  l.  Sia  da  cercarsi  una  funzione,  la  quale  Te- 
sti eguale  ad  una  costante  C tra  i valori  ar  = 0 ed  x=c, 
ed  alla  costante  — C pei  valori  compresi  tra  x — 0 ed 
x = — c. 

A fin  di  semplificare  poniamo  la  costante  eguale  all’ uni- 
tà , giacché  potremo  riprodurre  C , moltiplicando  per  que- 
sto numero.  In  conseguenza  della  condizione  richiesta  do- 
vrà essere  — ®)  — — 4'*  ; quindi  si  avrà  per  1’  equ.  2 : 


, 2 v n!riCe 

1= — 7,  sen  — \ sen — dt  , 

° y c 


n=n 


Or  si  ha 

1 — cosnr  = 0 per  ogni  numero  pari  n , 
e 1 — cosnr  = 2 per  ogn’ impari  n. 

Laonde  si  ottiene 


3. 


3ri  . 1 

sen — — sen 

c 1 ò 


Sri 

C 


Questa  serie  rappresenta  la  funzione  richiesta  , la  quale 
è una  funzione  periodica  col  periodo  2c. 

Esemplo  2.  Si  cerca  una  funzione , che  tra  i limiti  -}-  c 
e — c sia  eguale  al  numero  x.  È dinuovo  — x)  = — 't'Xj 
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quindi  per  1'  equ.  t si  ha  : 

nasali 

2 nrx  C' 


tscn-^-dt. 

e 


Or  per  1’  equ.  9 del  n°  74  è : 

ytsentdt  = — tcost  + sen  t , 

e scambiando  I con  ed  abbreviando  , 
c 


5 


nrt  et  nrt  , c*  nrt 

tsen — dt  — cos f-  — sen — , 

O.  nif  C 1 n ' 


nr 


nz 


quindi 


tsen  dt  = — cosnrs=s( — , 

c n?r  \ > 


, 2c(  rx  1 2-1  1 3n  1 4rx 

4.  x = — 5scn — sen — --  sen -sen — 

r ( c 2 c 3 c 4 c r 

Se  all’  opposto  debba  cercarsi  quella  funzione  che  tra  0 
e c sia  eguale  al  numero  x,  e tra  0 c — c al  numero — ar, 
si  dovrà  ricorrere  all’ equ.  1,  dovendo  essere  y( — x)  = fx. 
Quindi  si  avrà 

n»n 

1 l 2 nrxf"  nrt  , 

x=  — \ tdt  + — cos— \ tcos  — dt. 

• n=>,  • 

Or  per  l’ equazione  8 del  n°  74  si  ha  : 

f tcost  dt  sa  tsent  + cost , 

quindi  , mutando  t in-^-ed  integrando  tra  i limiti  0 e e, 
fatte  tutte  le  semplificazioni  si  avrà 

3-  *=-2- ?|cos7  + -cos-r+-c°S  — + ..| 
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Le  equazioni  4 e 5 danno  un  medesimo  valore  per  x , 
quando  x sia  preso  tra  0 e c , al  contrario  quando  x sia 
preso  tra  0 e — ci  valori  risulteranno  relativamente  egua- 
li , ma  assolutamente  di  contrario  segno. 

89. 

Integrale  dl^flCos-”*^~--  dt. 

Addizionando  le  equazioni  1 e 2 del  n"  precedente  dopo 
aver  moltiplicato  la  seconda  per  i = [/ j" , si  avrà  l' equa- 

zione 

?x+i4*=i-^  ytdt-f-^-^cos^l^  cos-^ptdt 

, 2i  -«A  nyr  l'e  nrt 

+ ’VÌ'sen~T~\  *en—+tdt, 

' **o 

la  quale  concede  scambiare  le  funzioni  <pt  e 4-f  colla  fun- 
zione originaria  Ff.  Imperocché  per  le  equazioni  2 del  n°  84 
si  hanno  le  relazioni 

2 ?t  = F (eikl)  -f-  F (e~ ikt)  , 

2i^t  = F(c!k')  — F(e-ik‘) , 

nello  quali  facendo  k = 1 pel  n°  86  , Y equazione  preceden- 
te si  trasforma  in 

Ffc1*)  = ?l(ll+-J-Vc°s^f  cosili! [F(e“)  -f  F(e-il)]dt 

i I urxfr  nrt 

+— ^,sen— ^sen—  [F  (eil)  — F (e->‘)]dt, 

quando  le  somme  , come  per  lo  innanzi  , si  estendano  da 
n = 1 fino  ad  n = n. 
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Or  profittando  delle  note  equazioni 


nn  nrt 

COS COS  

c c 

nrx  nrt 

sen sen 

c c 


I 


• COS 


-r  (*— 0 + -g  cos~(x+t), 


c 

nr 


1 nr  . . 1 nr  / » a 

_ COS  — (x  — t)  — - COS  — (x+t), 


dimodoché  dopo  tutte  le  riduzioni  risulti 

1.  F (eij)  = -jj-  ^ fidi  -f*  cos"^"  (x — 0 ^ 

+ -f5^oC0S^L(X  + t)F(e"Ìt)dt  » 

sarà  possibile  dare  a questa  equazione  una  forma  più  sem- 
plice. 

Già  pel  primo  integrale  di  essa  si  ha 

2 V iptdt  = ^ F (c'1)  dt  + ^ F (e-*)  dt  ; 
ma  secondo  il  n'  1 del  paragrafo  77  è 

[ F (e-**)  dt  = — [ F (e!t)  dt  = ? F (e1')  dt  , 

ilo  Jo  J— c 

e quindi  2 \ ytdt  = V F(ei,)dt. 

VO  J — C 

Similmente  il  terzo  integrale  dell’ equazione  1 può  ridur- 
si al  secondo  , essendo  pel  già  indicato  numero  : 

^ cos-^-(x-ft)  F (e-*')  dt  = — ^ cos  (x— t)  F(e'*)dt 


i 


cos  — (x — t)  F (e*)  dt. 
c 
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Mercè  questa  equazione  si  ha  dall'  equazione  1 : 

F (e1’)  - ~ ^(eil)  dt  + ^(e!‘)  cos  -^=2-  dt, 


ovvero  , scambiando  F (e'1')  con  ft , 
2 


nr  fi — t)  . 
cos - dt. 


Questa  equazione  , come  dimostra  la  sua  deduzione  dalle 
equazioni  1 e 2 del  n°  precedente  , vale  per  ogni  valore 
di  x che  stia  tra  + c e — c.  La  somma  è da  prendersi  da 
n = l fino  ad  n — n ovvero  fino  ad  n = oo;  intanto  essa 
non  resterà  alterata,  se  si  prenda  da  n=l  fino  ad  n= — oc. 
E poiché  il  primo  integrale  è quel  termine  della  somma  , nel 
qualeèn=0,  cosi  dall’equazione  2 si  ottiene: 


fx  = 


ar{t— t) 
c 


dt  + 


+e 
ft  dt 


ovvero  per  una  più  semplice  notazione  : 

+ ® 

i 

3. 


fx  = cos  — dt. 


90. 

Integrale  doppio  di  ptfz costzdzdt  e 44fz  sentzdzdt. 

Per  una  nuova  applicazione  delle  equazioni  generali  3 el 
del  n°  85  poniamo  nella  prima  di  esse 
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, v = t , u =y,fzcostzdz  , 

supponendo  che  fz  indichi  una  funzione  continua  tra  z=0 
e 3 = ce  ; ed  integriamo  rispetto  a t e s tra  i limiti  0 e oo  . 

Avremo 

\ ^ yt  fzcostzdzdt  <=>  V \ fzcostzcosnktdtdz. 

Ma  il  doppio  integrale  del  2°  membro  è stato  trovato  nel- 
1 esempio  3 del  n°  77.  In  conseguenza  avremo  mercè  que- 
sto valore  l’ equazione 

I-  ^ ^ yt  fz  cos  tzdzdt  = f (nk)  , 

scambiando  nell’  indicata  equazione  yz  con  fz  e prendendo 
la  somma  da  n = 0 fino  ad  n = ao . 

Ma  introducendo  nell’  equazione  4 del  n°  85 

v — t,  u = y'fzsenlzdz, 

integrando  dinuovo  rispetto  a £ e s tra  0 e oo  , e profit- 
tando dell’  equazione 


V fzsentzsennktdtdz  = -^-f(nk)  , 

o •'o 

che  egualmente  abbiamo  imparato  a trovare  nell’  esempio  5 
del  n°  77  ; si  avrà 


2. 


vf/tfzsen  tzdzdt 


per  n = 0 fino  ad  n = oe . 

Alcuni  facili  esempii  serviranno  a mettere  in  chiaro  la 
moltiplice  applicabilità  delle  equazioni  1 e 2. 

Esemplo  *•  Introducendo 
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<pl  = coskt  nell'equazione  1 , 
4-1— senkt  nell’ equazione  2 , 


e considerando  che  pel  n"  85  avranno  luogo  in  generale  le 
relazioni 

2?t  = F (eikt)  -j-  F (e— :kl) 

2i4't«=F(eik()  — F(e-ik‘) , 

e che  in  conseguenza  dai  supposti  valori  di  <pt  e 4*  segua 
l i = t , e debba  quindi  essere  ancora 

n = 1 ed  A0  = 1 


a cagione  di  Ft  = ^,Antn  ; ne  risulteranno  le  equazioni 
trovate  da  Fourier 


3. 

i. 


fzcostzcoskldzdt  = 


fzsentzsenktdzdt  = 


2 


2 


fk, 


fk  , 


le  quali  risultano  dalle  equazioni  generali  del  n"  77  , quan- 
do vi  si  ponga  n=  1. 

Esempio  4.  Per  qualsivoglia  numero  positivo  li  poniamo 
che  nelle  equazioni  1 e 2 sia 


fz  = e—l,‘. 


In  questo  caso  gl’  integrali  doppii  possono  ridursi  ad  inte- 
grali semplici.  Imperocché  integrando  primieramente  rispet- 
to a a le  equazioni  che  ne  risulano  , 


ytcostzdzdt 

4dsentzdzdt 


-l^A.e-** 

:T^A”c"nhk 
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si  avrà  a norma  dell’esempio  3 n°  76  : 

h 


e-'”  cos  tzdz  ; 


% ” 

^ C-1'* 


sen  Izdz  i 


u“4-t* 

t 


h'+t 


■ i 


dimodoché  dagl1  integrali  doppii  risulteranno  le  equazioni 

C-!I£Ì.--S-Va  e-nhk 

\ u*+i*  ijh 

f"  JLVa  e—kk 

' h*+t*  2 

O 

Ritenendo  in  fine  il  significato  delle  somme  dei  secondi 
membri  nel  senso  del  n*  84,  questi  integrali  potranno  scri- 
versi cosi  ; 


Queste  fecondissime  equazioni  valgono  per  tutti  i valori 
positivi  di  h e k , unitamente  alla  relazione  che  pel  n°  84 
ha  luogo  tra  le  funzioni  ot,  ^t,  F t. 

Esempio  5.  Pongasi  nell’equazione  5 ?t  = cosfct,  quindi 
Ft  = t , si  avrà  immediatamente 

Jo  h*  + t*  2h 

e similmente  per  = sen kt  si  avrà  dall'equ.  6: 
o f*  isehktdi 

8>  5 ' h'  +T~  2 e 


-hk 


Franse  Caic.  Intio. 


23 
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Ma  se  nell’ equ.  5 si  muti  Ft  in  1(1  -ft)  , dimodoché  ri- 
sulti , ' 

9*  - |l(l+e*‘)+  yl  ( 1 +0-“*)  = 1 1(2  -f  e'k.  4.  c-:k') 
ovvero  , eliminando  gl’  immaginarli  , 


?t  = \ 1(2.2  cos*  4-  kt)  = 1 2 + 1 cos  1 kt  ; 


si  avra 


Or  è 


1 


12-flcosxkt  _ 


ri2dt  _ * 12 

Xh+1‘  2h12’ 


ed  in  conseguenza , scambiando  2 k con  k , sarà 
„ f Icoskl  , 

9.  \ dt: 

J.  + 


*•  i !+e 

2h  2 ' 


Al  contrario  la  stessa  equ.  5 per  Fi  = i(l t ) , ovvero 


==  12  -f  lsen  - kt  , 


ne  dà  : 

10. 


_ 30 

T lsenkt  r , 

) -h'+.*  d‘  2S"' 


1 — c 


— 2hk 


Sottraendo  in  fine  l’equ.  9 dalla  10  si  ha 


11. 


r !,Skt  , l-e”hk 
Xh’+‘*  2h‘  1+cHk  • 


Ponendo  nell’  equ.  5 

Ft  = (tr-f-  t-r)m,  ovvero  Ft  <=  (tr — t~r)*ra, 
c nell’  equazione  6 


♦ 
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si  avrà 

pt  = 2n,cosmrkt  pel  primo  caso  , 

?t  = ( — 1)'”  2“msen'mrkt  pel  secondo  e 
?t  = (— l)n,2,n,sen*m+,rkt  pel  terzo  ; 

donde  risultano  le  equazioni 


cosmrkt 
h*-f- 1*  ' 


dt  = - 


2*m+,.h 


(erhk  + e-rhi)m, 


senamrkt  , ( — i\«>r  , 

--dt  =S  V > Z (erhk  1 (j-rhkyn, 


tsen“"+'rkt 
h*-f  t* 


dt< 


-2.l)+ì-(e'hk-^r+I. 


Nei  n:  da  85  a 90  si  sono  presentati  i casi  più  semplici 
dell’applicazione  delle  equazioni  8 e 4 del  n°  84  ; e queste 
medesime  ultime  equazioni,  ancorché  comprendano  un’este- 
sa famiglia  d’ integrali  definiti  , non  sono  purtuttavia  che 
forme  speciali  d’ integrali  che  comprendono  più  vasto  cam- 
po. E si  vedrà  chiaramente  l’ esattezza  di  questa  osservazio- 
ne , quando  nell’  equazione  1 del  n°  84  , 


Ft=  VAJ- 

in  vece  di  sostituire  , come  si  è fatto  , e!kt  ed  e-ik‘  a t , 
si  ponga  in  luogo  di  questa  variabile  e,+i|'*  ed  e1— ik*  per  ogni 
valore  reale  di  x , ovvero  si  consideri  Ft  dipendente  non 
dalla  sola  variabile  t , ma  da  più  variabili  x , y , s , . . e 
per  due  variabili  t e t'  si  muti  l’esponente  di  e in 

r (t+ak-f  bl)’  4-r'(t'+ak'-fbl')\ 

La  ricerca  di  queste  forme  generali  , che  di  molto  supe- 
ra i limiti  di  quest’  opera  , ci  condurrebbe  alle  importanti 
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inTestigazioni  ilei  moderni  matematici  e dimostrerebbe  che 
esse  tengono  ad  una  medesima  sorgente,  per  quanto  diverse 
siauo  le  vie  seguite  nei  singoli  casi. 


CAPO  SECONDO. 

3lun?ùmi  fciff mudali  tri  piu'  variabili. 

A.  Funzioni  differenziali  lineari. 

91. 

l’osaibilHa'  dell'  Integrale. 

Una  funzione  differenziale  di  più  variabili  x , y , z , . . . 
e dei  loro  differenziali  dx  , dy  , dz , . . . dicesi  lineare  , 
quando  questi  differenziali  non  vi  sono  contenuti  che  a pri- 
ma potenza.  Cosi  disegnando  P , Q , R , . . . funzioni  delle 
variabili  x , y , z , l1  espressione 

Pdx  + Qdy  -{-  Rdz  -f-  • • • 

sarà  una  funzione  lineare  delle  variabili  dx,dy,dz 

Nel  capo  precedente  si  è dimostrato  che  di  ogni  funzio- 
ne di  una  sola  variabile  si  può  trovare  il  valore  del  corri- 
spondente integrale.  E quantunque  sia  vero  che  i metodi 
sintetici  non  possono  ridurre  ogni  data  funzione  differenzia- 
le a forma  integrabile  , e che  i metodi  analitici  non  com- 
prendono affatto  l’insieme  delle  possibili  funzioni  differen- 
ziali ; purtnttavia  i metodi  generali  e particolari  per  lo  sco- 
vri mento  d’ integrali  definiti  somministrano  un  mezzo  effica- 
ce per  indagare  un  gran  numero  di  simili  funzioni  , alme- 
no tra  dati  limiti  ; e la  teorica  esposta  nel  n°  78  ne  dimo- 
stra che  per  ogni  valore  di  una  funzione  differenziale,  com- 
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preso  tra  i limiti  della  continuità , è possibile  ottenere  un 
valore  sempre  più  approssimato  dell’  integrale  , ancorché 
questo  rimanesse  incognito  nella  sua  forma  generale. 

Altrimenti  va  la  cosa  rispetto  alle  funzioni  differenziali  di 
più  variabili.  Non  ognuna  di  esse  può  corrispondere  ad  un 
integrale  ; che  anzi  questo  non  è possibile  che  sotto  certe 
condizioni  le  quali  debbono  aver  luogo  tra  le  variabili.  Que- 
ste condizioni  sono  le  seguenti  : 

Nella  funzione 

Pdx  + Qdy 


siano  P e Q funzioni  delle  due  variabili  x ed  y.  Se  questa 
espressione  è il  differenziale  di  una  funzione  u dipendente 
dalle  due  variabili  x ei  y , sarà 


du  : 


du  j i «tu  , 

dI+V5; 


di 


quindi 


du 


du 


~dx  + £.dy  = Pdx-fQdy, 


dy 


oyyero  j-^_pjdx-f  j^-Q^dy-O. 


E se  le  variabili  x ed  y sono  tra  loro  indipendenti  , dovrà 
essere 


ossia 


du 

dx 


0, 

■P, 


du 

d7 

dii 

dy 


—0=0, 

■=Q- 


Or  essendo 


d*u  d’u 

dxdy  dydx  ’ 


ne  segue  che  , introducendovi  P e Q , dovrà  esser  soddi- 
sfatta la  relazione 


dP  rfQ 

"dy"  dx 
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L’ equazione  1 rappresenta  la  condizione  che  dovrà  esser 
soddisfatta  , perchè  l’ espressione 

Pdx  + Qdy 

sia  il  risuitamento  della  differenziazione  di  una  funzione  u 
di  due  variabili  indipendenti  , e quindi  integrabile. 
Similmente  la  funzione  lineare 

Pdx  -f  Qdy  -f  Rdz , 

in  cui  P , Q , U rappresentano  funzioni  delle  tre  variabili 
indipendenti  x , y , z,  non  sarà  sempre  il  differenziale  di 
una  funzione  u.  Imperocché  se  u dipende  da  queste  tre  va- 
riabili , dimodoché  sia 

, du  . du  . . do  . 

du  = 7i  dx  + — dy  + ^dz, 

• j-  « du  n dl'  „ dU 

5.»— 57  i 

dalle  note  relazioni 

d2u  d’u  d’u  d’u  d*u  d*u 

dx  dy  dy  dx  ’ dx  di  di  dx  ’ <]y  dz  di  dy  * 

si  avranno  le  condizioni 

2 _dP  dQ  dP  _ dR  dQ  _ dft 

dy  dx  * di  dx  * uz  dy  ’ 

che  dovranno  esser  soddisfatte  se  l’espressione 

Pdx  4"  Qdy  + Rdz 

rappresenta  il  differenziale  oompleto  di  una  funzione  u di  tre 
variabili  indipendenti  , ovvero  se  l’integrale  di  questa  fun- 
zione dev’ esser  possibile. 


Digitized  by  Googli 


— 359  — 

92. 

Funzioni  differenziali  di  due  variabili. 

Per  trovare  F integrale  u della  funzione  differenziale 


Pdx  + Qdy, 

nell’  ipotesi  ammessa  per  l’ equazione  1 , consideriamo  per 
un  istante  una  delle  variabili  , p.  e.  y , come  costante  , e 
e trattiamo  u come  funzione  della  sola  variabile  x.  In  que- 
sta supposizione  du  si  trasforma  in  P dx  , ed  integrando  ri- 
spetto ad  x si  ba  l’equazione 

1.  u=*/Pdx  + Y, 

nella  quale  la  costante  Y prodotta  dall’  integrazione  dovrà 
esser  dipendente  dalla  sola  variabile  y. 

Or  se  si  possa  , sotto  la  già  detta  condizione 

qp  dQ 

dy  dx  ’ 

determinare  Y in  modo  che  l’ equazione  1 sia  soddisfatta  an- 
che quando  y sia  dichiarata  variabile  , allora  sarà  possibile 
determinare  l’ integrale  u.  Ricavando  a tal  uopo  dall’  equa- 
zione 1 il  differenziale  completo  , ne  risulterà  l’ equazione 

du^Pdx  + i^idy  + dY, 

la  quale  comparata  a 

du  = Pdx  -f  Qdy  , 

ne  dà 

2. 

Or  Y è per  sua  natura  indipendente  da  x ; quindi  anche 
la  differenza 
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r,  fdP  J 

, ovvero  Q dx  » 

dovrà  essere  indipendente  da  x ; vale  a dire  che  la  deriva- 
ta di  questa  differenza  rispetto  ad  x dovrà  esser  nulla.  Ed 
in  vero  questa  derivata  è rappresentata  da 

dQ  dp 

"di  di  ’ 

che  per  l’equazione  di  condizione  1 del  n'  precedente  è 

nulla. 

Laonde:  se  le  funzioni  P e Q della  funzione  diffe- 
renziale lineare 

du  ==  Pdx  -f-  Qdy 

rendano  soddisfatta  la  condizione 
dP  dQ 

e=3 , 

dy  di 

corrisponderà  du  ad  un  integrale,  e propriamente  ad 
u = /Pdx  + Y , 

ovvero 

3.  u = /Pd*  + /jfi--^-}dj  + C. 

Se  in  vece  di  y si  fosse  considerala  x come  costante  > 
dall’  equazione  1 sarebbe  risultata  la  relazione 

u = /Qdy  + X, 

X indicando  una  quantità  dipendente  dalla  sola  x ; e quin- 
di 1’  equazione 

*•  u ~ /Qdy  -f  / jP dx  + C. 

Esemplo  1.  Sia 

du  =»  — ■ ■ adx  -f-  2bydy. 

Vi  + 1»' 


Digitized  by  Google 


— 361  — 

Abbiamo  in  questo  esempio 

1 


P = 


f a , Q=»2by  , 


quindi 


^1  + x® 
dP 
dy 

L’ equazione  proposta  è dunque  integrabile. 

Integrandola  rispetto  ad  y secondo  P equazione  4,  si  ha 

u = by*  + X , 

d/Qdy  __q  , 


ed  X: 


owero 


dx  , essendo 


di 


X = l(x  + l/T+7‘)+ax; 


quindi  u = by*  -f-  ax  -f- 1 (*  -f-  ^1+x*)  4"  C* 
Similmente  da  du  = ,iy 


xa(x*+y*)5 


si  ottiene  l’ integrale 


u='^  + C. 

X 

Esempio  2.  Poneudo 
si  ha  Pi 


Quindi 


• » -j  i j rv 

*(y’+*“)  ’ v~ 

y(x*+y*) 

dP  _ _ x® — y® 

_ dQ 

dy  (x*+y‘)4 

dx 

f i*+xy+y‘ 

®Ì  + Y. 

J x«+y® 
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»*4*y+y‘  1 y l 

X“+y*  ' i x’+y«  +T 


come  si  troverà  facilmente  mercè  la  decomposizione  in  fra- 
zioni parziali  ; in  conseguenza 

u = + irì  “ arc  (e  7 + ,x  + Y- 


Si  ha  inoltre 

dY 
dy  ' 


z'4-xy+y*  _j_  x 


quindi 
cd 

Esemplo  5.  Sia 


(x‘+y’)y  x‘+i* 

Y — — ly  + C , 

u = are  ig  — -j- 1 — -f  c. 

y y 


i 

y 


du  = - 


dt 


L’ equazione  di  condizione  ci  dà 


= + -y-jl '—]■ 


p = 


1 r.Q  1 


(**+y‘)* 

dP 
dy 


y y(x’+ya)‘ 
y do 


(x*+y‘)* 


di 


Or  integrando  rispetto  ad  x si  ottiene 

u^T7=^=U*+l/xm-fy*)  + Y ; 


. , dY  1 

ed  è-T-  « 

dy 


-t-r 

X 


quindi 


y 3V,a+y.  (i-f4/i'+yj)  V x*-f-y’ 

™ Costanle  » 


=0. 
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e perciò  u = lC(x  -j-  l/x*  y‘). 

Similmente  si  avrà  da 

du  = (aay  -f-  x’)dx  -f-  (b3  -f  a*x)dy 

u x<  4 a xy  + b’y  4 C. 

Da  du~=  A+Id,~2ydx 
(y— *)' 

u = i(y_x)-^7  + C. 

Da  du  = (seny  4 ycosx)dx  4 (senx  4 xcosy)dy 
u = xseny  4-  ysenx  -j-C. 

93. 

Funzioni  differenziali  di  Ire  variabili. 

Sia  da  integrarsi  la  funzione  di  tre  variabili  x,  y,  a. 
Pdx  4 Qdy  4-  Rdz  , 

supponendo  che  le  funzioni  P,  Q,  R rendano  soddisfatte  , 
conformemente  all’eqn.  2 del  n°  91  , le  condizioni 

j dP  ^ df>  dP  ^jiR  dQ  dR 

dy  di  ’ dz  di  ’ dz  dy  ’ 

Considerando  nella  proposta  funzione  differenziale  una  del- 
le variabili  , p.  e.  a , come  costante , essa  si  trasforma  in 

Pdx  -f-  Qdy  , 

che  secondo  il  n°  precedente  darà  un  integrale  delle  va- 
riabili x ed  y , stantechè  la  prima  delle  tre  equazioni  di 
condizione  si  suppone  soddisfatta.  La  costante  arbitraria  di 
questo  integrale  potendo  esser  una  funzione  di  a , la  rap- 
presenteremo con  Z ; e ponendo 


/ 
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d / pdi 


avremo  l’ integrale 

2.  u = /Pdx+/Qdy  + Z. 


Or  se  « è l’ integrale  della  funzione  proposta,  questa  do- 
vrà trovarsi  riprodotta  nel  differenziale  di  u rispetto  ad  x, 
y e s,  Questo  differenziale  è 


du  = Pdx 


, d/Pdx  , . d/Pdx 

4— d7-dy+-ir~ 


dz 


4-  Q’dy  4 


ri/Q'dy 

dz 


■dz  4-  dZ  , 


ovvero  , introducendovi  il  suddetto  valore  di  Q dy  , 

du  = Pdx  4-  Qdy  + 4-  -/^dy-  \dz  4-  dZ. 

Da  questa  equazione,  comparandone  il  2°  membro  colla  pro- 
posta funzione  differenziale  , risulta  per  dZ  il  valore  : 

3. 

Or  si  può  dimostrare  che  il  fattore  di  dz  di  questa  equ. 
3 è indipendente  tanto  da  x che  da  y , e che  in  conse- 
guenza si  può  esprimere  Z in  funzione  della  sola  3,  e rap- 
presentare u mercè  1’  equ.  2.  A tal  uopo  basterà  mostrare 
come  questo  fattore  , che  indichiamo  con  R' , differenziato 
rispetto  ad  x del  pari  che  rispetto  ad  y , dia  un  risulta- 
mento  nullo.  Or  la  derivata  rispetto  ad  x di 


It=»R-r 


i <1P  , 

dx  — 

i dz 


d f Q’dy 

da 


considerando  che  Q’  è indipendente  da  x , ci  dà 

dii'  dR 

dx  * di  da  * 
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p questa  differenza  è nulla  per  la  seconda  delle  equazioni 
di  condizione  1. 

Differenziando  poi  R'  rispetto  ad  y si  ottiene 


Ma 

e quindi 
dunque 


dR' 

dR 

dQ'  d*  / Pdx 

“ dy 

dz  dzdy 

n 

O 

1 

d / Pdx 

dy  ’ 

dQ' 

dQ 

da/Pd* 

<Iz 

dz 

dydz  » ’ 

dR'  dR 

__dQ  . 

dy 


dy 


dz 


valore  nullo  per  la  terza  delle  equ.  1. 

Riunendo  le  osservazioni  di  questo  numero,  ne  risulta  11 
teorema  : 

Essendo  data  la  funzione  differenziale  lineare 


Pdx  + Qdy  Rdz 

nella  quale  le  funzioni  P,  Q,  R delle  variabili  x,y ,s 
rendono  soddisfatte  le  equazioni  di  condizione 


dP  dQ  dP  dR  _dQ_  _ jjR_ 

If5*  "di"  ’ "dT  “ "di'  ’ dz  “ dy  ’ 

vi  sarà  di  essa  funzione  un  integrale  u , espresso 
dall’  equazione 


5. 

essendo 


u=/Pdx  + /Qdy  + /R'dz  + C, 

d/Pdx 


Q'  = Q- 


IV=R- 


dy 

d/Pdx 

dz 


d f Qdy 
dz 


dimodoché  Q'  è indipendente  da  x , ed  R'  lo  è da  x cd  y. 
L' equazione  5 è derivata  dallo  stesso  principio  che  l’equa* 

* 

i 
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tiene  3 del  n°  precedente , vale  a dire  che  vi  è stata  con- 
siderata come  variabile  prima  la  x , indi  la  y , in  fine  la  z. 
Ma  fra  tre  grandezze  sono  possibili  sei  permutazionioni  ; ed 
in  conseguenza  vi  saranno  cinque  altre  forme  , simili  al- 
l’ equazione  5 per  poter  rappresentare  l’integrale  n. 

Finalmente  è chiaro  che  la  teorica  esposia  in  questo  nu- 
mero , può  facilmente  estendersi  a funzioni  differenziali  di 
quattro  e più  variabili. 

Esempio  i.  La  funzione  "differenziale  lineare 


• 2l(z* — y*)dx  ( 2ydy  2r.Hz 

(X*-fy*)(x'+z*)"  + x*+y*  “ x’+z* 

rende  immediatamente  soddisfatte  le  equazioni  di  condizio- 
ne 4 ; imperocché  si  ha 


dP 

**y 

dQ 

dy  =a~~ 

(**+yT  “ 

dx  ’ 

dP  _ 

4xz 

dR 

dz 

!*•+•' f = 

dx 

dO 

Il 

© 

II 

dz 

Or  integrando  Vdx  , si  ha 


u 


2x  (z*— y )dv 


Y, 


ovvero  scomponendo  la  frazione  che  trovasi  sotto  il  segno 
integrale  , 


vale  a dire 
Inoltre  è 


Q- 


< 2X 

^ ì 

l x'+y* 

x‘+z‘  > 

1(^  + 0 

-1(*M 

1/Pdx 

2y  dy 

dy 

— 

2ydy 
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ed  in  conseguenza  Y = Costante. 

Si  troverà  similmente  R'  = 0 , dimodoché 

x*-fy» 

~ J i n 


: 1 


sarà  la  funzione  richiesta. 
Esempio  2.  La  funzione 


x“4-z“ 


xrtt+ydy-f  sdz  zdx— xdz 

iM-v-t-z’*  + 


ci  dà 


t/X*4y*4z» 

dp  — xy 

dy 


dP 

dz 


(**+?*+■*)! 
"T  + 


dQ 

di  » 


— iz 


x"— z* 


(^*+y2+z,)i  ‘ (l‘+z‘)‘ 


dR 

dx 


dQ 


— y* 


dR 


dz  (*'+y*+i'£  d*  ’ 
dimodoché  per  l’ integrale  di  Pdx  si  ha 

u-C  — - + C_^_ 

J l/x'+y'+z*  J «‘4*1*  * 
°Tvero  u = l/x“  -f-  y*  -j-  z*  + are  tg  i. 

z 

Or  si  troverà  facilmente  che 

Q =0  , R'  = z , quindi  y'R'dz;  s=s  — z*  , 
e perciò  2 

a - kV  + y-+2.  + arctg-i  + 1 2*  + C. 
Esempio  3.  La  funzione 


y*4-z*— x»  dx 

i*+y'4z*  ’ T 


x*+(y— z)»  dy  x»4-y» 


il 

**4y*+*‘  ’ z 


ydz  dz 

“zT  +1T 
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rende  soddisfalle  le  condizioni  delle  equazioni  4 , imperocché 
dP 4xy 

ly  ~~  (**+jH**r  “ dx  ’ 

c jp  4iz  dR 


*dT  — (x'+y*+zT" 1 dx  ’ 


dQ 


4yz  J dR 


dz  — (x*+y*+7*)*  1‘  dy 

C y?+z’ — **  dx  , v 

Quindi  si  ha  u = ^ x._|_y»^  • — -r  * » 

ovvero  11  = x'+y'+*A  1 dx  + Y ’ 

donde  u = lx-l(x*  + y*4-z’)  + Y- 

Or  si  trova  che 


Y = — > 


in  conseguenza 
u = 

Nello  slesso  modo  si  avrà 


u j=  lx  — 1 (x’  + y*  + z*)  4-  — + z* 


R'=i.  + __, 


ed  in  conseguenza 


J‘ R'  dz  = lz  — • 4"  C°s  5 


dimodoché  sarà 

Il  * 

Similmente  da 


U 1 x*+y*+z* 


r + C. 


t 2x 
ydx  , xdy  , xydt 

dU  5=5 “ + 7=T  + (a-*)* 


si  ottiene 


*y  i r ■ 

U sa  r ) 

a— x 
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da  du  = (y  + z)dx  + (x-f  z)dy  + (x+y)dz 
u = xy  4-  xz  -f  yz  + C ; 

c da  du  ■ntl.x.~i).tl.y,  J.  i!g~a?)d*. 

% ' z* 


94. 

Introduzione  di  nuove  variabili. 

Nel  n°  91  si  sono  dichiarate  le  condizioni  che  rendono 
possibile  l’ integrale  di  una  funzione  lineare  di  due  o più 
variabili  ; e nei  n:  92  e 93  si  sono  mostrate  le  vie  che  me- 
nano all’  integrale  richiesto.  La  quistione  è stata  dunque 
compiutamente  risoluta. 

lulanto  la  via  , che  conduce  all'  integrale  , viene  in  ta- 
luni casi  abbreviata  mercè  l’ introduzione  di  nuove  variabi- 
li , poiché  cosi  si  perviene  o ad  una  funzione  differenziale 
di  una  sola  variabile  , ovvero  ad  un’  espressione  composta 
di  due  parti  distinte  della  forma 

du  = Fvdv  -f-  fr  dr  , 

v ed  r indicando  le  nuove  variabili. 

Esempio  1.  Sia  data  la  funzione 

yd»  — idy 

i'  + y* 

che  indichiamo  con  du.  Ponendovi 

y=arscnv,  x = rcosv, 

r e v indicando  due  nuove  variabili  , risulteranno  per  dy 
c il x i valori 

dy  = sen  vdr  -f  r cosvdv 
Franile  Calc.  Intec.  24 
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di  = coB  v dr  — r sen  v dr 
quindi  ydx— -xdy  = — r’dv  , x®  -f  ym  = r*. 

ydx  — xdy 


Sarà  dunque  du  > 


x‘-f  y* 


: — dv  , 


e l’ inlegrale  proposto  sarà  ridotto  alla  forma  semplicissima 


$ 


ydx — xdy 


x*  + y* 


•v  + C 


i — arctg  — -4-C. 


sara 


E poiché  -1-  = arctg  -f  are tg  — , 
^ydx«^-  yr-  = arc  tgy  + Cost. 

Esemplo  2.  Introducendo  gli  stessi  valori 
y = r sen v , x = rcosv 
nella  funzione  differenziale 

x®  + sy  + y*  $dx  dyj 
x*  4-y‘  <"x  y > ’ 

ne  risulta  x*  + xy  4-  y*  = r*  (1  + senveos v) 

, , , di  dy  dv 

» j ’ x y 

quindi 


sen  v cos  v 


C£±!ldtzljii_.iLj=_v_iigv  + i 

) x‘4-y*  fT  y> 


= arctg  — + 1 — -f  C 

y y 


Mercè  gli  stessi  valori  di  x ed  y si  perviene  ancora  al- 
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equazione 


ÌÌvIf7  + [ ' - i^%?]  f!  “ ,<r[,+«Mvi) + e 

t=a  1 (x  -f- 1/ x*+y*)4-Cost, 

come  già  si  è trovato  nell’esempio  3 del  n°  92. 

Esemplo  5.  Se  nell’espressione 

y*dx  + x«dy 

a(i+y)xy  + t»x*y*  **  u’ 

la  quale  , come  è facile  a vedersi  , rende  soddisfatta  la 

condizione  d’ integrabilità  , si  sostituiscano  — ed  — ad  x 

v w 

ed  y , si  avrà 

du  = --A(.v+w>  . 


b-f-a('-fw)  ' 


m conseguenza 


u = — — l[b  + a(v  + w)]  , 

cl 

ovvero  restituendo  a v e w i loro  valori  , 


f y*d«  + i»dy  

ja(*+y)xy-f  bx*y*  **  a a(x 


cxy 

+y)  + bxy  * 


indicando  la  costante  con  — le. 

a 


Integrali  defluiti. 

Indicando  con  o (x , y)  e ^{x,y)  due  funzioni  qualun- 
que , che  rendano  soddisfatta  la  condizione 

<*y(x,  y)  d<K»,  y) 
dy  03  di  * 
la  funzione  differenziale 

« 
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9(x  , y)dx  -fvp(x,  y)dy 

ammetterà  pel  n"  91  un  integrale  , che  sarà  una  funzione 
dipendente  da  x ed  y.  Indicando  questa  funzione  con  F(x,  i/)> 
dovrà  risultarne  I1  equazione 

2-  fW  (x  > y)dx  + +(*  > y)dy]  = F(x  , y)  -f  C. 

C indicando  la  costante  arbitraria  dell’  integrazione. 

Or  per  rappresentare  questo  integrale  tra  i limili 

x = a ed  x = A,  y = b ed  y = B , 

tra  quali  possono  rimaner  continue  le  funzioni  y (x  , y)  e 
(x  , y)  , ed  in  conseguenza  F (x , y)  , noi  ci  serviremo 
dell’  equazione 

? (x  , y).  h + + , y).  k = F(x-f  h , y + k)—  F (x  , y) , 

la  quale  regge  per  qualsivoglia  infinitesimo  incremento  h di 
x , e k di  y.  Or  introducendo  in  questa  equazione  i se- 
guenti successivi  valori  di  x ed  y , 

x = a y = b 

x = a -f-  h y — b -f-  k 

x = a -j-  2 h y = b + 2k 

x = a -(-  nh  y = b -f-  nk 

c poi  addizionando  , si  avrà  per  secondo  membro 

F (a -j-nb  , b -f- nk)  — F (a  , b)  , 

c per  primo  membro  una  somma  di  quantità  infinitesime, 
la  quale  tanto  più  si  approssimerà  a rappresentare  l' inte- 
grale tra  i limiti 

x = a fino  ad  x = a -f-  nh,  y + b fino  ad  y = b -f-  nk, 
per  quanto  li  c k si  prenderanno  più  piccole.  Si  ponga 
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a -f-  nh  = A , b -f-  nk  = B ; 
e dall’  indicala  somma  si  avrà  l’ integrale 

3.  i [l  (x , y)  dx  + *(x , y)  dy]  = F(A , B)  - F(a , b), 

Jatb 

supponendo  che  dei  due  limiti  , segnali  sopra  e sotto  del 
segno  integrale  , i primi  a ed  A si  riferiscano  ad  x,  i se- 
condi b e B ad  y. 

Questa  equazione  3 costituisce  l’ integrale  definito  o l’in- 
tegrale tra  limiti  dell’  equazione  2 ; e come  è facile  a co- 
noscersi , le  medesime  leggi  , dimostrate  nel  nu  77  per  le 
funzioni  di  una  sola  variabile  , valgono  ancora  per  questa 
equazione  3 , ed  in  generale  per  gl’  integrali  definiti  che  di- 
pendono da  più  variabili.  

Del  resto  l’ integrale  dell’ equazione  3 può  ridursi  ad  una 
sola  variabile.  Imperocché  essendosi  nelle  precedenti  equa- 
zioni trasformata  li  in  dx  , e k in  dy  rispetto  ai  limiti  su- 
periori dell’  integrale  , cosi  si  potrà  da  esse  , vale  a dire 
dalle  equazioni 

a -f  nd.x  = A , b -f  ndy  = B , 

eliminare  l’ indeterminata  infinitamente  grande  n , ed  allo- 
ra lo  due  equazioni  conterranno  la  medesima  grandezza. 
Avendosi  mercè  l’ eliminazione 


sarà 

4. 


(A — a)  dy  — (B  — b)  dx  , 


dy  B — 1) 

=* , 

dx  A — a ’ 


ovvero 


dx 

dy 


Sarà  dunque  equivalente  integrare  I’  equazione  3 , ovve- 
ro quella  che  ne  risulta  dopo  avervi  introdotto  una  delle 
relazioni  tolte  dalle  equazioni  4 , e tra  i limiti  d’ integra- 
zione che  rimarranno.  Laonde  indicando  con  u l' integrale 
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dell'equazione  3,  dall’equazione  4 risulteranno  le  due  forme 

5.  u = ^ j®(x,  y)  + -|^-4'(x  , y)jd* 

ovvero  u = ^|?(*»y)+F=T'f'(x,y)Sdy’ 

nella  prima  delle  quali  si  è introdotto  il  valore  di  y e nel- 
la seconda  quello  di  x , che  corrisponde  all’  equazione  4. 
Integrando  una  delle  equazioni  4 si  ha  l’ equazione 

6.  (A — a)y  «=*(B — b)x  + C , 

la  cui  costante  C potrà  definirsi  introducendo  contempora- 
neamente nell’equazione  6 

x = a ed  y — li 
ovvero  x ==  A ed  y = B. 

Di  un  modo  o dell’altro  si  avrà  sempre 
C =*  Ab  — Ba  , 


e con  ciò  l’ equazione  6 prenderà  una  delle  seguenti  forme  ' 


7. 


n — i» 

A — a 


Ab  — Ba 
A — a 


A — a Ab  — Ba 

11  — b y B— b 


Se  quindi  debba  integrarsi  la  funzione  differenziale  , che 
supponiamo  integrabile  , 

1.  ?(x>  y)dx  + »^(x,  y)dy 

da  x — a fino  ad  x=A  e da  y = b ad  j/=B,  si  perver- 
rà all’  integrale , se  prendendo  primieramente  y e dy  , ov- 
vero x e dx  dall’  equazione 
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(A — a)y — (B — b)x  = Ab — Ba , 

i’  introducano  questi  valori  nell’  espressione  1,  e si  estenda 
T integrazione  da  ® = a ad  a: — A nel  primo  caso  , e da 
jy  = 6 ad  y = B nel  secondo. 

Esempio.  Sia  da  cercarsi  l’ integrale  definito 

f A,B  ydx  — xdy 

Eliminandone  y e dy  cd  indicando 

B— b Ab  — Ba  „ 

■ con  a , e con  P , 

A — a A — a 


si  avrà 


u 


di 

,2*  + + (1 ‘ 


Ma  per  l’ equ.  9 del  n°  55  si  ha 


>C- 

1 


dx 


+ 2^x  + (l+a>* 


: are  tg 


ai3  + (t+a*)x  _ 

_ , 


dunque 

(A  — a)(l  4~  «*)/3 . 

u are  Ig  ^ + la(3  + {1  + OA][a(3  + 5 

c riducendo  , 

/3(A  — a) 

u are  tg  /5.  + 0/3A  + a/2a4.(1  + aalaA’ 

- /3(A  - a) 

= arl,S  (/S  + aAX/S  + oal  + Aa  * 

Restituendo  in  fine  ad  a e P i rispettivi  valori,  ne  risulta 
1’  equazione 


*A>Bydx  — xdy  . Ab  — Ba 

k - J — J_=:arctg 

Ji,b 


x*  4.  y*  "D  Aa  -f-  Bb 

che  si  dedurrebbe  equalmente  dall’  integrale  generala 
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ydx  — xdy 
x*  + y* 


x 

— are  la  — 
y 


essendoché  il  2°  membro  dell’  equazione 


J.,b 


’ ydx  — xdy 


.,b  *‘+y‘ 


’ arclg-^ «re  Ige- 


ila lo  slesso  valore  del  2“  membro  dell’  equazione  prece- 
dente. 

Eliminando  dall’  integrale 


B ydxlfrfr  — tA*-f  y«)dy 


bb  yl/x»-j-y» 

y e dy , ovvero  x e dx  per  più  facile  trasformazione  , si 
perverrà  per  la  stessa  via  all’  equazione  finale 


, A + 1/A-  + B* 

U — 1 1 ■ ■■  , 

a + l/a*  + b* 

la  quale  è nota  per  1’  esempio  2 del  n°  92  e per  1'  esem- 
pio 2 del  n°  94. 


B.  Funzioni  differenziali  non  lineari, 
a.  Funzioni  differenziali  monomio. 

96. 

Integrale  di  esse. 

Le  funzioni  della  forma 

fxdx™,  f(x,  y}dxmdya,  f(x,  y,  z)dxmdy"dz-,... 
che  dipendono  da  una  o più  variabili  , i di  cui  differen- 
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ziali  vi  si  Irovano  a polenze  superiori  alla  prima  , diccnsi 
non  lineari  sicno  esse  composte  di  uno  o più  termini. 

Le  funzioni  non  lineari  monomie , dipendenti  da  una  so- 
la variabile,  sono  state  trattate  nel  capo  precedente,  e pro- 
priamente nei  n:  79  e 80. 

Le  funzioni  differenziali  non  lineari  di  più  variabili,  che 
sono  formate  di  un  sol  termine  , come 


f(x,  y)dx“-dyn, 

risultano  dalla  successiva  parziale  differenziazione  di  una 
funzione  u.  Se  essa  dipende  dalle  due  variabili  x ed  y,  e sia 
stata  differenziata  m volte  rispetto  ad  x ed  n volte  rispetto 
ad  y , in  qualunque  siasi  ordine,  essa  avrà  prodotta  l'equa- 
zione 

1.  d°,*nu  = f(x,  y)dxmdyn , ovvero  — f(x,  y). 


Da  questa  equazione  può  dedursi  la  funzione  primitiva  « 
integrandola  rispetto  a ciascuna  variabile,  ed  il  risultamen- 
to  sarà  sempre  lo  stesso  , qualunque  ordine  sia  seguito  ri- 
spetto alle  variabili.  E poiché  ogni  integrazione  apporterà 
una  costante  arbitraria , così  la  funzione  u , che  si  avrà 
dell’  equazione  1 , conterrà  m-\-n  costanti  arbitrarie. 

Sia  p.  e.  da  determinarsi  la  funzione  u , corrispondente 
all’  equazione 

y 

diMy1  “ x*  * 

Moltiplicandola  per  dx  ed  integrandola  rispetto  ad  x,  si  avrà 


d4u 

di’ilj' 


indicando  con  Y la  costante  arbitraria,  la  quale  dovrà  es- 
ser dipendente  da  y.  Moltiplicando  dinuovo  per  dx  ed  in- 
tegrando po'  rispetto  ad  x ac  risulterà 
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d’u 

dxdy* 


£ + Y‘  + y, 


Or  se  quest’ ultima  equazione  si  moltiplichi  per  dy  e s’in- 
tegri risdetlo  ad  y , si  avrà 


d'u 
dx  dy 


Xr+x/Ydy-f /Y.dy  + X. 


Ma  essendo  Y ed  Y,  funzioni  arbitrarie  di  y , potremo  in- 
dicare  gl’  integrali  del  secondo  membro  con  Y'  ed  Y" , quali 
nuove  funzioni  di  y , e scrivere  l’ equazione 


dau 
ux  dy 


xY'  + Y"  + X, 


la  qualo  moltiplicata  per  dx  e dy  ed  integrala  rispetto  ad 
* ed  y , ci  darà 


^{■l{jr+ir  + r + xj&ay. 


Questo  metodo  per  trovare  la  funzione  primitiva  può  con- 
durre all’  inconveniente  indicato  nel  n°  78,  vale  a dire  che 
nella  serie  delle  integrazioni  può  risultare  una  funzione  dif- 
ferenziale , la  qualo  non  corrisponda  a verun  integrale  co- 
nosciuto, 

L’ equazione  2 del  n°  80 , quando  sia  applicata  a ciascu- 
na delle  variabili  , permette  di  prevenire  questo  inconve- 
niente. Imperocché  profittando  dinuovo  dell’equ.  1,  mentre 
integriamo  m volte  rispetto  ad  x , ne  risulterà 

2.  ^..f(x,  y)dxm  7V3 ^(x~ z)ni~lf (z>  y)dl 

+ Y tx— *+  YIxm'1+  YjX”"  3+  • « • + Ym_lX  -f  Ym . 

Dohbiamo  ora  integrare  n volte  rispetto  y questa  equ.  2 , 
dopo  averla  moltiplicata  perdi/"  in  conseguenza  dell’ equ.  1. 
Quindi  se  indichiamo  con  J'(m)  l’integrale  preso  in  volte  ri- 
spetto ad  x , con  yw  L’ integrale  preso  n volte  rispetto  ad 


Digitized  by  Googl 


— 379  — 

y , con  ?(:e,  y)  il  secondo  verso  dell’  equ.  2,  e con  r(m)  il 
numero  1.  2.  3...(m— -1),  si  avrà  dall’ equ.  2. 


(•(“>) i*(")  (•(“)  i Cx 

3.  ^ y(x,y)dxradyn  = ^ — z)—*f(z,y)dz 

+ ?(*>  y)|^yn, 


ovvero  , indicando  con  vj>(x,  y)  la  quantità  chiusa  tra  pa* 
rentesi , 


(“) 

4(x>y)dxn- 


Ma  per  1’ equ.  2 del  n°  80  risulta  dall’integrale  del  2* 
membro , quando  t disegni  una  nuova  variabile  , 


4.  ^(x,  y)dy"=Tiy^(y— t)»-4<x,  t)dt 

+ X,yn-x+  X1J*-+X1y“-’+ ..  • +x0_,y  + Xn, 

X„  Xm,...X0-I , X»  indicando  le  costanti  arbitrarie  d’inte- 
grazione , dipendenti  da  x. 

E se  per  brevità  introduciamo  in  questa  equ.  4 la  rela- 
zione 

X,y"~,+X,yn”,+  ••  •+Xn_Iy-f-Xn  = X(x,y), 


avremo  dall’  equ.  3 e 4 la  forma  generale. 

5.  ^ y(x,  y)dx”dyn 

4-  -p^-^Cy— *)n"'?(x»  t)dt4-X(x,y). 
Questa  equazione  dimostra  che  la  ricerca  della  funzione  m 
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di  due  variabili , la  quale  sia  contraddistinta  dalla  relazione 


■»fnu 

“ f(x>  3f) 


dipende  da  un  integrale  doppio. 

L'andamento  di  questa  ricerca  indica  in  qual  modo  si 
potrebbe  pervenire  alla  funzione  u , rispetto  alla  quale  sia 
data  l'equazione 


«r+n+r,. 

dxn'dy"dzr 


f(x,  y,  /)  , 


e come  la  funzione  u dipenda  da  un  integrale  triplo. 


97. 


Integrale  doppio. 


Se  F(x,  y)  rappresenta  una  funzione  delle  variabili  indi- 
pendenti  x ed  y , la  quale  parzialmente  differenziata  , una 
volta  rispetto  ad  x cd  un1  altra  rispetto  ad  y , somministri 
la  funzione  f(x,  y)dxdy  , avrà  luogo  tra  queste  due  funzio- 
ni 1’  equazione 


1. 


J!F(x’yi  = ffv  v) 
dx  dy  ^ ^ 


Viceversa  la  funzione  F(x,  y)  si  potrà  dedurre  da  f(s,y)dxdy 
con  integrare  prima  rispetto  ad  x , indi  rispetto  ad  y o vi- 
ceversa. 

Con  ciò  si  avrà 


//f(x,y)  dxdy-F(x,y)  + X + Y, 

X ed  Y indicando  due  costanti  arbitrarie  , di  cui  la  prima, 
cioè  X , si  è ottenuta  integrando  rispetto  ad  y , c la  se- 
conda con  integrare  rispetto  ad  x. 

Questa  operazione  si  compirà  a nonna  de:  teoremi  stabi- 
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liti  nel  capo  primo  , e non  richiede  in  conseguenza  ulterio- 
ri schiarimenti. 

Ma  poiché  X ed  Y rappresentano  funzioni  arbitrarie , co- 
sì colla  loro  determinazione  potranno  esser  soddisfatte  al- 
cune condizioni  cui  dovrà  soggiacere  l’ integrale  dell’equa- 
zione 1. 

Queste  condizioni  potranno  esser  le  seguenti  : 

Che  P integrale  dell’  equazione  1 sia  da  determinarsi  in 
modo  che  1°  per  un  certo  valore  di  x , p.  e.  x = a , 2® 
per  un  certo  valore  di  y , p.  c.  y=b , l’integrale  sia  nul- 
lo ; i quali  valori  saranno  ammessi  ancora  per  Y nel  primo 
caso  ed  X nel  secondo. 

Indicando  le  funzioni  arbitrarie  X ed  Y rispettivamente 
con  <px  e <ly  , dimodoché  fx  dipende  soltanto  da  x e <py 
da  y , l'equazione  1 diverrà 

2-  //fxdxdy  = F(x  , y)4-px  + 'J'Y  , 

donde  mercé  le  due  richieste  condizioni  risulteranno  le  due 
equazioni 

0 = F (»  > 1’)  + -f  , 

0 e.  F (x , b)  -j-  yx  -f-  »{/b. 

La  prima  di  queste  due  equazioni  dovrà  reggere  per  ogni 
valore  di  y , e la  seconda  per  ogni  valore  di  x , quindi  la 
prima  nell’ ipotesi  di  y — b,  egualmente  che  la  seconda  ncl- 
l’ ipotesi  di  x = a i condurrà  alla  relazione 

0 ==  F (a  , b)  -J-  pa  -f-  4-b. 

Da  questa  e dalle  due  precedenti  equazioni  si  potranno 
eliminare  le  funzioni  arbitrarie  fa  e 4/ò  , e si  avrà 

0 « F(a  , y)  + F(x  , b)  — ■ F(a  , b)  -f  ?x  + 

Sottraendo  questa  dall’  equazione  2 , si  ha 

3*  //f(x>  y)dxdy  = F(x,  y)  — F(a,  y)— F(x,  b)-f  F(a,b) , 
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equazione  libera  da  funzioni  arbitrarie , e che  soddisfa  alle 
due  condizioni  stabilite. 

L’  equazione  3 corrisponde  ancora  alle  seguenti  condizioni: 

Che  il  doppio  integrale  dell’  equazione  1 sia  da  ritrovarsi 
in  modo  che  attuata  l’ integrazione  rispetto  ad  i)  la  risul- 
tante funzione  integrale  si  annulli  nell’ipotesi  di  x = a,  e 
ottenuto  poi  l’ integrale  per  y , esso  si  annulli  ancora  nel- 
l’ipotesi di  y — b. 

Dell’  esattezza  di  questa  asserzione  si  rimarrà  convinto  , 
quando  per  mezzo  di  condizioni  si  vada  a determinare  le 
funzioni  <f>x  e ^x. 

Esempio  1.  Sia  da  cercarsi  l’integrale  doppio 


sotto  la  duplice  condizione  di  annullarsi  si  per  x = 0 che 
per  y — 0. 

S’ integri  primieramente  rispetto  ad  x , e si  avrà 


X (y)j  dy  > 


X (y)  indicando  la  costante  dell’  integrazione.  Integrando  poi 
il  2°  membro  dell’  ultima  equazione  rispetto  ad  y , si  ha 

u - - -0-  - iF  + (y)  dy  + * 


ovvero,  scambiando  fX(y)dy  con  <^y  , 

x3y  xy*  , i , 

u = x*--^~l^  + ?X  + 4'y' 

Quindi  per  x = 0 , si  avrà 

0 o <p0  -f-  4-y  , 
e per  y =*=  0 0 = ox  -f-  4*0  ; 
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con  ciò  se  nella  prima  di  queste  equazioni  si  faccia  y=»0# 
o nella  seconda  x = 0 , risulterà 

0 = ? 0 -f  4^. 

Or  eliminando  e dalle  tre  ultime  equazioni  si  ottiene 
0 = ; 

la  quale  espressione  sostituita  nell1  ultima  equazione  che  as- 
segna il  valore  di  u , si  avrà 


Esemplo 


* y 

3u* 


2.  Sia  da  cercarsi  il 


»y* 

3b*  * 

doppio  integrale 


$$['+i£r+$-]W 


in  modo  che  x , y,  z essendo  unite  dall'equazione 


x®  + y* 

+ z’  = a®, 

l’ integrale 

debba  annullarsi 

sì  per  x = 0 che 

Essendo 

dz  i 

dx  z 

’ dy  = z ’ 

sarà 

u=19^ 

dxdy 

i*— x*— y*)  « ’ 

che  integrata  rispetto  ad  y diviene 


u =a f dxarcsen y f—  -f-  L(y) 

(a»-^)T 

indicando  con  L (y)  una  funzione  di  y. 

L’integrale  del  2®  membro  può  aversi  mercè  un’integra- 
zione per  parti.  Intanto  pongasi  nell’equazione  proposta 
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x = rcost , y = rscnl  , 

r e t indicando  nuove  variabili  ; ed  essa  prenderà  la  forma 


C C rilrdt 
U_ajj  (a*-r*)±  ’ 

clic  integrata  rispetto  a t , ci  dà  l’ equazione 

U=”^^f+X(r>ir5' 

c questa  dietro  una  seconda  integrazione  diviene 


u s=r 1/ a* — rv-f-  a?r  "4"  i 

avendo  scambiato  f\(r)dr  con  <pr. 

Or  per  i = l)  e per  ogni  valore  di  t sarà  anche  r = 0, 
del  pari  che  per  y = 0 e per  ogni  valore  di  r sarà  anche 
l = 0 ; quindi  ponendo  r = 0 , si  avrà 

0 = — -f-  yO  -f  44  ì 

e facendo  1 = 0 ne  verrà 


°=-;%+?r+40 

Da  queste  due  equazioni  , cioè  dalla  prima  nell’  ipotesi  di 
I = 0,o  dalla  seconda  nell’  ipotesi  di  r = 0,  risulta  la  re- 
lazione 

0 = oO  + vj.0  , 

la  quale  , congiunta  alle  due  precedenti  equazioni  , ci  dà 
per  mezzo  dell’  eliminazione  di  oO  e v}.0 

0 + ?r  -f-  *}d. 


Digilized  by  Googl 


— 385  — 

Moltiplicando  questa  equazione  per  a e sottraendola  dall’ul- 
tima equazione  di  u , ne  risulterà 


a ’t  al  — 

„ = _ -Ka’-r'  , 


ovvero  , essendo 


t = arctgi,  r*  = x*  4-  y*  > 


la  — (a*— x* — y*)^]  arctg  — . 


98. 

Integrali  doppi!  definiti. 

Prendendo  1*  integrale  doppio  dell’  equazione  3 del  n*  pre- 
cedente tra  i limiti 


x =a  a ed  x = A , y = I,  ed  y — B , 
e nell’  ipotesi  che  sia 


si  avrà 

1. 


d»F(i,y) 

di  dy 


f(*  » y)  t 


f (*  > y)  dx  dy  = F(A  , B)  — F (a  , B) 


— F(A  , b)  -f  F(a  , b)  , 


cosi  che  , essendo  tra  esse  indipendenti  x ed  y , per  1’  equa- 
zione 2 del  n°  60  e pel  n'  76  non  solamente  dovrà  aver 
luogo  la  relazione 


2. 


Ss  f^x  ’ dxdy  “ S ’ y^ dydx  ’ 


ma  dovranno  ancora  esser  soddisfatte  le  equazioni 
KHi.tac  Calo.  Integ.  25 
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3.  5 ^ f(x,  y)dxdy  = — ( V f(x,y)dxdy 

% %-  h V * J b*'i 

e=s  — SbS  f(x>  y)dxdy  » 

i \ f(x  , y)  dxdy  = i V f(x  , y)  dxdy. 

«)b  J « Jb  J A 

Esemplo  a.  Sia  da  cercarsi  il  doppio  integrale 
o = V V zdxdy  , 

*’o  * o 

supponendo  che  le  variabili  x , y , z debbano  soddisfare  la 
condizione 

y*  v* 

_ + i_  = 2x. 
a b 

Eliminando  s per  mezzo  di  questa  equazione,  resterà  ad  ot- 
tenersi l’integrale 

J (2bx  — y’^dxdy. 

Or  per  l’equazione  7 del  n°  54  si  ha 


^(2bx  — y*)^ 


dy  = 


i^bx-y-'F 


(2bx — y*)  • -f  bxarcsen — - 


1' 2b\ 


C*\/*bx 


donde  \ (2bx — y*)*  dy  = — bx  ; 

»’o  ’ 2 

ed  in  conseguenza 


u = ab  ^ xdx  = c’ 


Kib. 


Nello  stesso  modo  da 
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0 («■_*•)»  , 

(a*  — x*)"1  dy  dx  , 


integrando  per  ragione  di  facilità  prima  rispetto  ad  y indi 
rispetto  ad  x , si  avrà 


u=Ta\ 

Cosi  ancora  dall’  equazione 

a-CC^Ì^,  • , 

J J (a*—!3)  » . 

I 

estendendo  l’integrale  da  zero  ad  (a4  — x1)"  rispetto  ad  y , 
e da  zero  ad  a rispetto  ad  x , si  ottiene 

u ==  a. 

Esempio  2.  Integrando  primieramente  rispetto  ad  r il 
doppio  integrale 

* Il  » a co»  I 


si  ottiene 
donde 

Similmente  da 


._Pf  *=£•_, 

JA  (a4-r'F 

u = a\  ‘ (1 — sent)dt^ 

•'O  \ 


u = //rdrdt(a»-ry  , 

■JZ 

prendendo  r da  0 ad  «cost  , e t da  0 a — , si  avrà 


* 


Digitized  by  Google 


- 38*  — 

b.  Funzioni  differenziali  di  più  termini. 

99. 


La  forma  più  semplice. 

1j»  Forma  più  semplice  di  una  funzione  differenziale  non 
lineare  e polinomia  di  più  variabili  è 

1.  Adx*  -f-  Bdxdy  Cdy’  , 

A , B , C indicando  funzioni  di  x ed  y ; imperocché  la  fun- 
zione proposta  dipende  soltanto  da  due  variabili , ed  è di  2* 
grado  rispetto  ai  differenziali  di  queste  variabili. 

Supponiamo  che  questa  funzione  non  risulti  da  una  dif- 
ferenziazione due  volte  attuata  sopra  una  funzione  F(x,  t/), 
ma  che  piuttosto  essa  rappresenti  il  differenziale  totale  di 
una  funzione  differenziale  lineare  , la  quale  pel  n’  92 do- 
vrà avere  la  forma 


2.  Pdx+Qdy, 

P e Q indicando  funzioni  tuttavia  incognite  di  x ed  y.  Al- 
lora la  funzione  2 non  sarà  sottoposta  ad  altra  condizione, 
se  non  a quella  di  dover  col  suo  differenziale  totale  ripro- 
durre la  funzione ff.) 

Prendendo  da  2 questo  differenziale  totale , si  ha  la  fun- 
zione 


^•+H7+£S^+vd>v 


la  quale  , dovendo  esser  identica  alla  funzione  1 , ci  con- 
duce alle  equazioni  di  condizione 


ar  or  , «v  _ r 

• ——  = A , — 1 — -=t.. 

di  t\y  di  dy 

Ma  queste  tre  equazioni  di  condizioni  si  potranno  riuni- 


re in  una  sola  , se  ne  vengano  eliminate  le  incognite  fun- 
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zioni  P e Q.  Ciò  potrà  otteqersi  differenziando  le  tre  equa- 
zioni. Imperocché  differenziando  la  prima  rispetto  ad  y e la 
seconda  rispetto  ad  x , si  avrà  mercè  la  sottrazione  delle 
equazioni  che  ne  risulteranno  : 

d*Q  dB  _ dA 

di'  di  dy 

Differenziando  questa  equazione  una  Tolta  rispetto  ad  y,  e 
due  volte  rispetto  ad  x la  3*  delle  equazioni  3;  si  avrà  sot- 
traendo le  espressioni  che  ne  risulteranno , 

. d’A  d’ B . d*C  n 

dy*  dxdy  ‘ di* 

Sarà  quesla  l’ equazione  di  condizione  che  dorrà  esser  sod- 
disfatta , affinchè  l’ espressione  1 sia  il  differenziale  esalto 
della  funzione  2. 

Or  per  ottenere  l’integrale  della  funzione  1 , integrere- 
mo la  prima  delle  equazioni  3 rispetto  ad  x ; ciò  che  ci  darà 

5.  P = /Adx-fY, 


la  costante  Y indicando  una  funzione  dipendente  dalla  so- 
la y.  Per  determinare  questa  costante  si  prenderà  dall’equa- 


zione 5 la  derivata  parziale  , 


zione 


rappresentata  dall’  equa- 


di’  C dA  , - <IY 

V\Wdl+'37’ 


pel  cui  mezzo  la  seconda  delle  equazioni  3 diverrà 

HQ  D C dA  dY 

- — cc  B — \—  dx — . 

di  J dy  dy 

Or  differenziando  questa  equazione  rispetto  ad  y , e la  ter- 
za delle  equazioni  3 rispetto  ad  x , si  avrà  mercè  la  sottra- 
zione delle  equazioni  risultanti  ; 
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_ _dB_  _ dC  __  f d*A  d’Y 

~ dy  Hi  ~ Jdp-®*-  dy‘  ’ 

donde  si  avrà  Y espressa  dall’  equazione 

g d*V  _ jdB dC  f d'A 

dy*  dy  di  J dy* 

Ma  Y essendo  funzione  della  sola  y , il  suo  differenziale 
rispetto  ad  x dovrà  esser  nullo.  Ed  in  effetto  differenziando 
rispetto  ad  x il  2°  membro  dell’  equazione  6 si  ha  il  valore 


d*B  d*C  d*A 

dxdy  dx*  dy*  ’ 


che  sappiamo  esser  nullo  per  l’ equazione  4. 

Conosciuto  il  valore  di  Y , la  funzione  P sarà  nota  per 
l'equazione  5.  Rispetto  poi  a Q si  ha  la  relazione 


7. 


<»Q 


dO  j i 

-dx-f 


dQ 

dy 


dy  » 


la  quale  è anche  nota,  poiché 


8. 


£0 

dx 


* 


e (per  l’equazione  3)  = C. 

Poniamo  ancora  che  la  funzione  differenziale  di  due  va- 
riabili del  3°  grado 


Adxs  -}-  Bdx“dy  -f-  Cdxdy*  -f-  Ddy’  , 

nella  quale  A , B , C , D disegnino  funzioni  arbitrarie  di 
x ed  y , sia  da  ricondursi  ad  una  funzione  di  2°  grado 

Pdx’+Qdxdy  + Rdy*. 

Differenziando  quest’  ultima  funzione  rispetto  ad  j;  ed  y , si 
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avranno  le  equazioni  di  condizione 


^L_!_Ì2.  = B Ii2_  i 

dy  di  ’ uy  ' di 


le  quali  mercè  derivale  parziali  condurranno  alla  relazione 


d»A  d*  B d’C  d’D 

dy*  dy1  di  dydx*  di5  ^ ’ 


la  quale  non  contiene  P , Q , R. 

L’ integrale  poi  si  troverà  con  metodo  simile  a quello  con 
cui  si  è giunto  a rappresenfare  l’integrale  della  funzione  1. 
Esempio.  Sia  data  la  funzione 


dx’  + (x*4-y«)dxdy  + dy\ 

Comparandola  alla  funzione  1 , si  troverà 

A = 1 > B = x»-fy\  C = 1 , 

dimodoché  resterà  soddisfatta  l’equazione  di  condizione  4. 
Si  ha  inoltre  dall’  equazione  5 : 

P=x+Y, 

e dall’  equazione  6 : 


quindi  Y = 2//ydyl  = /(y,-f  a)  dy  , 
ovvero  Y= -i- y’ + ay -f  b , 


a e b indicando  le  due  costanti  d’integrazione. 
Da  quest'  ultima  equazione  si  ha 
dy  , . 

-37  = » +*> 


donde  per  l’ equazione  8 : 
dO 

di 


a , e 


dO 

dy 


1. 
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Quindi  per  1’  equazione  7 si  avrà 

dQ  = (x*  — a)d.x  4-dy  , 
che  integrala  ci  dà 

Q =*  i_  x’  — ax  + 5 -f  c. 

In  questo  modo  la  proposta  espressione  si  trova  ridotta  alla 
funzione  differenziale  lineare 

Jy  Y5  -f  aY  + x + ^ dx  + jy  x>  — ax  + + CS d ? * 

nella  quale  a , b , c rappresentano  costanti  arbitrarie. 

100. 

Funzioni  di  ogni  grado  cd  ogni  ordine. 

Nei  n;  precedenti  si  è trattato  delle  Funzioni  differenziali 
che  contengono  i difFercnziali  delle  variabili  a prima  o a piu 
elevala  potenza  , ma  non  già  di  quelle  che  comprendono 
difFercnziali  di  ordine  superiore. 

Per  determinare  le  condizioni  che  rendono  possibile  l’ in- 
tegrale di  una  funzione  di  second’ ordine  o di  ordine  più 
elevato  , noi  cominciamo  dal  caso  più  semplice  , qual’  è quel- 
lo delle  funzioni  dipendenti  da  una  sola  variabile. 

Indicando  V una  qualsiasi  funzione  differenziale  dello  m,inM 
ordine  dell’  unica  variabile  x , è d’  uopo  che  essa  contenga 
lo  m'"00  differenziale  di  x , ed  in  generale  potrà  conside- 
rarsi qual  funzione  di 

x , dx  , d*x  , d’x  , . . . d"’x. 

L’ integrale  corrispondente  , quando  sia  possibile , dovrà  es- 
sere una  funzione  differenziale  dell' ordine  m — 1 , e con- 
tenere in  conseguenza  il  differenziale  (m  — l),‘,uo  di  x;  po- 
trà quindi  considerarsi  come  funzione  di 
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x , dx  , d‘x,...  d(““*)x. 

Rappresentando  questo  integrale  con  U , e ponendo  per  ra- 
gione di  brevità 

x,«=dx,  x,  = d*x  , Xjsrsd’x,  ...  xm,=  dmx  , . 

ovvero 

1.  x,  — dx  } Xj  dx(  , Xj  ■" dx, , ...  xffl cs dx^^^  j 
sarà  U funzione  delle  quantità 

X } X,  j X,  j X(  j ...  Xm-() 

la  quale , differenziata  rispetto  a queste  quantità,  riprodur- 
rà la  funzione  V. 

Or  il  differenziale  totale  di  U sia  espresso  da 

2.  dU  =*  Xdx  + X,dx,+  X,dx,  + •• . + X^dx*.,. 

8.  x,  Xj,  X., ...  Xm_I 

indicando  funzioni  di  x , »„  xt ,...  xm~l  ; ne  verrà,  avendo 
riguardo  alla  1 , l’ equazione 

4.  V = Xx,-f  X,x,-f  X,x,+  ••  Xm_,xm , 

la  quale  rappresenterà  il  differenziale  di  U , se  in  con- 
seguenza del  n°  93  le  funzioni  indicate  in  3 rendano  sod- 
disfatte le  equazioni 


„ dX,  dX 

5-  «-“ar; 


« 


•IX. 

dx 

dX, 

d*. 


dX 

dX, 

dX 

• — 

■■  '7  - 

di,’ 

dx 

di. 

dX, 

dX. 

dx,  ’ 

dx, 

dx. 

dX, 

_ dX, 

dx. 

~ dl. 

dXra_,  dX 

ssb 


di 

«Ix»-,1 

dXm_, 

_ dX, 

dx, 

dira-.! 

dXn)«.t 

dX, 

dx. 

dlm—  x 

HXn--, 

dXm_, 

d*®_. 

dxnj_, 

l 
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Dopo  ciò  , le  funzioni  3 saranno  da  determinarsi  in  mo- 
do che  esse  soddisfacciano  le  equ.  4 e 3,  a fin  di  avere 

V = dU  , 


ossia  di  essere  U l’integrale  della  funzione  differenziale. 

Per  determinare  queste  funzioni  3 , differenzieremo  par- 
zialmente r equ.  4.  Differenziandola  rispetto  ad  x , avremo 
P equazione 


dV  dX  . dX,  , dX* 

dTs“ir^+irx»+-dx 


+ 1 dXn»_r 

...  — — xw  , 


dx 


ovvero , avendo  riguardo  alla  prima  linea  delle  equazioni  di 
di  coudizione  in  5 , 


dv 

dX; 


dX  , dX  , dX 

dix'+3£I-+3r,x-+ 


dX 

dx  Xm  » 

u*m-i 


la  quale  in  conseguenza  del  significato  dell’  equ.  1 ci  dà 


Dalla  differenziazione  dell’  equ.  4 rispetto  ad  xt  risulte- 
ranno 


dV  dX  dX,  dX,  , dXra_, 

'=  •' + si:  *•  + di: x- + dTx- + - + — x- ■ 


dx,' 


donde  , mercè  l’equazione  5 e propriamente  la  prima  di  quel- 
le contenute  nella  1“  linea  , e l’intera  2“  linea  , 


dV  „ . HX,  , dX,  , dX,  _ , 

dx,  1 dx  ‘ 1 dx,  ' dx*  * ' 

ovvero  , in  considerazione  dell’  equ.  1 , 
dV 


dX, 


dx„ 


dx. 


= X + dXx. 


Nello  stesso  modo  si  perverrà  alle  relazioni 
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‘ £ = X‘+dX*’  £ = X‘+dX” 
Ìl-X.+  dX,,  ~=X*+dX„.... 

Differenziando  in  fine  1’  equazione  4 rispetto  ad  xm  si  avrà 
nella  stessa  guisa 


dV 


dxr 


+ dXn 


E poiché  la  funzione  integrale,  e con  essa  le  funzioni  indi- 
cate in  1,  sono  indipendenti  da  arm  , cosi  l’ultima  equazio- 
ne diviene 

dV  Y 
, c==  Am— i • 

ilxm 

Scrivendo  in  ordine  inverso  le  equazioni  cosi  ottenute  , 
si  ha 


6. 


X,u— i — 
Xm— a "I”  dXm — i =* 


dV 

di 

tu 

dV 


Xm — s "j"  dXjjj—  2 1=5 


dV 

dx^ 


x-  + dx«=^7 


x + dXl  = ^- 

,Y  dV 

dX  = — — . 

di 


Queste  equazioni  6 ci  danno  un  mezzo  sicuro  di  rappre- 
sentare le  funzioni  3 mercè  le  derivate  parziali  della  data 
funzione  V , e nel  tempo  stesso  di  comprendere  in  una  so- 
la equazione  le  condizioni  d' integrabilità  di  essa  funzione  V. 
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Ed  in  vero  , differenziando  rispetto  a tutte  le  variabili  , 
X,  x,,  x.,  i,  la  prima  delie  equazioni  6 , vaio  a 

dire  scrivendo 

iv  j dV 

d Am—,  osa  d — — , 

dlu) 

il  simbolo  d indicando  , come  di  ordinario  , il  differenziale 
totale  , si  avrà  mercè  la  sottrazione  di  questa  equazione  dal- 
la seconda  delie  equazioni  6 : 


X»-.’ 


dV 


dx„ 


Prendendo  egualmente  il  differenziai?  totale  di  questa  equa- 
zione , e sottraendolo  dalla  terza  delle  equazioni  6 , si  ot- 
tiene 


Xja—  i 1 


dV 


dV 


di. 


dx„ 


4-d* 


dV 

di™ 


La  sottrazione  del  differenziale  completo  di  questa  equazia- 
zione  dalla  quarta  delle  equazioni  6 , ne  dà 

v dv  j dV  , Jt  dV  Jt  dV 

Xm_*  =»  — d — H d d — 

di„v_,  d*m-.  dx,^,  dxm 


La  legge  di  composizione  di  tutte  queste  forme  è evidente, 
dimodoché  sarà  facile  di  trovare  il  valore  di  ciascuna  delle 
funzioni  indicate  in  3.  Rispetto  ad  X,  risulterà 


X,. 


dV 


di. 


,dfL  + d.iZ__  + 

dx,  dx4 


(_  1)“-*  d-- 


dV 

di™ 


e se  il  differenziale  totale  di  questa  equazione  sia  sottratto 
dilla  penultima  delle  equazioni  6,  risulterà 


X 


dV 

di, 


d^--MJ 

dx4 


dV 


dx. 


-) (—  1)— •d”-' 


dV 

dXm 


Finalmente  il  differenziale  completo  di  questa  equazione  , 
sottratto  dall'  ultima  delle  equazioni  6 , ci  darà 
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« dV  . dV  . „ dV  dV 

0™ d- kd’ d’- 1 

dx  di,  r dx,  di. 


ET- 


che  sarà  P equazione  di  condizione  per  P integrabilità  della 
proposta  funzione  V. 

Laonde  se  la  funzione  differenziale  V dell’  ordine 
corrisponda  ad  una  funzione  integrale  U,  la  quale  in  con- 
seguenza delP  equazione  2 sia  dipendente  dalle  funzioni 


X ) X,  ) X,  j X( , , , . Xjd— i , 
dovranno  aver  luogo  le  equazioni  : 

7.0  = Ì^_d— + d’-^-d>^-+- 

dx  ux,  1 di,  di. 


dV 


dV 


dV 


dV 


dV 


x = i d - + d - -d‘ ■ •(- ir-d-1^ 


dx, 

dV 


x,=~-d 

di,  dx 


■d* 


dx, 

dV 


dx. 


di, 

.d-+_. 


dx„ 

■il 

dx„ 


dV 

din,— » 


dV 


dx„ 


X»_. 


* 


la  prima  delle  quali  esprime  la  condizione  d’integrabilità 
della  funzione  V , mentre  le  altre  esprimono  le  funzioni  3 
mercè  derivate  parziali  e differenziali  totali  della  funzione  Yr. 

101. 

Continuazione. 

r 

Esaminiamo  il  caso  in  cui  v rappresenti  una^funzione  dif- 
ferenziale di  qualsiasi  ordine  delle  variabili  x ed  y.  Suppo- 
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niamo  essere  v una  funzione  differenziale  dell’  ordine  m*'11”** 
rispetto  ad  x e dell'ordine  n"wo  rispetto  ad  y , e cerchia- 
mo la  funzione  integrale  u di  v , se  ciò  è possibile  , del- 
F ordine  in  — 1 rispetto  ad  x e dell*  ordine  n — 1 rispet- 
to ad  y. 

Ricorrendo  per  ragione  di  brevità  alle  equazioni 

1.  x,  = dx  ,.x,  = dx,  , xs  = dx,  , . . . xro  = dxm—i , 
y.=dy  , y*  ==  dy,  , y,  = dym  , . . . y„  = dy„_,  , 
sarà  v una  funzionò  di 


x, , x, , x, , . . . xra  > y,  j y»  j y,  j • • • y»  i 
ed  u una  funzione  di 

x, , x, , x, , . . . Xm — i , y,  , y,  * y,  > • • • y» — 1 * 

dimodoché  la  prima  fonzione  rappresenterà  il  differenziale 
totale  della  seconda  , ossia 

v = du. 

In  conseguenza  rappresentando  il  differenziale  totale  di  u 
mercè  l’ equazione 

2.  du  = X dx  -f-  X,  dx,  -j-  X„  dx,  -f-  ■ • • Xm— i dxm— i , 

4"  Y dy-f-  Y.dy,  -j-  Ya  dys  + • • • + Yu— « dy,,_1  , 
nella  quale  i coefficienti 

3.  X , X,  , X,  , X,  , . . . X*-,  , 

. Y , Y, , Y,  , Y, Y„_, 

sono  funzioni  delle  stesse  quantità  che  u contiene  ; sarà 
T equazione  2 identica  coll’  altra  : 

4.  V = Xx,  -J-X,X2  XaXj  -f-  X,Xj  4"  • • • 4-  Xm— i Xm 

4~  vy.  4-  ' .y.  4-  v »y,  4“  Y,y  * 4*  • • * 4*  > y»> 
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nella  quale  le  funzioni  3 hanno  tra  esse  le  slesse  relazioni 
che  avevano  le  funzioni  3 del  numero  precedente,  che  già 
sono  state  espresse  nelle  equazioni  5.  Le  quali  relazioni  pos- 
sono essere  simbolicamente  rappresentate  dalle  tre  equazioni 

dXk  _ <lXh  dVk  _ dYh  dX^  __  dYh 

dsk  ’ dyh  dyk  ’ dyh  — dik  ’ 

supponendo  che  nella  prima  di  esse  sia  k < h ed  h rappre- 
senti la  serie  naturale  dei  numeri  da  /i=l  fino  ad  h—v\ — 1 ; 
nella  seconda  sia  ancora  k < h ed  h rappresenti  la  serie 
da  /i  = 1 fino  ad  h = n — 1 ; nella  terza  in  fine  k rap- 
presenterà la  serie  naturale  da  0 ad  m — 1 , ed  h da  0 
ad  n — 1 , dimodoché 

X0  ed  X , Y0  ed  Y , x„  ed  x , y„  ed  y 


avranno  lo  stesso  significato. 

Or  prendendo  dall’  equazione  4 il  differenziale  parziale  ri- 
spetto ad  x , si  ha 


dv  dX  . dX,  , dX* 

dr“drx*+_drx*+“dr 


. dY  . dY,  . dY, 

+ -dTy*_}'_dry‘  + ~dr 


X,  + 1- 

y.  H 1- 


dYn— i 
dx 


Ma  se  per  quest'  equazione  ci  serviamo  della  prima  e terza 
serie  delle  equazioni  3 pel  caso  di  k = 0 , essa  prenderà 
la  forma  : 


il? 

dx 


dX  - . dX  , dX  , . 

dT  dx+ dI7dx‘  + 177dx,+ 


dX 


dX 


dX 


dy+^dyI+_dyi4- 


iiy 


dy. 


! dX  i 

+ dx„-t  dXra“‘ 

, dX 

+ ^zrdy"-> 


ed  il  secondo  membro  di  quest’  equazione  rappresenta  evi- 
dentemente il  differenziale  completo  di  X , ovvero  è 
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dx 

Considerando  la  prima  e seconda  serie  delle  equazioni  5 
nel  caso  di  k = 0 , si  avrà  similmente  dal  differenziale  par- 
ziale rispetto  ad  y , che  si  trae  dall’  equazione  4 , la  re- 
lazione 

T- 

dy 

Procedendo  nello  stesso  modo  si  perverrà  alle  equazioni 


dv 


dv 


di, 

dv 


X+dX,  , = Y -f-  dY,  , 

I 


ST-X'  + dX-’ 


dv 

dya 


•Y.  + dY.» 


dv 


dx 


+ dXa 


m— 1 

dv 

dXui 


— Xm— i ) 


dv 

dy„_. 

dv 

dy, 


= Yn— » + dYo_t  , 

- = Yn— 


E siccome  dalle  equazioni  6 del  n°  precedente  sono  stati 
dedotti  i sistemi  delle  equazioni  7 , nello  stesso  modo  da 
quelle  ora  stabilite  si  dedurranno  due  sistemi  di  equazioni , 
il  primo  dei  quali  sarà  rappresentato  da 


_ „ dv  , dv  . dv  , dv 

6.  0 = d — - + d \-  • • < (—  l)mdm— - 

ux  di,  1 di,  ' ' dxm 


(—  l)”dn 


dv 


dyn 


E queste  equazioni  6 rappresentano  le  condizioni  che  ren- 
dono integrabile  1’  equazione  2. 

Dal  precedente  sviluppo  si  rileva  chiaramente  quale  sarà 
la  forma  ed  il  numero  delle  equazioni  6,  quando  v sia  fun- 
zione differenziale  delle  variabili  x , y , a , . . . e di  ordi- 
ne superiore  rispetto  a ciascuna  variabile. 
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E si  comprenderà  ancora  immediatamente  che  la  funzio- 
ne differenziale  v = d'u  , la  quale  contiene  x ed  y coi  lo- 
ro differenziali  , deve  soddisfare  non  solo  le  condizioni 


dv 


7.  il_d 

dx  di, 


dv 


dx* 

dv 


.d’ii  + _ 

dx. 


-L  + d. 

dy  dy,  dy 


■ds 


dv 


dy. 


+ 


=o, 

,o, 


alle  quali  è sottoposta  per  esser  differenziale  primo  della 
funzione  d'~' u ; ma  alle  equazioni  ancora 

dv 


8. 


-?--2d-p- 

dx,  dx* 


dv 


-2d 


dv 


• 3d“ 
-3d* 


di, 

dv 


= 0 

=0, 


dy.  Jy*  ' ""  dy, 

affinché  sia  il  differenziale  secondo  della  funzione  dt~tu, 
e similmente  dovranno  ancora  esser  soddisfatte  le  equazioni 


lL._3d^  + 6d.£!__i0d.±_4._ 


dxa 

dv 


dx4 

dv 


dy. 


■3d^-  + 6d* 
dy.  dyt 


dx, 
, dv 


=o 


10d’_  + o, 


affinchè  v = dru  sia  il  differenziale  terzo  di  dr~’u  , eco- 
si  di  seguito. 

Esemplo  I.  La  funzione 

v = dau  = xd*y  — ydax 

rende  soddisfatte  le  condizioni  dell’ equazione  7 ; imperoc- 
ché si  ha 


dv  d v 


5 di,  * ’ 


— = — d’x  iI__o  dv  _ 

dy  ’ dyt  » — * ' 

la  funzione  proposta  è dunque  integrabile , e si  troverà  ira- 
Kranre  Calc.  Ikteo.  2G 
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mediatamente  il  suo  integrale  , cioè 

du  «=  xdy  — y dx 
Esempio  a.  Sia  data  la  funzione 
v = d'u 

= x*d*y  (a  4-  2)  x dx  dy  + (ay +2x)  dx*  + (axy +x')  d’x. 

Poiché 


= 2xd*y  -|-  (a-j-2)  dxdy  + 2dx*  + (ay+2x)  d*x  , 

^ = (a+2)  xdy  + 2(ay+2x)  d’x  , 

«tv  , 

di:“axy+x  > . 

quindi 

d ~ — 2 (ay -j-2x)d*x  + (2+ 3 a)  dx  dy  + 4dx*+  (a  + 2)xd*y. 


e 


d*  = (ay+2x)  d’x  + 2adxdy  + 2dx*  + nxd’y  ; 

(IXa 

poiché  inoltre 


-4—  — adx*  + axd’x  , 
dy 


■—  = (a+2)xdx 
dy. 


**, 


in  conseguenza 


d ~ = (a+2)  dx*  + (a+2)  xd*x  , 

d*~=2dx* + 2xd'x  ; 

•• 

cosi  si  troverà  facilmente  che  la  funzione  proposta  rende 
soddisfatte  le  equazioni  7. 
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Per  trovarne  l’integrale,  rimane  soltanto  che  dall’ equa- 


zione 


. dF  i 

du  =— — dx 
dx 


dF 


dy 


dy , 


in  cui  F (x  , y)  ovvero  F disegna  una  funzione  di  x , y , 
si  prenda  il  differenziale  totale  nell’  ipotesi  che  x,  y , dx  e 
dy  siano  presi  come  variabili.  Questo  differenziale  è 


d’u=j£Ldx*  + 2-^ 

djt  ‘ dx  dy 


dxdy-f -^-dy* 

I dF  A » L dF  A* 

+ -u  rdx  + i7d*’ 


il  quale  , comparalo  alla  funzione  proposta  , ci  di 

di-'  , dF 

— =axy  + x , — = x , 

dimodoché  l’ integrale  richiesto  sarà  rappresentato  da 
du  = x'dy  (ay  -j-  x)  x dx  -f-  C. 
Similmente  si  troverà  che  la  funzione 


v = d*u  = (ax — 2y)  d‘y  — 2dy*  + 2ady dx  4 nyd*x 

risponde  alle  condizioni  7 ed  8,  e che  darà  in  conseguenza 
per  secondo  integrale  la  funzione 

u = axy  — y*  4.  C. 


Si  scovriranno  in  fine  facilmente  le  condizioni  che  rende- 
ranno integrabile  la  funzione  differenziale  generale  del  2’ 
ordine  : 


v = d*u  = Pdx*  -4  Qdxdy  4 Rdy*  4*  Sd’x  + Td’y  , 

P , Q , R , S , T indicando  funzioni  delle  stesse  variabili 
di  v ; imperocché  applicando  le  equazioni  7 alla  funzione 
proposta  , si  avranno  le  equazioni  di  condizione 


v.  ds  n dT  rv  dT  dS 

I\1  = — , R = -j—  , Q = - 

dx  dy  * ilx  • dy 

* 
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CAPO  PRIMO. 

lina  variabile  inbipcnbcnte. 


102. 

* 

Introduzione. 

Nel  n°  43  si  è mostrato  in  qual  modo  da  un'  equazione 
F (x  , y , a)  *=  0 

Ira  la  variabile  indipendente  x , la  funzione  y di  essa  c la 
costante  a , possa  ottenersi  la  corrispondente  equazione  dif- 
ferenziale 

f(*>  y»  Y1)™0- 

Ivi  si  c dimostralo  ancora  che  mercè  la  formazione  del- 
l’equazione differenziale  di  una  data  equazione  , da  questa 
spariranno  m costanti  , ovvero  che 

1.  f(x  , y , , y",  y'",  . . . yH)  = 0 

sarà  l'equazione  differenziale  di  un'altra  dalle  m costanti 

nt  ì ni  ) I • ■ ■ <lm 

2.  F (x  , y , a,  , a, , a,  , . . . aa)  = 0 , 

le  quali  sono  sparite  mercè  una  differenziazione  n volle  ri- 
petuta e l’ introdottavi  eliminazione. 

L’eliminazione  delle  coslanli  non  dipendendo  dalla  loro 
grandezza  , finché  esse  conserveranno  la  funzione  nel  de- 
manio delia  continuità  , ne  segue  che  esse  costanti  saran- 
no arbitrarie. 
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L’ obhictlo  dell'integrazione  di  un’ equazione  differenziale 
di  due  variabili  tra  esse  dipendenti  x ai  y e della  prima 
derivata  , p.  e.  f (x  , y , y')  = 0 , è quello  di  avere  un’e- 
quazione tra  le  variabili  x ed  y , indipendente 
dalla  derivata,  ovvero  di  ricercare  la  natura  della  mu- 
tua dipendenza  di  esse  variabili.  Quindi  se  l’ equazione  diffe- 
renziale è dello  m",no  ordine  , saranno  necessarie  m inte- 
grazioni per  eliminare  dall’  equazione  tutte  le  derivate  fino 
alla  j/'").  E poiché  ogn’ integrale  mena  seco  una  costante 
arbitraria  , cosi  l’integrale  di  un’equazione  differenziale  del- 
l’ordine m,i,n“  dovrà  contenere  m costanti  arbitrarie  , corno 
immediatamente  rilevasi  dalla  formazione  di  essa  equazione 
differenziale. 

Quanto  poi  alfa  forma  delle  equazioni  differenziali  è da 
osservarsi  che  1’ una  o l’ altra  delle  derivate  potrà  esservi 
contenuta  a diverse  potenze.  Se  un’  equazione  differenziale 
dell’ordine  m’*”"  contiene  la  prima  potenza  soltanto  di 
ciascuna  derivata  y\  y’ , t/'", , essa  si  dirà  linea- 

re, nel  caso  opposto  non  lineare. 

(.orni nceremo  dall’  occuparci  delle  equazioni  differenziali 
l.ueari  tra  due  variabili. 


A.  Equazioni  differenziali  lineari. 

103. 


Osservazioni  generali. 


I.a  forma  generale  di  un'equazione  differenziale  lineare 
dell'  ordine  n“,uo  è rappresentata  dall’  equazione 


<l"y 


<l"— y d"-*y 

Ti7=^  + A-—  +' 


A,,  A„,  A,,...  AOJ  X disegnando  numeri  costanti,  o fun- 
zioni di  x. 
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Per  iscovrire  l' integrale  di  questa  equazione  ritorniamo 
all’  equ.  3 del  n“  12  : 


d(uy)  = v dx  4-  u dx  , 


supponendo  che  it  e v dipendano  da  x e da  essa  soltanto. 
Adottiamo  per  la  derivata  di  uv 


1. 


n/  \ d"  i ,lv 

D(u'.)  = v_-+u- 


la  forma 

2.  D(uv)  = (D  + Di)uv  , 

indicando  colla  semplice  D la  derivala  di  u rispetto  ad  x e 
con  D,  la  derivala  di  v rispetto  ad  i,  ed  apponendo  per 
significare  questa  relazione  il  simbolo  uv  all’ altro  (D 4- D,). 

Rappresentiamo  ora  la  n'iaul  derivata  dell'equazione  2 col- 
1’  espressione 

3.  D"(uv)  = (D  4-  D,)nuv  , 


e consideriamo  per  un  istante  la  forma  (D  4-  Di)  come  la 
n>ima  potenza  del  binomio  D 4*  D,  : ne  risulterà 


(D  4-  D,)0= jD”D*4-  j UfT‘D;4--}> 


uv 


ovvero  , compiendo  la  moltiplicazione  per  uv  col  porre  u 
dopo  D“,  D—1,...  e v dopo  D“  , 

D"(uv)  = DnuD; v 4-  JlD'—'uDIv  4-— D“"*uD*v  4-  • •• 


Restituendo  ora  al  simbolo  del  2°  membro  di  questa  equa- 
zione il  significato  primitivo  , si  avrà 


D"u  = ^ , Dn-’u==d 

di" 


di" 


, d°v  dv 

Di=  v,  D,v  = — 
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quindi 


<Tu 


4.  D»(uv)==v5rr  + T-^4 


n dv  d"-'»  n(n — I)  d’v  d°-*u 


1.2  di*  di' 


jrn— * "f“ 


Ma  questa  equazione  ha  forma  simile  ed  identico  significa- 
to dell’ultima  equazione  sotto  3 del  n°  12;  dimodoché  l’e- 
spressione simbolica  dell’  equ.  3 si  raccomanda  per  la  sua 
facilità  e conformità  allo  scopo. 

La  detta  maniera  di  scrivere  offre  grande  vantaggio,  quan- 
do la  forma  D”(uv)  si  estende  ad  un  numero  intero  ne- 
gativo n , e si  attribuisce  significato  d’integrale  alle  deri- 
vate negative.  È evidente  che  D““'(w)  e l’ integrale  di 
bn(uv')dx , quando  n disegna  un  numero  intero  positivo  , 
ossia 

y,D”(uv)dx  = D“~'(uv). 

Ritenendo  lo  stesso  significato  pei  numeri  negativi , si  ha 
per  n = — .1  : 

t/’D',(uv)dx  = D~'(uv), 
per  n = — 2:  /D“‘(uv)dx  = D~‘(uv) 

ovvero  ^"uvdx*  » D^^uv)  , 

ed  in  generale 


5. 


y*”uvdxn  = D_B(uv). 


Ed  egli  è facile  a comprendersi  che  1’  equazione  5 debba 
valere  per  ogni  funzione  di  x , imperocché  essa  dipende  dal- 
la definizione  del  differenziale  e dell’  integrale  , e non  già 
dalla  forma  delia  funzione. 

Mercè  l’equ.  3 l’equ.  4 prenderà  un’altra  forma,  poiché 
scambiandovi  n con  — n,  e considerando  che  in  conseguen- 
za deil'cqu.  3 è 


d '*11 
dx-r 


=y,,udxr , 


si  avrà 
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dvf 

"=J 


U(i\u+‘ 


, »(n+l) 
1.2 


n-J-a 

udx°+» f-... 


Li  validità  di  questa  equazione  non  può  soggiacere  a dub- 
bio veruno  , essendoché  per  le  equ.  3 e 4 si  ha 

/nuvdx"  = (D-fD,)-n  uv  , 


c lo  sviluppo  del  binomio  (D-f  D.)-"  darà  immediatamente 
la  stabilita  forma  , quando  in  conseguenza  dell’  equazione  5 
si  scambii 

D—u  con  /rudxr. 

Si  perverrà  ancora  all’  equazione  6 , integrando  per  par- 
li f"  uv  dx"  , e riguardando  v come  prima  parte  ed  udx 
come  seconda.  Imperocché  si  avrà  primieramente  e con  fa- 
cilita per  integrale  di  uvdx  l’equazione 


djv  r4 , . 

~ dir  Judx  + 

Or  se  questa  equazione  sia  moltiplicala  per  dx  ed  in  le- 
gni (ai  n modo  che  l’integrazione  per  parli  sia  npplicata'ad 
ogni  termine  del  2°  membro  , si  avrà  tosto 

e da  questa  equazione  procedendo  allo  stesso  modo  risulterà 
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^uvdx’  = v ^udx‘  — 3-^-^udx4+  6 -^-^udx* 

_10Ì!lLdx' 

dx1  J 

e così  di  seguito  ; dimodoché  chiara  ne  apparisce  la  legge 
di  formazione.  — 1 

Ponendo  u = 1 nell’  equazione  6 si  avrà  a cagione  di 

_ fn  , „ X"-*  (x  x*  dv  . 1 x*  d*v 

7.  ^ vdx  — 1,2. .n — i ìrV“"T+r  dx  + L2  ‘ n+2  dx* 

1 x*  d*v  , f 

_ 1.2.3  n-j-3  d?'  + "’J* 

e per  n = 1 : 

. _ x*  dv  . x*  d*v  x4  d’v  . 

/vdx— xv  j 2 di  ~^T2Ì'  ds*  1.2.3. 4 dx*  ^ ’ 


Questa  è la  serie  di  Bernoulli  che  nel  n°  57  abbiamo  tro- 
vata per  altra  via. 

In  fine  questa  scrittura  simbolica  che  separa  i simboli  del- 
P operazione  da  quelli  delle  grandezze  , trova  la  sua  appli- 
cazione alla  serie  di  Taylor.  Ed  in  vero  scambiando  nella 
serie 

F (x-fh)  = Fx  + hF'x  + F'i  + J^rx  + • • • . 

FWx  con  DnFx  c separando  il  simbolo  Dn  dalla  quantità  Fx, 
si  ottiene  la  forma 


(.  . hi)  . h*D*  , h’D’  , 

!•  (x  -f  b)  = jl  -f  — + -j-g-  -f  -j-gj  -f-  • • ) fx. 
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Ma  il  fattore  di  Fx  pel  n°  27  è la  stessa  cosa  che  la  serie 
di  e1  , quando  si  muti  z in  hD  ; quindi 

8.  F (x-f-h)  = e',D  Fx. 

In  conseguenza  nella  forma  chD  riferendo  il  simbolo  D alla 
derivata  di  Fx  , potrà  riaversi  F (x-f-  h). 

Dopo  queste  osservazioni  ritorniamo  all' equazione  1 , e 
consideriamo  primieramente  il  caso  , in  cui  i coefficienti 

Aj  ) Aj j A, j • • • Au 

disegnino  numeri  costanti,  mentre  X rappresenterà  una 
funzione  qualunque  di  x. 


a.  Con  fattoi-  i costati  li. 

104. 

ltadlcl  disuguali. 


L’ equazione 


1. 


+ A, 


}-A„_,^-}-A„y 


nella  quale  i coefficienti  A, , A,  , . . . An  -«  , An  rappresen- 
tano numeri  costanti  , potrà  pel  n°  precedente  ridursi  al- 
la forma 

2.  (D“  -f  A^”-  -(-  AaDn“*  -j An— i D -f  A„)y  = X , 

'ponendo  che  in  Dr  sia  rappresentata  la  r*'“®  derivata  di  y 
rispetto  ad  x. 

Or  il  fattore  di  y ha  la  forma 

Z"  4.  a,s— * -f  A,*—  -1 A„— , z + A»; 

c se  a,  , on  disegnino  le  radici  dell’  equazione 
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z"  + A.z"-  + A.zn— h Afl  = 0 , 

il  polinomio  del  1“  membro  per  ogni  z avrà  il  valore 

(z— «.)(**-».)(*— a.)  • • • (z — an)- 

In  conseguenza  a,  , at  , a,  , . . . a„  rappreseli  landò  le  ra- 
dici  dell’  equazione 

Dn  + A,D-‘  + ••  • + A„_,D  + A0  = 0 , 

1’  equazione  2 assumerà  la  forma 

3.  (0 — a,)(D — aa)(D — a,)....  (D — a„)y  = X. 

Dal  primo  membro  di  questa  equazione  3 risulterà  il  primo 
membro  dell’  equazione  1 , quando  si  moltiplichino  tra  essi 
gii  n fattori  in  modo  che  nella  formazione  del  prodotto 
si  consideri  D come  grandezza  e non  come  simbolo  , aggiun- 
gendo però  a ciascun  D con  esponente  il  numero  y , ed 
avendo  Drt/  qual  derivata. 

L’equazione  3 darà  il  valore  di  y , quando  si  potrà  rap- 
presentare il  valore  di  (D — a)-rX  per  ogni  iutero  r.  lmpe- 
rochè  dividendola  pel  prodotto  dei  primi  n fattori  del  i° 
membro , si  ha 

X 

(D-a,)(D-a,)(D-a,).  . . (0-aD) 

ovvero 

4.  y = (D-a,)"'  (D-a,)-  (D-a,)- . . . (D —a,)-  X. 

Or  le  radici  a,  , «,  , a,  , ...  a„  potranno  esser  reali  e di- 
suguali. 

Primieramente  è da  cercarsi  il  significato  della  forma 
(D — a)-' X.  Questo  significato  si  ha  dall’equazione  4 del 
n°  103  , giacché  ponendovi  u = X,  u^se'1,  si  troverà  fa- 
cilmente 
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D"  (uv)  = c“  ili"  X -f-  naD"-1  X 4-  -.(n,  l}  a*Dn-i  X 
\ 1-  2 


" (n— 1)(n— 2) 


1.  2.  3 


a*D"-’X-f...j, 


ovvero,  in  considerazione  della  scrittura  simbolica  mentova- 
ta nello  stesso  numero  , 


D”  (c«  X)  = e«  jD”  -f  y a D°-  -f-  "(n~^  a*  Dn'* 


o in  fine 
5. 


+^tiìt±,'d-’+-|x' 

e—1  Dn  (e«  X)  = (D4a)nX. 


Questa  equazione  in  conseguenza  dell’  equazione  5 del  n* 
103  vaierà  ancora  per  ogni  mimerò  negativo  n.  hi  questo 
caso  essa  ci  dà 


6.  (D-fa)-"  X =s*  e- 81  D“"(e“X)  — e—1’  / &"  X di". 

Quindi  ponendovi  n — 1 , si  avrà 

(D+a)-X  = e-« /e”  Xdx. 

Scambiando  ora  mercè  questa  equazione  il  fattore  operati- 
vo (I) — a,)~‘  dell' equazione  4 , si  oilienc 

y => (D — a,)-1  (D — a,)"’.. . (lì—  aii)~'c*«’/e-,.1\d\. 

Osservando  inoltre  che  a ciascun  integrale  si  appari  iena 
una  costante  arbitraria  , che  nel  caso  attuale  indicheremo 
con  C„  , c ponendo  per  brevità 


/ e-*.8 Xdx  = c-8»’ X, , 
avremo  1'  ultima  equazione  sotto  la  forma 
7.  y = (D — a„)_,(IJ — a,)-*  . . . (D— au>-"  (X.+C-e*-1). 

Kliminando  nello  stesso  modo  il  fattore  (D— a,)-1  , ed  ag- 
giungendo all’  lutegrale  la  costante  Cn— i , cosicché  si  ottiene 
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y=(D— a11)-',c“*i(/e"**’‘XIdx+/C(ic1’>,.c-*«'di+Cfl_,); 
o ponendo  inoltre 


c“*,,X1  in  vece  di  f c'VX.dx  , 


si  avra 


Ì~(P — a,)— ..  (D — n„)— 'e“*|C— **4~  c-,  j 

ovvero  , moltiplicando  per  e"»’1-, 

8.  y=*(D — a,)~*...(D — Oj,)”’  {x,+  + C*-,eV  J. 


11  fattore  di  eV  nelle  equazioni  7 ed  8 è una  quantità 
costante,  c poiché  la  Cn  è arbitraria,  si  potrà  nell’ equa- 

c 

zione  8 introdurre  Cn  in  luogo  di - — • 

Donde  segHC  esser  inutile  sottoporre  ad  integrazio- 
ne il  termine  C„ e*1 ' dell’ equazione  7 ; c perciò  l’equazio- 
ne 8 prenderà  la  forma 


y = (D-a,)"* . . . (D — an)“'  (X.+C-.e'^-fCn-.c1*1). 


Dallo  stesso  principio  si  rileverà  del  pari  l’ inutilità  di  sot- 
toporre ad  integrazione  , relativamente  al  fattore  operativo 
(D — a,)-'  , i termini  Cne*,x  , C„_ie°"\  Altrettanto  vaierà 
per  ogni  nuova  integrazione  c per  ciascun  termine  che  avrà 
una  costante  per  fattore. 

Questa  conseguenza  mena  a dover  riguardare  1’  equazione 


9.  y=Xn— i +Cnea*’-f  Cn-.e^H (-  C,e,W+C,e,,"’t 

qual  integrale  generale  dell’equazione 


1. 


di'  ' MV-1  x ‘di—'” 


1 -|- Ao— > Any  — X , 


supponendo  che  A,  , A,  , . . . An— < , An  rappresentino  nu- 
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meri  costanti  ; che  X indichi  una  funzione  di  x ; che  a,  , 
a,  , . . . fln-.  , aa  siano  le  radici  dell’  equazione. 

z"+Az"-+  A,z”_a  + ••  • + A„_,z  -f  A„  = 0 ; 

e che  in  fine  Xn_,  sia  dedotta  dalle  equazioni 

fe~'"X dx  = e~VX, , /c“**'X,dx  = e“,,xX,  ,... 

Si  riconosce  all’istante  che  1’ equ.  1 sara  soddisfalla,  se 
in  vece  di  y si  ponga  uno  dei  valori  CDe',‘x,  Cn_1e**V”  ° 
somma  di  più  di  essi , e sia  nel  tempo  stesso  X = 0. 

. 11  metodo  finora  esposto,  quantunque  semplicissimo,  non 

è purlutlavia  il  solo  che  possa  condurre  all’ integrale  richie- 
sto. Imperocché  egli  è chiaro  clic  mercè  1’  integrazione  per 
parti  si  potrà  dare  al  fattore  di  X nell’  equ.  4,  al  quozien- 
te cioè 

I 

(I)— a,;(U— a„Kll— iinj  ’ 

la  forma 

M,  , M.  , M4  , , M» 

D — ;i.  + D — ’1"  D-a,  ^ D-a„  ’ 

rappresentando  in  conseguenza  del  n°  63  con  M,  la  rela- 
zione 

M — ! , 

1 (ai— a»)(,a,— a,)...(a,— a„) 

e facendo  altrettanto  rispetto  ai  numeri  M» , M, ,...  M»  ; e 
che  in  conseguenza  y assumerà  il  valore 

y = M,(D— a,)-X  + M2(D-at)X+  • • +M„(D-a0)- , 

ovvero,  introducendo  gl’ integrali  e per  ognun  di  essi  una 
costante  arbitraria, 

10.  y=MIe‘>T(/e— ',Xdx+C1)-fMte,'I(/e-,2,XdxC,) 

-f  ...-fMue*"X/e— ’ 'Xdx-fC,)- 
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E questa  equazione  potrà  differire  dalT  equazione  9 soltanto 
per  la  grandezza  delle  singole  costanti  arbitrarie. 

Finalmente  a ciascun  fattore  di  X nell’equazione  4 si 
pnlrà  sostituire  la  serie  corrispondente  ; cosi  per  (D — a,)~‘ 
p.  e.  la  serie 

D~'  + a,D~*  + a.D-’  -f  a*D_M 

la  quale  darà  valore  finito  nell’ipotesi  soltanto  che  diven- 
gano nulli  gl’ integrali  rappresentati  da 

D-X,  D~*X,  D-’X,.  . . 

come  p.  e.  per  X = a:r , quando  r s a intero  e positivo. 
Esempio  1.  Sia  data  l’equazione 


Essendo  qui  (D  — a)  y = x*  , 

si  ha  per  l’ integrale  il  valore 

y = (D— a)~'xl , 
ovvero  y = e"' J"  e~**  x*  dx. 

Ma  avendosi  in  generale  mercè  l’ integrazione  per  parti 


^xneMdx  1 jjxn“'e*Idx  , 

si  otterrà  mercè  la  successiva  applicazione  di  questa  forinola, 

C . , , 4x*  , 4.3i*  , 4.3.2x  4.3-2. Il 

Jxe  dx  = -e  \-+-~r  + — +— + 


quindi 


„ „ i*  4i*  4. Si*  4.3  2i  43.21 

y = Ce  — — — — : — — : — * 

3 a a a*  a*  a* 
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Questo  valore  di  y risulterà  ancora  dalla  precedente  equa- 
zione 

y = (D— a)—  x‘  , 

svolgendo  (D — a)""*  in  serie  che  sarà  moltiplicata  per  i*  , 
e prendendo  le  derivale  indicale  con  1).  Imperocché  essen- 
do (D — a)-'  = — (a— D)“‘  , cd  in  conseguenza 

„ . , (1  , D , D*  , D”.  D*  , > 

(D  a)  =-Ì7  + ^-+ir+^r  + — + "•}. 


sara 


. , . (x‘  , T1t*  D’x4  , D’x4  , D4x4  , > 

(D-.)-!- |--  + — 

cd  a cagione  di 

Dx'  = 4xs  , D’x*  = 4.3x*  , D’x*  = 4.3.2x 
D‘xl  = 4.3. 2.1  , D’x4  = 0 , . . , 

sarà 


i£j 

4xs 

L__  J 

4.3x* 

, ì . 3.2x 

4.32.K 

l a 

h a‘  ^ 

a' 

a3 

^ a’  ! 

al  che  poi  rimane  ad  aggiungere  una  costante. 
Adempio  2.  Essendo 


■ty 

(lx 


-4-  ay  = e""  , 


si  avrà  (D-fa)y  = e"" 

cd  y — (D +a)~'  era\ 

Ma  per  l’equazione  C è 

(D+  a)-  e"”1  = e“'7eM.  en”dx 
= e-»/e(l+n,)‘dx  ; 


c poiché 


dx  = • 


p(«4-“h 
a-}-m  ’ 
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ovvero 


r = e-“  \ 


— 417  — 


a -f-  ui 


c\, 


y = 


a-f-ni 


■Ce— \ 


Esemplo  S.  Da 

dy 


dx 


— ay  = e cosrx 


risulta 

ed 


(D — a)  y = e”1  cosrx  , 

y = (D — a)“'  emi  cosrx  , 

ovvero  y = e”/e(m_l)l  Cos  rxdx. 

Ma  per  l'equazione  20  del  n°  58  si  La 

ì (m—m)x  , (m— a)cosrx-+-rsenrx  / 

J (m— a)*+r* 


quindi 


(m— a)“  + r* 
Esempio  4.  Dall’equazione 


d’y  a dy  i o r 

di*  dx  y===  (l-fx)» 


risulta  (D«  + 3D  + 2)y-^r. 

Or  dell’equazione  D*-f3D+2  = 0 
sono  radici  D = — 1 e D = — 2;  quindi 

(D+l)(D+2)y=»_^_ , 

ovvero  y = (D+l)-‘  (D+2)r‘  — i-. 

Ma  per  la  frazione 

1-  R4NKE  Calc.  Intko;  27 
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1 M 


V + 


M. 


(D+l)(D+2)  D+l  0+2 
si  ha  M,  *=*  1 , M,  = — 1 , ed  in  conseguenza 

■(P+^lièr* 


^(D+ir-^r 


ewero 


dx 

(1+iF 


e'**  -«  C e*1» 

y = e ÌTi+iF“e  W 

Pel  primo  di  questi  due  integrali  si  ha 

x 1 1 

(i+s)rt=T+I  — Tt+x)*  ’ 

quindi  integrando  per  parti  risulta 


C e'xdx 

) (»+*)* 


c' 

i+* 


Rispetto  poi  al  secondo  integrale  avremo  ancora  dall’in- 
tegrazione per  parti 

P e*'xdx 


} <»+*>* 


J+* 


C e*'dx 

1 


quindi  y = «“"  + C,e“*\ 

Esemplo  S.  Sia  data  1'  equazione 

— — — a’v  = — 4-e~,cosz — e— *Icos2z-|-e~,Tcos3z — f-  • 

dx*  1 1 2 1 

Indicando  per  brevità  con ^^c_IOTcosmz  il  secon- 

do membro  di  questa  equazione  , si  avrà  dietro  la  notazio- 
ne più  volte  rammentata  , la  forma 


Digitized  by  Google 


— 419 


(D 


quindi 


■_,-)s  j+]£< 


ovvero 


y =s  (D— n)“‘  (D+a)"'  j — .c~mi  cos  mzj  , 

ro 

y=(D+a)-e‘'| — — ^e~"dx  ^e-*I^^,e'tnicosmzdx-{-Cj. 

Or  si  Jia  — 4-Ù  *'dx  = -^-e-"% 

2 J 2a 

^e_ " ]^,e_ ""cosmzdx  = e~ n 

=2^ 


cosmzdx 


-(“+•») 

in  conseguenza  risulterà  per  y il  valore 


■cosmz  ; 


= (n+a)  «S^+^_£^cosmz4.Ce»| 


(“+'") 1 S ’ 

ovvero,  faccndp  la  seconda  integrazione  , 

y = e~“  Si  dx  cosmzdx  + C.J+Ce**, 

vale  a d/fet*  ' 

y = e—  J—  + + c.|  + Ce-  , 

o in  fine 

1 * e~ m*cosmr, 

* = Sr  + 2,-  V_.  + Ce“+C.e-“. 

Oalla  quale  espressione,  risolvendone  il  segno  sommatorio, 
risulta  T equazione 

v =,  _L  J-  e~' Cn**  Q~*>cos2z  , e-J,cosSz  , 

2a‘  ' 1*— a*  2*— a*  ' 3*— a»  • 


3* — a* 
# 
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Similmente  dall*  equazione 

_i.  — a*y  =1  — — + C0SI  — cos2x  + cos3x j-  • • 

si  avrà  por  y il  valore 

I acos*  aco*2x  ncos3x 
y _____  _j_  21^_a.  3»_|_a>  H 

105. 


Radici  eguali. 


Se  1'  equazione 

1.  zn  + A.z"—  + A.zn-»  -4 |-An  = 0, 

la  quale  appartiene  all’  equazione  differenziale 


2. 


_£l  . A ìTX  + a d’~,y 

dx"  + A‘  di"—  ^ * di”-* 


4-  Any  = X, 


abbia  r radici  eguali  , che  indichiamo  con  a , l’ equazione  4 
del  n*  precedente  diverrà 

3.  y = (D-a)-r  (D-a.)“*  (D— a.)"*.  . . (D — a0-r)_I X, 

a,  , fl,  , . . . aB— r disegnando  le  radici  diseguali  dell’  equa- 
zione 1. 

W 

Ma  per  l’ equazione  6 del  n°  104  si  ha 

(D_ a)-r  X = e"‘  Ve"*1  X dxr  ; 


e se  per  brevità  si  ponga 

/e-,*Xdx  = e-aiXI-f  Cr  , 
si  avrà,  indicando  con  Cr  la  costante  d’ integrazione , 

(•('—*) 

(I)— a)~rX  = e*‘  \ (e~**X,  -f  Cf)dx'-‘. 
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Pongasi  dinuovo 

/e-xX,dx  = cr'*X.  + C,.,, 

ed  avremo 

(D — a)—  X = e*x  \ (c-“ X.  + C,x  + C_,)dx-—  ; 

quindi  per  f e-taX,dx  ==  c-MX,  -f  C,-, 
si  avrà  1*  equazione 

(D-a)-'X  = e*‘  V e~“X1+C,x*  + C,_.x  + Cr_,)dr-. 

L’ andamento  dello  sviluppo  dimostra  come  per  mezzo  di 
continuala  integrazione  si  pervenga  all’  equazione 

(D— a)— r X =X„_r4-e1I(Crx'-  -f  Cr-,  + • • • +C.X+C.) 

La  seconda  parte  del  2°  membro,  continuandosi  F inte- 
grazione relativa  ai  fattori  (D — a,)-'  , (D — a,)~l  , . . . del- 
l’ equazione  8 , potrà  rimanere  fuori  il  segno  integrale , in 
conseguenza  dei  motivi  addotti  nel  u"  104  ; dimodoché  y 
assumerà  il  valore 

y — Xn  -f*  e*’(C,Xr'’1  -f-  Cr— I xr  ~ * -f-  • ■ • -f-  Cj,  X -f-  C,) 

-f  C‘*x  B,  4-  e**1  B,  4- ...  4-  C*—X  Bn_r  , 

B,  , Ba  , . . . Bn — r indicando  le  costanti  relative  ai  fattori 

(D-«,r*  , (D-a,)-'  , . . . (D — an-t)~“. 

Ed  anche  qui  potremo  trovare  il  valore  sconlponen- 
do  in  fratti  parziali  il  fattore  di  X nell’  equazione  3 , ov- 
vero svolgendo  in  serie  il  fattore  (D — a)~r 

Esempio  1.  Sia  dato 


d’y 

di' 


4 4y  = x*. 


Questa  equazione  polendosi  ancora  esprimere  con  (D — 2 )’y=x% 
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sarà 

ovvero 


y = (D— 2)— x*  , 
y=,(2-DrV  + e‘1(C  + C,x), 


determinando  le  costanti  a tenore  dell"  equazione  4.  Ma 
poiché 

1 _i|UD+—  4-  — 4-...Ì 

= 4 ? + u + 4 + 2 , 

quindi 

0Mr^-lji+D+iE.+4.  + ...^ 


30*(x»)  D’(x’) 


+-T+-I' 


ovvero,  svolgendo  le  differenziazioni  indicate . 


(2_D)-i--4Ss’+2x  + T>' 

cosi  sarà  y = i ^ f | — T-  c*’ (C -J-C.x). 

Si  poteva  ancora  dedurre  il  valore  di  y dall’  equazione  pre- 
cedente per  mezzo  d’integrazione  ; imperocché  per  1 equa- 
zione 6 del  n“  103  si  ha 

y = (D — 2)~*  x*  = e”  \ (T"  x’dx*  , 


ovvero  , aggiungendovi  le  costanti  , 


y=.e*^  e-"  x*dx*  -f  e"  (C-f  C.x). 

Or  in  conseguenza  dell’  equazione  generale  utilizzata  nel 
l’esempio  1 del  n°  precedente,  la  quale  contiene  l’inte- 
grale di  x"e'xdj;  , si  ha 
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quiudi  ^ e~"  x” dx4  = 4.  -£•  + -| j e~* 


esemplo  *.  L’  equazione 
d’y  o„  àJ 


ci  dà 


2a  — - -f  a'y  = senni 

di*  di  ' 

(D — a)* y = senni , 


ovvero 


y =*  e41  ^ e-*1  sen  nx  dx4  + e41  (C  -}-  C,x). 

Ma  per  I’  equ.  21  del  h°  58  è 

l*  . ascnni4-ncosnx 

\e  4 sen  nxdx  = , — e-4*  , 

J * +B 

e se  per  abbreviazione  del  seguente  integrale  s’  introduca 
la  notazione 

JL  i 

a = (a*  -f-  n’)  * cos  k , n = (a*  -f-  n*)  * sen  k , 
la  quale  è sempre  lecita  , si  avrà 


s 


e—,1’senxdx  = - 


cos  k son  ni + sen  k cos  ni 


ovvero 


$ 


(a4  + n*)" 

__  , sen(nr-)-k)  _ 

e sen  nxdx  «= — e 


e~‘% 


(a*+n*)T 

Quindi  rispetto  al  doppio  integrale  proposto  si  avrà 


sen  nxdx> 


e~4Isen(nx+^)^t* 


Ma  lo  sviluppo  dei  due  integrali 

f e“eosnxdx  , f e"1  sen  nxdx 
mercè  il  metodo  d' integrazione  per  parti  dimostra  , che  le 
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noie  formole  che  ne  risultano  , resteranno  \alide  , quando 
nx  si  muli  in  nx  -f-  k , dimodoché  sarà 


5 


c—^sen  (nx+k)  dx  « 


ascn(ns+k)-fn  cos(nx+K)  tI 

6 


ovvero  , ripristinando  i precedenti  valori  di  a ed  n , 


$ 


e~*x  sen  (nx  + k)  dx  = ■ 


sen  Cni-f-2k') 

(a’-j-n1')»’ 


cosicché  sarà 


5' 


sen(n*-f-2k)  _,J 

» 


a*-f-n* 


ed 


sen  (nx  + 2k) 


+ eM(C+C,x). 


J aa-|"n* 

Esemplo  5.  Sia  data  T equazione 

n"--  I nn“-  dy  I n(n_,)  d’y  I - V 

ay  + na  172  a 1 ÌT+ X> 

nella  quale  a disegni  un  numero  positivo , ed  n un  nume- 
ro intero  positivo.  E qui  chiaramente 

(a+D)»y  = X, 

ed  y = (a+D)~a  X , 

ovvero 

y = e~“x  ^ eMXdxn  -f  e-*1  (C  + C,x  -| f Cn-.x*-' )• 

L’ integrale  «""P1®  si  potrà  ottenere  o pel  n°  70  , o per 
mezzo  di  ripetuta  integrazione  per  parti,  o mediante  lo  svi- 
luppo di  (a  + l))— 1 “ e della  differenziazione  che  ne  segue. 
Supponendo  X = em*  , ne  risulta 


(«+«>/ 


- + e—’  (C+C,t  + . . . + Cn-.xn-‘). 
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106. 


Radici  Immaginarle. 


Se  sono  immaginarie  alcune  delle  radici  dell’equazione 
zn  + A.z”"1  + A,z“  * H An  = 0 , 


appartenente  all’  equazione  differenzialo 


<l"y 

ili" 


A, 


-f  A„  = X, 


allora  il  metodo  d1  integrare  l’ equazione  verrà  in  generale 
a modificarsi.  Imperocché  disegnino  a,  ed  a,  due  radici  im- 
maginarie conjugate  , cosicché  sia 

a,  = a -f-  i/3  , a,  = a — i/3  ; 

i fattori  di  X corrispondenti  a queste  radici  ci  daranno  l’e- 
quazione 


(D-a,)"'  (D — a,)-1  X = (D — a,)**1  c‘‘’  (/e"  *“  Xdx + C.) 

~(D-a,ne”+^  (/e-^-^Xdx+C.)  ; 

e se  F indicato  integrale  f e~a*~'u*Xdx  si  rappresenti  con 
, si  avrà 

(D-a,)-’  (D-aa)-  X = (D-a,)-1  (X,  + ). 


Ma  egli  è facile  a vedersi  che  il  fattore  variabile  non  sa- 
rà alterato  dalla  costante  C,  di  questa  equazione  , quando 
verrà  sottoposto  a novella  iutegrazione.  In  conseguenza  si 
avrà 

1.  (D-a,)- (D-a,)"  ‘ X = (D-a,)-'  X.+CIe«*W\ 

Or  si  ha 


Digitized  by  Google 


— m — 


(0 — n,)~‘Xl=eI'-,''A  fé 


— ai+i(2i 


X,dx-}-C,e 


rappresentando  con  e- ai+,<-1X,  l’ indicato  integrale.  Da  ciò 
risolta  l’ equazione 

2.  (D  -a,)-1  (D— a.)"’  X = X*  + -f  C^-fr. 

Dai  fattori  delle  costanti  C,  e C2  si  potranno  eliminare  lo 
quantità  esponenziali.  Imperocché  si  ha  immediatamente 

C1e’I+:.-s  = C1e'*'(cos^  x 4-  iseii/?x) 

= Ctea,(cos/3x  — isen/Sx) , 

quindi  , se  si  ponga 

C,  + C„  = A , i(C, — C„)  = B , 

risulterà 


C.e^+vSi-J-  = cB,Acos/3x  -f  e*‘Bsen/2x. 

Or  è sempre  possibile  far  dipendere  le  costanti  A e B da 
due  altre  , C e k » in  modo  clic  restino  soddisfatte  le  con- 
dizioni 

A = CcosK,  B = — Csenk  , 

P cosi  si  avrà 

= Cc*'(cos0xco$k  — sen/Sxsenk), 


e 

3.  (D— a1)-,(D-a,)~,X  = X.4-Cea,cos(/?x  +k) 

Kscinpio  1.  L’  equazione 
(TJv 

-7  + a*y  = cosnx> 
dx1  ■* 

ovvero  (D*-4-al)y  = cosnx 

cidà  y s=  (D-f-ai)- ’(D  — ai)- 'cosnx  , 
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in  conseguenza 

y = (D— ai)"*  e—' "xf  e’'1  cosnxdx  -|-  C.e-"1, 
ovvero,  trasformando  cosnx  in  una  quantità  esponenziale, 

f nii  I -ni*  > 

y = (D — ai)- 'e— dx  -f-  C.e-*1'. 

L’ integrazione  eseguila  menerà  all’  equazione 

, = (D_.i)-e-.  -ijfz ;jrì  + C.e-S 

la  quale  semplificata  diviene 


(D-ai)-j 


2(n-}-a)i 


-mi 

=sri+c-e-“- 


e 

2(n — a) 


Donde  mercé  l’ integrazione  relativa  al  fattore  (D — ai)~*  ri- 
sulta 

/•  nix  —nix 

y=e*‘x  ‘ \~^r  - 
ovvero  , eseguendo  l’ integrazione  indicata  , 

» = e"*  1=2Ò?=?)  + + C^‘  + 

Attuando  in  fine  la  moltiplicazione  per  e"1  ed  eliminan- 
do le  esponenziali  immaginarie  , si  avrà  , considerando  l’e- 
quazione 3 , * 

cosnx  r 

y*”  — +Ccos(ax  + k). 

Esemplo  1.  L’equazione 

d*y  i i-  J*y  , e 

+ + 6y  = sennx 


mena  alla  relazione 
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(D*  + 3)(D*-|-2)  y = sennx 

ovvero  , ponendo  per  semplicità  di  notazione  3— A’,  2=/i% 
(D-f-ki'X^ — ki'XD+hi)(D — hi)y  = senx  ; 
donde  risulta  per  y il  valore 

y = (D-J-ki)-1  (D-ki)-  (D+hi)-1  (D-hi)-*scnnx. 

Perciò,  trasformando  senni  in  esponenziali  immaginarie, 
si  ottiene  rispetto  al  fattore  (D-f ki)~‘  la  forma 


i*  IM — *n\ 

(D-f-ki)-1  sennx  = e~ikl  V e511 f-  C„c-ikx 


-sii  L 

e(k+*o>* 

c(k— 0!» 

i u ) t r — il. 

2(k-f  u) 

^ 2(k-i.)!+L‘  ’ 

ovvero  , riducendo  all’espressione  più  semplice  , 


(D-fki)“'sennx  = - 


+ 


4-  C„e-ik‘  : 


2(k+u)  2(k — n) 

cosi  il  valore  di  y si  trasformerà  in 

• , ini  — irt\ 

, - (D-lO-(D+hi)-(D-hi)-j  _ jfr-  + •£_( 

+ 

Da  questa  equazione  si  avrà  rispetto  al  fattore  (D — ik)~* 

!„'nl  — 1 ‘“X  . (•  , int 

— V-  +— — =ò»Ac-^  - c 

2(k-fn)  “ 2(k — li)  5 } ( 2(k-fnj 

— ittX 

+ T^5d,  + C'c* 


= C‘kl- 


e 

n) 


>iWl 


2(,k*— n*)i 
ovvero  più  semplicemente 


c 

T(k 


^jr}+t-c’" 
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inx  — ini 

e 0 I n 

2(k* — n*ji  2(k'-n‘)i  T * » 

e se  si  consideri  che  i primi  due  termini  del  2°  membro 
contengono  il  seno  di  nx  , si  troverà 


(D-fki)~’(D— ki)~ ’ sennx  =>  — — - -j-  C.e'^4-  C,e~!t* 

H — il 

= 4-  B (cos^kx  -f  K). 

Da  ciò  si  conchiuderà  che  dovrà  aver  luogo  1'  equazione 


(D-f  hi)-  (D— hi)- 


sen  ni 
k* — 


senni 

(ka — n*)(h' — na) 


Acos(hx-fH), 


quando  si  consideri  che  Iicos  (A’x  + K)  non  deve  sottoporsi 
ad  ulteriore  integrazione , e che  le  costanti  arbitrarie  R ed  H, 
B ed  A sono  da  determinarsi  nel  modo  indicato  dall'  equa- 
zione 3. 

Dopo  ciò  si  avrà  per  y il  valore 


con  nT 

y ""  (h--.r)(h‘-n*)  +Acos(hx+H)-)-Bcos(hx-fK)  , 
ovvero  , restituendo  ad  h e le  i loro  valori  , 

«pii  nx  _L  * 

Y - TZw+*+Xcoa  (2‘X  + H)  + Bcos(8’x+K). 
Nello  stesso  modo  dall’equazione 


si  avrà  per  y il  valore 

y ==  — — -f  C,e“  + C,e~“  + C1cos(ax-fk). 

3 
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Esempio  5.  Sia  data  l’ equazione 

-^-+Y  = x" 

<u*  ^ s 

Ne  abbiamo  immediatamente  per  y il  ■valore 
y = (Dl  + l)-xn. 

Ed  in  vece  di  scomporre  (I)*-f  1)  in  fattori  , eseguiamo  la 
soluzione  ponendo 

(l  + Dl)—=  1 — D*+D‘—  D*H 

cosicché  avremo 


y = x"  — D2x"  + f)‘xn  — D“yn  + — •••, 


ovvero  , attuando  le  differenziazioni  ed  introducendo  le  co- 
stanti Ccosx  4-  C,senx  , 


y — x"  — n(n— l)x—*+n(n— l)(n— 2)(n— S)x"-4 — |-  • • ■ 

-f-  Ccosx  -f-  C,sen  x , 


equazione  che  dà  lo  stesso  valore  di  y che  si  sarebbe  otte- 
nuto cercandolo  col  metodo  seguito  negli  esempii  precedenti. 
Esempio  4.  L’equazione 


di»  ~ di' 


-f-  a*y  = cosx 


assume  la  forma  (D’-J-a1)*  y =>  cosx  , 
e quindi  si  ha  per  y il  valore 

y = (rr+a^-'cosx  = (D-f  ia)^(D— ia)-*cosx. 
Or  si  ha 


|T  , 1* 

e 4-c 

a«x  1 


(D-f  ia)~'cosx  = e— *“  ^ e0’1 

i*  P(*+')5*  po>— 1 

- + c5 dl 


dx* 

(a— i^i 
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ovvero  , eseguendo  l' integrazione  del  2"  membro 


. ( PV 

(D-fia)  *cosx=e_,*M — — 

* **  ( il 


,(*+*)« 


.<— • )“ 


(«+»)* 


2(a+0 


-+C.X+C} 


Cl+C  ,?I+(C+C,x)e-“S 


2(a+l) 

ed  eliminando  gl’  immaginarli  del  1°  termine 

cosi 


quindi 


(D  + ia)~*cosx  = — 4-  (C4-CIx)e-*iI  ; 

y=»(D— ai)— j — J + (C+  C.x)e—  . 


ia+jr 

Or  mutando  nella  penultima  equazione 


a in  — a , e cosi  in 


cosi 


(“+*)*  ’ 

ed  introducendo  questi  valori  nell’ ultima  equazione  con  aver 
riguardo  alle  costanti  d’ integrazione , si  avrà 


cosi 


I “ JS-\T  + (B  + B«x)eliI  + (C4-C,x)e-« , 

ovvero  , eliminando  le  esponenziali  , 

y =-(ao~47~  4~  (M  4-  M,x)cosax4-(^4-N,x)senax  , 

M,  M,,  N,  N,  indicando  le  nuove  costanti  che  risultano  nel 
dedurre  le  grandezze  trigonometriche  eosax  e sen  ax  dalle 
costanti  B,  B„  C,  C,. 

Similmente  dall’equazione  differenziale 

^ y o d*y  i y*  ^ y in  d y p.  *ty  t 

■S7r— 2-^r -f  5 — 10 - 36  — 4-  72y=e 

si  avrà  I’  espressione 

(D — 2)*(D  4-2)(D*4-9)y  «■  eOT , 
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la  quale  mena  all'integrale 
e"* 


y = 


(n-2)>+2Xn’+9) 


+ (C  + C.x)eV+C,e-’ 
-f  C,cos(3x-f  k); 
e nello  stesso  modo  dall’ equazione  differenziale 

d*y  d*y  dy 

di’  . di*  . dx 

si  avrà  l’ integrale 


15y< 


"T?  + + (Ccos2x  + c-s«Il2x)e,+c^“,x- 


107. 


Aggiunta. 


Dal  n°  104  al  106  si  è supposto  che  nell’ equazione 


d"y 


d—'y 


1 li.  I A r J A i 

dx"  ' rt,dx' —1  ' *dx'— » 


+ An—^f  + Auy  ! 


la  quantità  X fosse  una  funzione  della  variabile  indipen- 
dente x. 

Ma  la  cosa  non  va  sempre  così.  Che  anzi  il  più  delle 
volle  X può  disegnare  un  numero  costante  A , od  anche 
essere  eguale  a zero. 

1.  Poniamo  X costante  ossia  X = A , e rappresenti  a una 
delle  radici  diseguali  dell'equazione 

2.  zn+  A,zn-+  A,z"-+ .. . + An_,z  + An  = 0. 

L'espressione  (D — a)“‘X  si  trasformerà  in 

(D— a)-‘A  = eM/Ae“"dx  + Ce*1 

<=  e**.  — e“ai+  Ce*' , 
a 

ovvero 
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(D-a)-'A  =»  A _|_  Ce«  , 


indipendentemente  dall’  esser  reale  o immaginaria  la  radice 
indicata  da  a.  Nel  qnal  ultimo  caso  il  numero  immaginario 
e*1  può  , dietro  le  osservazioni  fatte  nel  u°  106  , trasfor- 
marsi in  coseno  e seno. 

Ma  se  a è radice  ruPu  dell’  equazione  2 , allora  sarà 

(D — a)-rX  = (D-a)"rA  = e*1  ^ Ae“» Xdx- 

+ (C+C.x+C.x*  + • • • + Cr-.x'-  )e“. 
Or  egli  è facile  a trovarsi  che 


4 


e**\  Ae~*Idxr*=  ( — l)r— 


fc-r.-a~-.-ia' 


sarà  dunque 

4.  (D-.)~A  = (-!)-  TT-8-—  ? 

+ (C  + C.X  + C.x*  + ■ ■ • + Cr_Ixr-,)e« 

2.  Ponendo  X = 0 , si  avrà  dall’  equazione  3 per  la  ra- 
dice diseguale  a ; 

5.  (D — a)“’0  = Ce*1  ; 

quindi  se  a ed  a,  rappresentano  due  radici  immaginarie 
conjugate  dell’  equazione  2 , sarà 

(D-a)-'(D— a,)-’0=  Ce"+ C.e**  , 
ovvero,  pel  n*  106, 

6.  (D— a)“'(D — a,)“‘  0 = tax  (A  cos  Qx  + B sen/Sx) , 
facendo  a = a -j-  i/3  , a,  = a — \B. 

Supponendo  infine  che  P equazione  2 ammetta  r radici  e- 
KntNHE  Calc.  ìhteg.  2S 
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guali  ad  o , si  trova 

7.  (D — a)_r  0 = eM(C+C,x+Cix*  -) \-  Cr_.xr-  ). 

Quindi  se  1’  equazione 

8.  Ì1  + A.O-  + A.S  + -- •+*.,  = » 


dx" 


<li" 


ha  cofflcienti  costanti , e radici  disuguali  a,  , a,  , . . . a., , 
il  suo  integrale  generale  sarà 

9..  y = C1e*‘x+C.e,,*x +C,e*’x  + ■••  + C0ea'\ 

Introducendo  nell’  equazione  & e”  in  vece  di  y , si  avrà 
immediatamente  l’ equazione  9.  Ed  in  vero  , essendo 


l1  equazione  8 si  trasformerà  in 

a"  + A.a0-1  + A,an-*  + A, a"-’  |-AB= 0. 

E questa  equazione  fa  conoscere  di  esser  soddisfatta  dagli  n 
diversi  valori  di  a , vale  a dire  o,  , «» , a, , Oo. 

Essa  dimostra  ancora  di  esser  soddisfatta  dal  valore  Ee*1 
messo  in  luogo  di  y , come  ancora  da  ogni  radice  ar  sotto 
la  forma  e"r*  ed  accompagnata  dalla  costante  Cr  ; ed  infine 
che  qualsiasi  somma  dei  termini 

C1e*‘x+C,e,»x  + C,e*>x4---- 

sostituita  ad  y nell1  equazione  8 , dovrà  renderla  soddisfatta. 
Donde  segue  che  il  valore  di  y , indicato  nell1  equazione  9 , 
dovrà  renderla  soddisfatta , e che  nessun  altro  valore,  com- 
posto di  maggior  numero  di  termini,  potrà  fare  altrettanto.  • 
Esempio.  L1  equazione 


d*y 

dxa 


+ 


n4y  = 0 
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conduce  a 

(D*  + n*)  y = 0 , ovvero  y = (D*  -f  n")-1  0. 

L’ integrale  di  essa  è chiaro  per  l’ equazione  6.  Cerchiamo- 
ne ancora  la  soluzione  per  altra  via. 

La  forma  del  valore  di  y rimarrà  alterata  , se  lo  molti- 
plicheremo e divideremo  per  D*  : avremo  cosi 

y = (1  + n’D-*)-'  D""’0. 

Or  per  comprendere  il  significato  della  forma  D~*0  , ram- 
mentiamoci che  in  virtù  dell’  cqu.  5 del  n”  103  ha  luogo 
I’  equazione  identica 

D— (u)=  /‘udx1-*- C-j-C.x  , 

Ct  disegnando  la  costante  della  prima  integrazione  c C quel- 
la della  seconda.  Or  poniamo  u = 0 , ed  avremo 

D~*(0)  = C + C,x  , 

od  y = (l  + n*D-)-(C+CIx), 

ovvero  , trasformando  in  serie  il  fattore  (l-fn20~a)—'  , 

y = (1  — n>D-,-f  n*!)-*—  n'D~'H )(C-f  C,x). 

Rimane  soltanto , a fin  di  semplificare  la  forma  del  valore 
di  y,  a moltiplicare  il  primo  fattore  perCeC.x,  ed  a scam- 
biare i simboli  D-’C,  D“*C,  D“CC  , . . . D~9C,* , D-'C.x, 
l)—,!C,x  , . . . nei  corrispondenti  integrali , che  sono  della 
forma 

C/-dx",  C.//dx'. 

A ciascuno  dei  non  quali  è necessario  aggiungere  una  costante 
per  ogni  integrazione  , dapoichc  una  semplice  riflessione  ba- 
sta a dimostrare  che  le  somme  di  queste  costanti  darebbe- 
ro una  serie  eguale  alle  due  di  cui  si  compone  y.  Mercè 
queste  costanti  d’  integrazione  verranno  alterate  C e C, , ma 
non  già  le  forme  delle  serie  di  cui  componcsi  y. 
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Avendo  riguardo  a queste  considerazioni  si  avrà  per  y il 
valore 

nh  U*1*  i n*x*  n*X*  I f 

y=C|i  rà+ÌXal-  1.2 .6  "*  y 

/ n'x’  n‘15  n’x’  . ì 

+ C,|x  + Ì.2.3  Ì 12.  6 “'V 

La  prima  di  queste  due  serie  è quella  di  cos.ru;  e la  se- 
conda è quella  di  — sen  ruc  ; sarà  dunque 

o . C, 

y = C cos  nx  + — sen  nx  , 

ovvero  y e=  Ccosnx  -J-  B sen  nx  . 

ponendo  B = 

La  nostra  equazione  differenziale  può  ancora  risolversi  con 
un  terzo  metodo.  Si  ponga  in  essa 


ne  otterremo  la  relazione 

a®  -{-  n*  <=  0 , 

ed  in  conseguenza  a = ni  ed  a — — ni.  Laonde  per  le  con- 
siderazioni fatte  verso  la  fine  del  nostro  n°  dovrà  y avere 
il  valore 

y = beni  -f-  ce-ni , 

ovvero 

y =s  b(cosnx  -f-  isen  nx)  c(cosnx  — isennx)  , 
b c c indicando  le  costanti  d1  integrazione.  Or  si  faccia 
b -f-  c = C , i(b  — c)  = B , 
c si  avrà , come  sopra  , 

y = C cos  nx  -f-  B sen  nx. 
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108. 


Continuazione. 


L’ espressione  (D — a)~'  X,  in  conseguenza  di  speciali  pro- 
prietà della  funzione  X,  può  dare  un  valore  numerico  infi- 
nitamente grande.  Ed  in  vero,  ponendo  Xse1**  nell’ equa- 
zione identica 

1 . (D-a)-’X  = Xdx , 

ne  risulterà 

(D— a)-,e",=e,7e("-)'dx, 
ossia  (D— a)“’  enT  «=  - ; 

quindi  nel  caso  di  n = a si  avrà  1’  equazione 

2.  (D— a)-V*=—  «=  so  . 

' ' a — a 


Intanto  non  è giusto  conchiuderne  che  nell’ipotesi  di  X*se*' 
la  forma  (D — cr)—I  perda  la  sua  validità.  È da  dirsi  piutto- 
sto che  l’ integrale  indicato  dalla  forma  (D — o)~ ‘ea’  non  pos- 
sa più  presentarsi  qual  grandezza  esponenziale,  come  avvie- 
ne nell’  ipotesi  di  X = en‘  ; non  altrimenti  di  quel  che  av- 
viene all’equazione 


xn+' 
m-(-  1 


nell'  ipotesi  di  m = — 1 , e di  cui  si  è trattato  nel  n°  53. 

Or  per  iscovrire  il  vero  valore  dell’  integrale  dell’  equa- 
zione 2 , qui  si  dovrà,  come  in  quel  luogo  , ricorrere  alla 
costante  arbitraria,  ovvero  trasformare  la  funzione  differen- 
ziale prima  di  svolgerne  l’ integrale.  Nel  primo  caso  il  va- 
lore dell’ integrale  assumerà  la  forma  ~ . 
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Esempio  1.  Sia  data  I’ equazione 


£y 

dx 


— ay  = e 


Prendendo  1*  integrale  di  essa  dall’  equazione  generale 


.ili 

dx 


ay  = e 


n* 


e dopo  l’ integrazione  scambiandovi  n con  a , avremo  per 
y il  valore 

y = (D — a)- 'e0* 

= e"/e(n-*Nx  4.  Ce"1  , 

0 più  semplicemente 


Or  essendo  C una  costante  arbitraria  , potremo  darle  la 
forma 


dimodoché  y apparirà  sotto  la  forma 


y = 


e — e" 
n — a 


+ C,e* 


Ed  il  primo  termine  di  questo  valore  diverrà  nell’  ipo- 
tesi di  71  = 0.  Ma  differenziando  numeratore  e denomina- 
tore della  frazione  rispetto  ad  71  per  ottenerne  il  vero  va- 
lore , si  avrà  are“  nell’  ipotesi  di  71  = a ; quindi  risulterà 
per  y il  valore 

y = xe"'  -f  Cc“. 

Questo  valore  potrà  aversi  ancora  iinnicdialaracnle  dall’equa- 
zione proposta 
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Imperocché  prendendo  essa  la  forma 
(D — a)  y = e“  , 
ne  risulta  y = (D— a)“*  e"  , 

ovvero  y ==  e*'/ e~tt\  e1"  dx  + Ce1’  , 

o più  semplicemente 

y = xc"  + CeB''. 

Esemplo  2.  Per  trattare  l’equazione 
_4-n,y  = cosnx, 
risolviamo  P equazione  più  generale 
d‘y  i < 

— +a“y  = cosnx. 


Questa  è stata  già  considerata  nell’  esempio  1 n°  106  , c si 
è trovata  l’equazione  integrale 


Y = — — — -J-  Ccosax  4-  CjSenax. 

a — n 

Or  ponendo  in  questa  equazione 


si  avrà 


C — - in  vece  di  C , 

a‘— n‘  7 


cosnx  — cosax 

y — c cosax  4-  C.  seu  ax. 

a1  — n*  ' 1 

Ma  nell’  ipotesi  di  a — n , si  ha 

cosnx  — cosax  xscnnx 

a*  — u*  8=3  2n  ’ 

sarà  dunque 
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i senni 


F equazione  integrale  di 


-f-  C cos  nx  -f-  scn  nx 


d*y  . . 

— -•  4-  n v = cosnx. 
ai*  1 J 


Volendo  risolvere  direttamente  questa  equazione , si  avrà 
da  essa  immediatamente 

(D“4-n*)  y = cosnx  , 

ed  y «(D'  + n*)-1  cosnx  , 

ovvero  , per  essere  cos  nx  (e“x -j-  e-1"1  ) , 


y = (D-fin)~‘eini  C 


vale  a dire 


ovvero 


S*- 

eint  + e~ 

2 

—mini 

e 

c la 

4in 

—ini 

e 

i 2 

4i  n 

dx, 


Eseguendo  la  seconda  integrazione  , ne  risulterà 


< 

_ in* 

XC 

—in*  v 

- C {dx 

4 in 

4in  ) ’ 

ovvero 


ielnI  — ie  ““  , e'”1 

4UÌ  HF  ’ 


ed  aggiungendovi  le  costanti  , finora  non  considerate  ) si 
otterrà 


, mi  — «i. 

x(e  —e  ) 

4iu 


La  prima  parte  del  valore  di  y contiene  senna?,  le  tre  ri* 


.V 
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manenti possono  mutarsi  in  Acosn®  + Bscnnx  , quindi 

_ .IS|‘"nT.  Acosnx  -f-  Bsennx. 

J 2n  1 1 


Esempio  S.  I metodi  precedenti  d’integrazione  delle  c- 
quazioni  differenziali  lineari  con  fattori  costanti , esposti  nei 
n*  da  103  a 108,  possono  utilizzarsi  per  trovare  i valori  di 
certe  serie  , facendo  in  modo  che  per  mezzo  di  differenzia- 
zione o trasformazione  della  serie  , si  ottenga  quella  stessa 
eh’  crasi  proposta.  Sia  p.  c.  da  trovarsi  il  valore  della  serie 
semplice  : 


y = 


1 


X* 

1.2 


x* 

1.2.  3.  4 


Mercè  differenziazione  due  volte  ripetuta  si  avrà 

d’y  

di1  f 1.2  1. 2.3.4  1.2.  ..6 


i j-  *1  y d’y  , „ 

vale  a dire  ~r  — — v ovvero  -r  ,-  + y = 0. 
dx*  J dx*  1 3 

L’integrale  di  questa  equazione  è rappresentato  da 
y==Ccosx  + CIsenx  , 

di  cui  rimane  soltanto  a determinare  le  costanti  C c C,.  Or 
la  serie  rimanendo  inalterata  , quando  vi  si  muti  x in  — x, 
dovrebbe  perciò  risultare  dell’  ultima  equazione 

y «=Ccosx  — C.scn  x. 

Sarà  dunque  C,  = 0.  Inoltre  essendo  y = l nell’ ipotesi  di 
x — 0 , dovrà  essere  C = 1.  La  serie  proposta  rappresente- 
rà dunque  cosa;  , coni’  è già  nolo. 


/ 
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1).  Con  Canori  variabili. 

109. 


Equazione  generale. 

La  forma  generale  delle  equazioni  differenziali  lineari  con 
due  variabili  è 


d"y 


dx" 


4- + p*^!- '+  ' * * + p«y - x> 


die  qui  dobbiamo  considerare  nell’ ipolesi  che  P,,  P3,..  Pn,  X, 
siano  funzioni  di  x ed  y. 

Dimandando  P integrale  di  questa  equazione  , noi  suppo- 
niamo una  dipendenza  di  y dalla  variabile  indipendente  x, 
espressa  in  forma  di  un'  equazione 


y = fx, 

in  modo  che  y si  presenti  in  forma  finita,  e sia  in  conse- 
guenza una  funzione  algebrica  o trascendente,  bla  il  numero 
delle  funzioni  trascendenti  conosciute  è assai  piccolo,  e por 
questo  motivo  la  risolubilità  della  precedente  equazione  di f- 
erenziale  sarà  sicuramente  unita  a talune  condizioni.  E nel 
tempo  stesso  si  ponga  mente  alla  circostanza,  che,  come  di- 
mostrano i numeri  da  104  a 108  , la  risoluzione  delle  c- 
quazioni  con  fattori  costanti,  vale  a dire  la  specie 
più  semplice  delle  equazioni  differenziali  lineari,  dipende 
dalla  conoscenza  della  funzione  esponenziale  ea*  ; è quin- 
di vcfisiiuilc  clic  le  equazioni  con  fattori  variabili  sup- 
pongano funzioni  trascendenti  superiori  , le  cui  propriotà 
siano  restate  finora  incognite. 

E quindi  chiara  la  ragione , per  la  quale  noi  rinuncia- 
mo ad  una  generale  risoluzione  delle  equazioni  differenzia- 
li lineari  i cui  termini  hanno  fattori  variabili,  e dobbia- 
mo in  vece  contentarci  di  risolverne  alcune  famiglie  e 


Digitized  by  Google 


— U3  — 

con  melodi  speciali.  A questi  metodi  si  appartengono  spe- 
cialmente quelli  che  riconducono  un’  equazione  dell’  ordine 
n,um  atj  tt  equazioni  del  1°  ordine  coll’  ajuto  di  n integrali 
particolari , ovvero  ad  n — m equazioni  dell’  ordine  m"”" 
mercè  n — m integrali  particolari,  o pure  che  riducono  un’e- 
quazione con  fattori  variabili  ad  un’  altra  clic  abbia  fattori 
costanti  , o infine  che  trasformano  1’  equazione  data  in  due 
funzioni  differenziali , l’ una  delle  quali  dipenda  dalla  sola  y 
e l’altra  dalla  sola  x. 


110. 

Integrali  pari  colar!. 


Nell’  equazione 


1. 


d”y  | P d"~'y  » P d"~*y 

di"  ~ ‘ di”— 1 ' * dl"~* 


+ Pn-.^+Poy=X 


siano  P,  , P„ , . . . P0_,  , P„,  X altrettante  funzioni  di  a?. 
L’ integrale  di  questa  equazione  dovrà  contenere  n costanti 
arbitrarie , essendoché  essa  è risultata  mercè  l’eliminazione 
di  altrettante  costanti  arbitrarie  dall’  equazione  primitiva  c 
dalle  prime  n derivate.  L’integrale 


2. 


F (x  » y j -A, , A* , A, , . . . Aa  ) — 0 


che  contiene  queste  n costanti  , quali  grandezze  arbitra- 
rie , costituisce  l’integrale  completo  dell’equazione  1. 

Ma  dietro  le  considerazioni  esposte  nel  n°  precedente  non 
sarà  sempre  possibile  dedurre  dall’  equazione  1 la  forma  ge- 
nerale dell’ equazione  2.  Si  potrà  invece  trovare  un’equa- 
zione 

3.  o(x  , y , A,  , A,)  = 0 , 

la  quale  contenga  una  od  alcune,  ma  non  tutte  le  n 
costanti  arbitrarie  , c che  non  solamente  renda  soddisfalla 
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l’equazione  1 , ma  sia  ancora  contenuta  nell’ equazione  2. 
L’equazione  3 (licesi  uu  integrale  particolare  dell’equa- 
zione 1. 

Tra  l’ integrale  completo  e gli  n integrali  particolari  del- 
T equazione  1 ha  luogo  la  seguente  relazione  : 

L’integrale  completo  dell’ equazione  1 potrà  sem- 
pre esser  trovalo,  quando  si  conoscano  n integra- 
li particolari  di  essa  Y,  , Y,  , . . . Yu  che  rendano 
soddisfatta  l’equazione: 


4. 


di."  ’ * (U"-‘  ~ “dx,-“‘r 


+ Pu-,^+P,,y  = °- 


Per  la  dimostrazione  di  questa  proposizione  noi  scegliamo 
per  brevità  1’  equazione  di  2U  ordine 


5. 


d'y 

dx“ 


+ P,~^-  + Pay  = x 


siantcchè  le  seguenti  cons  dcrazioni  si  lasciano  facilmente 
applicare  alle  equazioni  di  qualsiasi  ordine  ; e supponiamo 
che  Y,  , Ya  , siano  due  valori  speciali  di  y che  rendauo 
suddisfatta  l’ equazione 


6. 


0 + P,£  + p,y  = o. 


L’  integrale  dell’  equazione  5 avrà  perciò  la  forma 


7. 


y = AIYf  + A.Y., 


nella  quale  A,  ed  A,  non  rappresentano  quantità  costanti, 
ma  funzioni  di  x la  cui  natura  c da  determinarsi. 

Per  trovare  queste  indeterminate  funzioni  di  x , differen- 
ziamo l’equazione  7 : avremo  cosi 


8. 


— =A 


rdV,'  , ’dY, 

' di  + dx 


V l V 

r + v‘"dT' 
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Or  essendo  arbitrarie  le  funzioni  A,  ed  A,  , potremo  sotto- 
porle alla  condizione 


Y | v 
‘ di  a“dT 


9.  Y.^4-  Y.-^  =0  , 
mercè  la  quale  l’equazione  8 si  trasforma  in 

10. 


-^A  ^1-1-4  ÌIl 

di  * di  + A*  di 


La  derivata  di  quest’  ultima  equazione  è 

4-a4— y*  +i!iiAJL  + iXf  «t . 

di*  1 di'*  ^ 4 di*  ~ di  di  ~ di  di  ’ 

alla  quale  si  può  aggiungere  la  condizione 
,,  dY,  dA  dY,  dA, 

U-  ITlT  + ir-dT^0’ 


dimodoché  la  derivata  2*  dell’  integrale  completo  dell'equa- 
zione 7 si  riduce  a 


12. 


£?  = a L4^!Ii 

di*  1 dI»^-H*  di* 


Introducendo  nella  data  equazione  differenziale  5 i valori  di 


d.v 


d*y 


y’  UT’ 


che  sono  rispettivamente  contenuti  nelle  equazioni  7 , 10 
e 12  , si  ha  la  relazione 

l3-  + p-  isr + P-Y.S + 1 ■ + : p.  % + p.v.| 

. dY,  dA,  dY,  dA, 

"r  di  di  di  IT  “ A’ 

Ma  poiché  i valori  Y„  Y„  quali  integrali  particolari  deb- 
bono soddisfare  1’  equazione  6 , è necessario  che  i fattori, 


% 
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donde  sono  affetti  A,  ed  Aa , siano  nulli;  e perciò  F ultima 
equazione  diverrà 


14. 


dY,  dA,  dYa  dA„ 
"di"  dx  ' dx  dx 


X. 


Quindi  se  il  valore  di  y dato  dall’equazione 

y = A.Y,  + A.Y. 

deve  rappresentare  F integrale  completo  di 


S-  + p.|-  + |,-s 


X, 


le  due  funzioni  A,  , A,  dovranno  esser  determinale  in  mo- 
do da  soddisfare  alle  condizioni 


15. 


Y flAi 

’ dx 


dY,  dA,  dY.  dA,  _ ^ 

di  dx  «lx  dx 


Ciò  è sempre  possibile  , poiché  le  quantità  ~ , — si 

possono  coi  metodi  algebrici  svolgere  dalle  equazioni  15,  e 
si  avranno  equazioni  della  forma 


dA, v diV, 

dx  1 ’ dx 


V 


■ t 


V e V»  disegnando  funzioni  di  x ; quindi 

A,  = /V,dx  -f-  C, , A,  = /v,dx  -f-  C, , 
e con  ciò 

y = Y,(/vtd.x  + C.)  + Y,(/  v.dx  + e,) 
sarà  F integrale  completo  dell’  equazione 
+ p ^ + psy  = X. 

dx1  n 1 dx  ' 
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Ha  tulio  ciò  egli  è facile  rilevare  le  condizioni  cui  dovran- 
no soddisfare  le  funzioni  A,,  A,,  As,...  A„,  se  l’equazione 


y = A.Y.  + A.Y.+  A.Y.-f  ••  • + A„Y„ 

debba  soddisfare  all’ equazione  I,  c se  Y,,  Ym,  Y, , . . . Y« 
siano  integrali  particolari  della  stessa. 

E facile  ancora  a comprendersi  che  queste  condizioni  ri- 
marranno valide  nel  caso  che  i fattori  P,,  I\,  P,  ,...Pn del- 
l’equazione 1 disegnino  numeri  costanti. 

Esemplo  I.  Nell’  equazione  generale  del  2°  ordine 


<l*y 

dl* 


+ P.^-  + P.!  = ’t 


disegnino  P,  e P„  dei  numeri  costanti,  e sia  X una  funzio- 
ne di  x. 

Le  radici  dell’  equazione 


fy  . P il  + P v 

di*  + 1 di  ^ 


0 


sono  da  cercarsi  pel  n°  107  nell’equazione  quadratica 
z‘+  PlZ  + P,  = 0; 

ed  indicando  con  a,  cd  aa  queste  radici  , l’ integrale  com- 
pleto dell’equazione  proposta  sarà  espresso  da 

^A^  + A/*1; 


cd  in  conseguenza  e*'1  cd  c*1*  ne  saranno  integrali  parti- 
colari. 

Per  le  cose  anzidetto  le  costanti  indeterminate  A,  cd  A, 
dovranno  soddisfare  le  due  condizioni 


di  ' di  ’ 

dA|  „ e*«x4-  Hia  c*«x—  X 

di  “‘e  + di  * “ * ’ 
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le  quali  per  mezzo  di  eliminazione  conducono  alle  equazioni 

dA,  _ Xr~~*x  <U,  = Xc~*“x 
dx  o,—  a,  ’ 111  “* — <*i  ’ 

ovvéro 

C,  + /Xe-*.*dt  , C,  + /Xe-*»*dx 

A'  = ^«7 ’ A*“ 

C,  e C,  indicando  le  coslanli  d’ integrazione.  È dunque 

«.x  C,  +/Xe-“<x  tfx  , _a.T  C,  +/X n-  “*x  dx 

y=-e  — ^ — +e  — 

Se  poi  le  radici  dell’  equazione 

z*  + PlZ  + P.=  0 

fossero  immaginarie  e quindi  comprese  nella  forma 
z=*a±zH 3,  l’integrale  completo  si  presenterebbe  sotto  la 
forma 

y ssa  A.e^cos/Sx  + A.caxsen/Sx. 

Così  le  quantità  A,  ed  A,  saranno  sottoposte  alle  condizioni 

— - eax  cosfix  + e“xsen/3x  = 0 , 

dx  dx 

(acosySx — /3sen/3x)4-^  (asen/3x-f-/3cos/3x)=Xe— aX  ; 


dA, 

(ix 


e per  determinarle  si  avranno  le  equazioni 


dA, 

dx 


Xp  aVn/3x  dA,  Xo  “'cos fix 


fi  ’ dx  fi 

rlie  integrale  ci  daranno 

C,— / Xp-°“sonx/Sdx  A C,  — f Xe— a*  cos  *3x  dx 

" J ■ - • 

fi  e 

Pel  caso  in  fine  che  le  radici  a,  ed  a,  dell'  equazione 


A,  == 
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z*  + P,z  + P,  = 0 


fossero  eguali  , il  suindicato  valore  di  y , cioè 

_ _ ClJ'xo~a,xdx  tt>1  Ct+fx<r  x''dx 

* °a — °i  6 a» — a, 

assumerebbe  la  forma  -11. , il  cui  vero  valore , com’  è noto, 

si  troverà  differenziando  numeratore  e denominatore  rispet- 
to ad  a,  o a,.  Differenziando  rispetto  ad  at , e ponendo 
a%  = at  = a , si  troverà 


y = — ea3t/xXe~“x  dx  + xeax  (C,  + /Xe“ax  dx) , 


ovvero  , aggiungendo  anche  una  costante  al  primo  integrale, 


y « - eaI(CI  + /xXe-aXdx)  + max  (C>+ fXc~aJdx). 

Del  resto  questi  valori  di  y coincidono  con  quelli  che  fa- 
cilmente si  deducono  dalle  equazioni  generali  dei  n«  104  , 
105  e 106. 

Esempio  2.  Dell’  equazione 


9 


nella  quale  P,  e Pe  disegnano  numeri  costanti,  ovvero  fun- 
zioni di  x , sia  noto  un  integrale  particolare  ,•  cioè 

y = AeaI, 

mercè  la  differenziazione  di  questa  equazione  si  avrà  per  la 
determinazione  di  A 


ili 

di 


aAo3X  + 


dA  ax 
dx 


£y 

di* 


a‘Acax  + 2a  — e' 
dx 


ax 


.Fra  mi  e Calc.  Integ. 


29 
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e 1’  equazione  proposta  premierà  in  conseguenza  la  forma 

__e  +2«  — e +aAo 

4.  Pi  ÌÌ  eaI  4.  aP,Aeax  + P.Ae°X  = X. 

E poiché  in  virtù  dell’  integrale  particolare  dato  è 

a*Ae“x  4-  aP,AeaI  + P,AeaI  = 0 , 
l’equazione  precedente  prenderà  la  forma  più  semplice 


d'A 


dA 


+2aire  +p‘c 


dx 


nella  quale  ponendo 


dA 

dx 


C , quindi 


d'A 

dx' 


dC 
dx  ’ 


X, 


si  ha 


dC 

dx 


-f-  2oc  C = Xe— aX  — Pa  , 


che  risoluta  menerà  all’integrale  generale. 
Esempio  5.  DefRequazione 


£L  + !£  + n'y 

dx*  Tx  <lxT  1 


sia  noto  l’ integrale  particolare  y = 
tcgrale  completo  pongasi 

j = A_ 

mercè  differenziazione  si  avrà 


0 

sonni 


.Per  iscovrirePin- 


Jy 

dA 

sen  nx  . 

An  cosnx 

A sen  nx 

dx 

di 

x 

x x" 

d’y 

d'A 

sen  nx 

, 0 dA  ^ncosni  senni 

dx' 

II 

X 

r “ dx  l X 

x' 

+ a|- 


n*  senni 


2n  cosnx 


2 sen  nx  l 


X1 
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e se  questi  valori  s’ introducano  nella  data  equazione  diffe- 
renziale , ne  risulterà  dietro  facili  riduzioni 


d*A 


di* 


2n-^-  cotgnx  = 0. 


Ponendovi 
si  ha 


dA  ...  d*A 

— »=  G , quindi  — — - 

di  ’ ^ di* 


dC 


di 


dC 

ux 

dC 


-j-  2nCcotgnxc=  0 , 


ovvero 
donde  per  integrazione 


— + 2ncotgnxdxs=*  0 , 


C. 


logC  + 2logsennx  = logC,  , ovvero  c== '>en»nI  » 

dimodoché  sarà  A = C'  + C"cotgnx 

mercè  le  costanti  arbitrarie  C'  e C";  e quindi  si  perverrà 
all’  integrale  generale 

Csennx  . Ccosnz 

y = — — + — - — 


in. 


Equazioni  del  primo  ordine. 

La  forma  generale  delle  equazioni  lineari  del  primo  or- 
dine è 

S-  + PJ-X- 

nella  quale  supponiamo  che  P ed  X siano  funzioni  di  x. 

Introducendo  in  questa  equazione  la  nuova  variabile  t , 
definita  dalla  relazione 

t = f Pdx  , ovvero  dt  «=  Pdx  , 

* 
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dy  . X 

■dr  + y=3T’ 

equazione  contenente  fattori  costanti  nel 
integrale  è pel  n"  104 


2®  membro.  11  suo 


y = e-t  t^e'dt  + Ce-1, 

ovvero , restituendo  il  valore  di  t 
3.  y==e~/pdx/dxXe/pdI+Ce-/pJ\ 

Esemplo  l.  Nell’ equazione 


(1—x,)lI7  + xs  = ax 

si  La  Pdx  = -~T,  quindi  /l’dx  = — 1 (1— x*)m 
e perciò 


= eK‘-1,)^ 


axdxe  1 , „ I(i— *•)» 

rr? — + Le 


ovvero 

y = (l — x*)‘  a f xdx(l—  x*)""7+ C (1  — x*)T. 
Or  si  ha  fx dx  (1— x*)— ‘ ==  (1— x®)“r  ; 

quindi  ye=a4-C(l — x*)T. 

Nella  stessa  guisa  dall’  equazione 

dy  + ydx  = ax’  dx 


risulta  l’ integrale 

y ts  Ce~ * 4- * ( * * — 3x*-|-6x— 6), 

già  trovato  col  metodo  di  risoluzione  dello  equazioni  con 
fattori  costanti,  come  dimostra  il  simile  esempio  1 del  n°  104. 
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Esemplo  2.  Sia  data  l' equazione 


(1+I‘)i-£  + ny  = a(l  + x’)-S 


ovvero 
Abbiamo  qui 


dy  , ny 
dx  _r 


(!+**)* 


a. 


Pdx  : 


ndx 


(1+itF’  qUÌDdÌ  /pdx  = It(1+x*)r+*]n- 

Laonde  scambiando  (l-j-it1)*  -f-  x con  a , si  avrà  per  y 
F equazione 

y = az~n/zBdx  -f-  Cz“"  , 

della  quale  espressione  rimane  a determinare  l’ integrale  di 
s adx.  Da 


risulta 


2 = (l+x‘),‘  +x 
dzci'-t^i^J-dx,  Cioè  dz  = 

(1+X*)T 


adì 


(1  +x*)v 


ovvero  dx  = (l-j-x*)*  — «=- — -dz, 

' 7 a a 

cosicché  si  avrà 

^z"dx  «sa  ^ zn  dz  — ^xz”-1  ==  u +1 ^xzn~-,^z* 


Ma 

Jrf-dz-^ 

— ■ 

dunque 

Cz»dx=*^!l_ 

xz" 

y dx“n+i 

n 

ovvero 

c 

zadt_n?n+’ 

3 

\ n‘—  l n— 1 

, na 


m 
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Quindi  «i  ha  per  y il  Talora 

i-drfc&—J+0r‘- 


OTTero 


ctI— 

e restituendo  a 3 il  suo  valore , 
y “^(l+x^-p^jKlW+xl+ClCl+x*)  -, 

Similmente  dell’  equazione 

^ + ny3=a[l+x*+x(l+x*H 
si  arra  la  soluzione 

j ■ *7# + o-+  »J + 5^1(1+ 

+ Ct(l+i-ji-x]-. 


Esemplo  3.  L'equazione 
ay 


dy 

di 


1+x 


I — x*  (I—  x)‘ 


adì  « an  « a 1 1 1 x 

ci  dà  Pdx  = ———7  » ed  /Pdx  = —17—^. 


Ponendovi  7^^==  3,  si  avrà  per  y il  valore 

1 •”  X 


y==z  »^2*-  dx-fCz  ». 


Ma  si  ha  tosto 


ovvero 


1+x 


2dx 


1-x  (1— *)' 


■ dz  , 


1 1 »+* 


-dx  ; 
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ed  in  conseguenza 

C i 1+1  , i f -ti . *""=* 

y ■a=vtIi-Ty  ‘‘'-TFT- 


quindi  y = '> 

°VVCr0  *=^fèi  + clT$f- 

Similmente  dall’  equazione 

(1— x*)^  — ny  = x (1— x*) 


si  avrà 


nx  (1 — **)•  -f"t- 2x*  | p nimui 

4-fn*  h 1X5 

112. 


Continuazione. 

Alla  forma  dell’  equazione  1 del  n*  precedente  si  possono 
ridurre  altre  famiglie  di  equazioni  del  1°  ordine.  Primiera- 
mente si  appartiene  alla  stessa  l’equazione  di  Bernoulli 

1-  V + Py“Xy”+', 

nella  quale  , del  pari  ebe  nel  n°  111  , P ed  X disegnano 
funzioni  di  x.  Introducendo  in  questa  equazione  una  nuova 
variabile  u in  vece  di  y~' “ , si  avrà 

— ny~n“,dy  «=  du , c dy  = — 1-  yr+I  du  ; 

quindi  1’  equazione  1 si  trasforma  in 

nPu  =s  — nX  , 

/t  T • 


% 
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il  cui  integrale  pel  n°  precedente  è 

n — n n/Pdi  - — n / P dx  v , . - nfPdl 

2.  u = y =“ne  J°  Xdr-j-Ce  J 
Esempio  1.  Pongasi  us=j/~'  nell' equazione 
dy  + ydx  = xy*dx  , 

dimodoché  sarà  du  = — y~*dy  , ovvero  dy  — — y*du  ; si 
avrà  cosi 

dii 

"dT 


ed 


ovvero 


cTf  e 1 xdx  + Ce*  , 


u = x -f-  1 + Ce'  = — • 
y 


Esempio  2.  L’  equazione 

j i *ydx  i j 

dy  +-ji^r  = xy  dx , 

ponendovi  u—y * , quindi  d\i=  — y * dy  ovvero  dy=2y'  du , 
si  trasforma  in 


cosicché  sarà 


ed 


dx  2(1— x1)  ‘=S  2 ’ 

/pdx=5^)— tH1-’). 


_ìj 


» = y (1— x2)v/(l--x2)-*  — dx-f  C(l— x’)*, 

ovvero  u = yT — *-(l — x2)  -\-  C(1 — x*)T. 
Esempio  3.  Dall'  equazione 
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aydy  — by*dx  = cidx 
si  ha  immediatamente 

dy— lydx^^dx, 

e per  u =*  y* , donde  dy  = — — , si  ottiene 

2 y 1 

du  2hu  2cx 


dx 


quindi 


e i— if*  ^bx  21»x 

u = y*  = — e e~”2  xdx  + Ce"1", 


ovvero  y 

Esempio  4. 


ex  ac  , _ 

•f"  Ce  a 


b 2b% 

1.  Introducasi  nell’  equazione 

xy*dy  -f  y*dx  =-^i. 

la  relazione  u =s=  y’ , sarà 

, 5a>  , C 

“=»=ir+v 


2.  Facciasi  u — y*  in 


si  avrà 


, ay’dx  b 

ydy-  — = — > 

» b b , „ U* 
U ~ J ~ 2a*  ~ ai  + Cc  1 • 


3.  Facendo  x ■■ 


1 


l’ equazione 


dx  — xydy  = x2y'dy 


du 


trasformasi  in  yU  y’  f 


* 
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a cui  appari  iene  I’  integrale 

J_=2-y’+Cc-r 

11?. 


Eliminazione  dei  fattori  variabili. 


Nel  n°  111  sono  state  indicate  le  condizioni  per  le  quali 
mi’  equazione  differenziale  lineare  con  fattori  variabili  potrà 
ridursi  ad  un’altra  di  ordine  inferiore.  Or  se  per  le  date  con- 
dizioni sia  possibile  dedurre  dall’  equazione  data  un’  equazio- 
ne differenziale  di  1°  ordine,  allora  i n*  111  e 112  sommi- 
nistreranno i caratteri  che  dovrà  possedere  la  nuova  equa- 
zione per  esser  integrabile. 

Ma  non  ogni  equazione  differenziale  di  1°  ordine  possie- 
de questi  caratteri , che  anzi  non  è sempre  possibile  ridur- 
re una  data  equazione  differenziale  ad  una  tale  di  1°  ordi- 
ne. In  questo  sfavorevole  caso  non  altro  rimane  che  a far 
dipendere  la  variabile  indipendente  da  una  nuova  variabile 
da  introdursi.  E ciò  potendo  avvenire  in  modo  che  i fattori 
variabili  dei  singoli  termini  divengano  costanti , allora  l’equa- 
zione diverrà  integrabile.  Alcuni  esempii  verranno  a mettere 
in  chiaro  il  processo , da  dirigersi  secondo  la  forma  dell’  e- 
quazionc  , e che  non  può  esser  sommesso  a veruna  legge 
generale. 

Esempio  1.  Sia  data  1’  equazione 


^ +XJ il. 

dx*  ^ dx 


Tacciasi  y dipendente  da  un’  altra  variabile  t , per  la  quale 
abbia  luogo  la  relazione  x = e1  ; cosi  in  forza  delle  equa- 
zioni  1 c 2 del  n°  14  si  avrà  ; 


dy 

dx 


dy  _ dx 

di'  ‘"di' 


di  * 


e1 


» 
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d'y  dx 

dy 

<ix‘  “dT  6=8 

\ dt 

di’  ' 

dt  • 

(d*y 

i dt* 

C 

dt"  s 

d”y  _J 

d*y 

__  jjy 

ì : e’*. 

dx1  < 

1 ai* 

“ dt 

1 

e cosi  1’  equazione  data  si  trasformerà  nella  seguente 


d*y 

dF-y 


nmt 


Ma  pel  modo  di  notazione  mentovato  nel  n°  104  , questa 
equazione  assumerà  la  forma 

(D* — 1 )y  = eml , ovvero  y = (D* — 

alla  quale  appartiene  l’ integrale 

y =■  — ?~_1  + Ce‘  + C,e-«, 

vale  a dire  , ripristinandovi  la  x , 

xm  C 

y - -7 — — + Cx  + — • 

Nello  stesso  modo  dall’  equazione 

- ^ + 3l  77  + y= (l— 

ponendovi  x «=  e‘  , si  avrà 

(D+l)*y  = (l-e‘)-, 

ed  yassll_2_4.l(C+CIlx). 

Esemplo  S.  Nell'  equazione 

('+’>)'-3T-+ ('+>)■ -S-  + »('+’)&—  »J ! 


dx 


A. 

i-f* 
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dx 


introducendo  , quindi  f ==*  i(l -f-x)  , dt  — — — , 

iq-x 

si  avrà  pel  n°  citato  nel  precedente  esempio 

Ìli  — $£?  _ 3 £1  j_  9 -y-|  • e*' 
dxJ  X di3  ° dt*  + L dt  ) * e ’ 

d’y=J£y  _±|  -e** 

F idi*  Al  1 * ® ’ 

ÌL_  *l  . „« 

dx  dt  * ' 

Cosi  l’equazione  proposta  si  trasformerà  nell’ altra: 

la  quale  prenderà  in  conseguenza  la  forma 

(D — 2)(D+2i)(D — 2i)y  = — e~?  , 

donde  si  otterrà  l1  integrale 


8e~ 

51 


8e" 


85 


+ Ce‘«+Cle’i,  + C,e 


— «a 


ovvero  , restituendo  x ed  elimininando  gl’  immaginarli  , 

s=4— — i-(i+i)‘+c(i+»r 

(l+x)*  ' 51 

+ A,  cos  1 (1+x)*  + A,  sen  1 (1+x)*. 

La  forma  più  generale  dell’  equazione  difrerenzialc 
(a  + bx)‘Ìl  + A,  (a+bx)“-«^-4-  • • • 

+ A,.,  (a  + bx)  -^-  + A.j  ==  X , 


nella  quale  X dinota  una  funzione  di  x ed  A,  , . . . A„_,  , 
A„  sono  numeri  costanti , si  risolverà  in  modo  egualmente 
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facile  che  le  equazioni  speciali  di  questo  numero  e del  pre- 
cedente , fastochè  vi  si  ponga  a -|-  b x = e*. 

Esempio  3.  Sia  data  l'equazione 


d*y  . 2 dy 


dx* 


— r — a*y 

x dx  J 


0, 


che  moltiplicata  per  x diviene 


d*y 


di’* 


+.2-^1  — aaxy  = 0. 


Ma  i due  primi  termini  di  questa  nuova  equazione  risul- 
tano dalla  differenziazione  di  xy  rispetto  ad  x ; imperocché 
si  ha 


d*(*y) 

dx* 


= X 


d’y 

dx* 


2 


l!l. 


dx 


Cou  ciò  1’  equazione  proposta  prenderà  la  forma 


<i-(iy) 

dx* 


a*(xy)  = 0 , 


ovvero  scrivendo  2 in  vece  di  xy  , 
d’z 


dx* 


• a*z  = 0. 


L‘  integrale  di  questa  equazione  è pel  n*  107  : 
z = Ce*1  + C,e— 1 , 

ovvero  y = -i-  (Ce1*1  -f  C.e-"). 

Esempio.  4.  L’  equazione 

£l  + AiL  + {„-_-l|,  = 0 

dx*  T x dx  ' t x“  " 
diviene  integrabile , considerando  che 

X dx  X*  ti  j 
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' e die  in  conseguenza 


d^y  , jiy 

di*  "t"  x di 


Perciò  I’  equazione  proposta  si  trasforma  in 

^+4S+"-*=0' 

DlD  + TÌy  + n*s  = 0' 


ovvero  in 


Or  integrando  questa  equazione  , o che  vale  lo  stesso  , mol- 
tiplicandola per  D~‘  , ne  risulta 

jD+4!y  + “*D_,ya*c  > 

\ 

che  moltiplicata  poi  per  x ci  dà 

(xD-f  2)y-fn,xD-,y  = Cx. 

Ma  la  forma  aD~‘  y , o l’ equivalente  forma  x f ydx  è stret- 
tamente congiunta  alla  forma  (xD-f-2)i/  , imperocché  dif- 
ferenziando due  volte  la  prima  rispetto  ad  x , si  ha 

D*  (x/y  dx)  = y + y -f  x ^ = (xD+2)  y. 

Se  quindi  si  faccia  z = xf  ydx  , non  rimarrà  che  ad  in- 
tegrare l’ equazione 


daz 

di7 


-f-  n’z  = Cx  , ovvero  (D*  -f-  n*)  z 


Cx , 


in  cui  si  è trasformata  1* equazione  precedente.  Or  l’ultima 
per  l’ esempio  1 del  n°  106  ci  dà 

z = + CIcos(nx  -f  K)  ; 


e per  ritornare  ad  y mercè  questo  talore  di  c osserviamo 
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che  da  z*=xfydx  risulta 

|-=/ydx,  e Dj^=y. 

Ma  DStÌ  = Ix-S-z!:x*» 

e cosi  mercè  il  calcolo  di  questo  valore  si  avrà  in  fine 

ti* 

C n c 

y j-  sen  (nx+k)  — -p-  cos  (nx-fk). 

114. 

Separazione  delle  variabili. 

Se  nell’  equazione  differenziale 

1.  Pdx-f-Qdy  — 0 

P e Q disegnino  funzioni  omogenee  di  x ed  y del  grado  n,imo  , 
si  potranno  separare  in  modo  le  due  variabili  x ed  y , che 
il  primo  membro  dell’equazione  1 risulti  composto  di  due 
parti  , di  cui  la  prima  dipenda  dalla  sola  x e l’altra  da  una 
nuova  variabile.  Ed  in  vero  se  P e Q sono  omogenee  al 
medesimo  grado  , si  potrà  sempre  porre 

dimodoché,  introducendo  questi  valori  nell’ equazione  l,ne 
risulta 

Or  indicando  con  a una  nuova  funzione  di  x,  tale  che  sia 
y—zxt  avremo  dy  — zdx  -f-  xdz  ; quindi  1’  ultima  equa- 
zione diverrà 

[<pz  Z'J'Zldx  -f-  x»pzdz  = 0 , 
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clic  divisa  per  i (j>z  -f*  S'I'®)  si  trasforma  io 


ili  «tzdz 

i (fi  4-  *4* 


e così  le  due  variabili  i e a si  mostrano  separate. 
Kscmplo  I.  L’equazione 

(xay  + ys)dx=J*fdy 

è omogenea  rispetto  ai  fattori  di  dx  e dy.  Ponendovi  tj—zx 
e riducendo  si  avrà 


dX  37lU 

(1— 2z*)dx  — 3xzdz  , ovvero  — = 


il  cui  integrale  è 

lex  =«  — j- 1 (1— 2z*)  , ovvero  cV  = (1— 2z')~\ 


indicando  con  le  la  costante  dell’  integrazione.  Introducen 
dovi  in  fine  il  valore  di  z , si  otterrà 


ovvero , se  scrivasi  C in  vece  di  c 1 , 


Cx*=  (x* — 2y*)\ 

Similmente  per  y ==■  zx , si  avrà  da 

xdy  — ydx  «=  (xs+  fy 
dx  . dz  „ 

1’  equazione  + T — u > 

1 (1-K)? 

donde  risulta  l’ integrale 

x =^’.[z  + (1+2*)”]  =/  + C“*  j 

Nello  stesso  modo  1’  equazione 
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y*dx  + (xy  + x‘)dy  **»  0 
mercè  la  relazione  diviene 


^4— ^-  = Ó, 

y ' 2z-j-z*  ’ 

il  cui  integrale  è 

•}<;  • 

e mercè  la  stessa  relazione  y = zx  dall*  equazione 
xdx  -f-  ydy  =»  n (xdy  — ydx) 
si  avrà  l’ integrale  , 

1 (x1  -f  y*)^  n are  Ig  4-  C. 

Ksemplo  2.  Nell'equazione 

xy  dy  — y a dx  — (x  4-  y)*e_rdx 

fatta  y = zx  , quindi  dy  = xdz  4"  zdx  , si  avrà  in  conse* 
guenza  di  riduzione 

dx  ze*dz  , , , f ze'dz 

T“(ìk-  d°"de  Icx=-J7TW 

Ma  l’ integrale  del  2°  membro  è noto  per  l’ esempio  4 del 
n°  104  , cioè 

^ ze‘dz  c‘ 

\{ì+*r  = TfT 5 


dz 


quindi 


lez  =■ 


l+z  » 

ovvero  , restituendo  il  valore  di  z , 


(x+y)lcx  = xer. 


FrinKE  CàLC.  I.XfEG. 


30 
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Nello  stesso  modo  dall’  equazione 

y’dy  -f  3xy*dx  -f  2x’dx  = 0 

si  ha  l’integrale  , 

y’  -f  2xm  = c (x’+y*)T; 

dall’  equazione  (1-fx*)  dy  — xydx  = adx 

si  avrà  similmente  l’ integrale 


C. 


y — ax  = cl/  l-fx“  ; 

e da  (x*-f  xy— 2y*)  dx  -f  (y*— Sx*)  dy  *=  0 

risulta  l’integrale 

« ,X+yz-"-2z«-2z-H  -IC’ 

ovvero 

I 

• (z’-3i»y+xy *)7-o  ( 2y-(3- l/5)i  ft/s  _ 

(x+j)7  2y-<3+l/5)x 

Esempio  3.  L’equazione 

xdx  + ydy  = ay  dx, 

ponendovi  y = x%,  diviene 

Ì1+ z± = 0, 

x ‘ 1 — az-j-z' 

od  anche 

dx  , 1 (2z— a)dt  1 adz  ^ 

x ' 2 1 — az-f-za  2 1— az-f-z*  ’ 

c quindi 

u+  r1(|-"+!')+T^i=^?-=0- 

E questo  integrale  otterrà  valori  diversi , come  dimostrano 
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le  equazioni  9 , 10  , 11  del  n°  55,  sccondochò  saràa>2, 
a < 2 , o = 2. 

Quando  sia  a > 2 , il  trinomio  1 — aa  -J-  a*  potrà  risol- 
versi in  due  fattori  della  forma  (a — A) (a — A-1)»  e sarà 


ndz 

1 — az-f-z* 


k*+l  z-k 
k*— 1 1 z— k— 


quindi 


i i_  1 wi  I t\  , 1 k‘+l  . z-k 

1 * + T 1 ( 1 “ “ + z ) + — r- 1 


k*— 1 z— k- 


= c, 


e se  vi  s’ introduce  il  valore  di  a , 
l(x*_axy  + y*f + JL£±L 


ky — k’x 

ky-x 


C. 


Se  poi  o<2  , allora  ponendo  o = 2cos«  , si  avrà  quan- 
to all’  integrale  precedente 


f dz  1 zsena 

\ = arde , 

J 1—2  cosa. z-j-z*  sena  1— zcosa 

ed  in  conseguenza 

1 (x* — axv  + v')*  -f-  colaarclg  — ■ Scn  g — = C. 

Sia  in  fine  « = 2;  sarà 

l'  d*  _ _ 1 

J (1—7)»  “ I-Z  ’ 

e l’ integrale  richiesto  sarà 

I(x-y)  = C — • 

3/  x— y 

Esemplo  4.  L'equazione 

(rax  -f  ny  -f  p)  dx  -f  (ax  -f  by  + c)dy  = 0 
non  è omogenea  rispetto  ad  x ed  y ; ma  intanto  è possi- 
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bile  trasformarla  in  un’altra  omogenea.  Imperocché  ponendo 
mi  + ny  + P = u > ai  + by  + c — y , 

quindi 

mdi  -f-  ndy  = du  , adì  -f-  bdy  = dv  , 

si  avranno  di  dx  e dy  i valori 

, ndv — bdu  , adii — mdv 

dx= : , dy  = ; 

an — bm  au — bili 

cosi  1’  equazione  proposta  si  trasforma  in 

(nu — mv)  dv  -f-  (av — bu)  du  = 0 , 

equazione  omogenea  rispetto  ad  u e v , e che  in  conse- 
guenza potrà  integrarsi. 

Ponendovi  v = uy  si  perviene  all’  equazione 

dy du 

b-|-(n-f-n)y-f-niy*  nu  — mu* 

Se  nell’  equazione  proposta  fosse  no  = mb  , i precedenti 
valori  di  dx  e dy  in  funzione  di  « e « diverrebbero  infi- 
niti. L’  esposto  metodo  di  trasformazione  non  è dunque  da 
usarsi.  Ma  non  è neppur  necessario  alla  separazione  delle 
variabili.  Ed  in  vero  , eliminando  m dalla  proposta  mercè 
la  relazione  no  e=  mb , essa  prenderà  la  forma 

b (cdy-j-pdx)  + (ax-fby)  (bdy -f-ndx)  = 0, 

nella  quale  ponendo  ax  + by  = z , ed  in  conseguenza 
adx  -f-  bdy  — dz  , si  ha 

[ac — dp  + (a — n)  z]  dx  = (c-f-z)  dz  , 

equazione  che  rende  separate  le  variabili. 
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Si  può  non  di  rado  rendere  omogenea  e quindi  integrabi- 
le un’equazione  differenziale  , come  già  si  è visto  nell’ esem- 
pio 4 dei  n°  precedente.  A questa  specie  appartiene  l’equa- 
zione . » 

1.  ^ dy  -f-  b’y’dx  = a*xmdx  , 

data  la  prima  volta  da  Riccati. 

Escludiamone  primieramente  il  caso  di  jrn,  = 0 , poiché  in 
esso  le  variabili  sarebbero  immediatamente  separate  , essen- 
doché da 

dy  -f-  b*y*dx  = a*dx 

risulta  dx=  — - v;-  - , 

a* — b y 


il  cui  integrale  trovasi  nella  relazione 


Ce'*bl 


a— hy 
a+by 


L’equazione  1.  sotto  certe  condizioni  potrà  rendersi  omo- 
genea per  ogni  valore  di  m , diverso  da  zero. 

1.  Facendo  y = zr  nell’equazione  1 , questa  diverrà 


2.  rzr  ’dz  -f-  b’z*rdx  — a*xmdx. 

E perchè  ciò  renda  omogenea  l’ equazione , è necessario  e 
sufficiente  che  sia 


r — l = 2r  = m,  e quindi  m = — 2 , r = — 1; 

dimodoché  resta  semplicemente  a risolvere  1*  equazione 

dz  K»  dl  _ dl 
-~  + b — = a IF- 

Il  cui  integrale  si  troverà,  come  si  è visto  nel  n°  preceden- 
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tc  , essendo  omogenea  l’equazione  rispelto  ad  x e a , e 
propriamente  del  2°  grado. 

2.  Non  essendo  m = 2 , si  ponga * 

y = Axr  + xqz  : 

con  ciò  r equazione  1 prenderà  la  forma 


3.  ” x'idz-f  (qx'«-*+2b:Ax,^4-bax^zdx 
+ (pAxP“*  + b*A*x*p)  dx  = a*xmdx. 

La  determinazione  delle  tre  costanti  arbitrarie*  A , p , q 
potrà  servire  a rendere  omogenea  l’ equazione  3 , ed  a ri- 
durla a tre  termini.  La  qual  cosa  sarà  possibile  , quando 
nel  1°  membro  spariscano  e il  terzo  termine  e la  somma 

qx<1— 1 4 Ax1^1  del  secondo.  Or  perchè  sia 


p AxP—1 4*  b*AVp  =a  0 , 
basterà  che  si  abbia 

p — 1 = 2p  e p.\  4*  h*À*  — 0; 
e se  dovrà  essere 


qx^,4-2b*Ax^  = 0 , 
è d’  uopo  che  siano 

q — 1 = p — }~  q e q 4-  2b'A  = 0. 

Le  condizioni 


• p—  l = 2p  e q— l = p-fq 

sono  soddisfalle  dall’  equazione  p = — 1 , e le  due  altre  lo 
sono  dalle  equazioni 
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dimodoché  il  valore  di  y da  introdursi  nell’  equazione  ljiarà 


c con  ciò  F equazione  1 ovvero  F equazione  3 diverrà 


5.  dz  4-  b*z“  = a*x“+*  dx. 

x 

Questa  equazione  5 rinchiude  il  caso  in  cui  le  variabili  si 
mostrano  separate  , cioè  il  caso  di  m = — 4 ; essendoché 
allora  si  avrà 


h»!1  aa  dr 

dz  + _dx  = — dx,  ovvero 


dx 


e per  integrazione  - 


a-f-bz 
— bz 


1C  = 


2 ah 


a — bz 
ovvero — r— - 
a-f-bz 


li  quale  integrale  si  trasforma  in 

ab-f-x — b*x*v  _ *»•> 

.b-K+fW 

mercè  la  soslituz:one  del  valore  di  z tolto  dall’equazione  4. 

Ma  se  nell’  equazione  5 non  si  abbia  ro  = — 4 , vi  si  por- 
rà z = u~l.  Cosi  si  avrà  F equazione 


du  + aVx“+idx=-^-dx, 
x*  7 

la  quale  assumerà  una  forma  più  trattabile  , quando  vi  si 
ponga 


(m4-3)xn’+*dx  = dv  , ovvero  xm+’=v  , 
e si  faccia  per  brevità 


a21 

in-f-3 


«113 


m-f-i 

iu-f-3  ~ “ n‘ 


Digitized  by  Google 


— 472  — 

Fatte  le  riduzioni  , si  avrà  F equazione 
6.  du  -f-  B*u*dv  = A*v"dv  , 

ta  quale  ha  la  stessa  forma  dell’equazione  1,  e quindi  per 
la  conclusione  precedente  diverrà  integrabile  , quando  sia 

8 

n = — 4 , vale  a dire  m = — . 

Ma  se  non  fosse  ti  = — 4 , allora  mercè  nuove  sostitu- 
zioni per  u e v , simili  alle  precedenti  per  x ed  y , si  avreb- 
be in  vece  della  6 una  nuova  equazione  della  forma 

du,  + BXdv,  = A’vjdv,  , 

supponendo  che  sia 

n-f-4 

P ==— ' «+3~  ’ 

dimodoché  l’equazione  sarà  integrabile  nell’ipotesi  di  p= — 2 
e p = — 4. 

E se  p avesse  valore  diverso  da  — 2 e — 4 , allora  colla 
ripetuta  applicazione  dello  stesso  metodo  si  avrebbe  per  espo- 
nenle  della  variabile  del  secondo  membro  la  serie  di  valori 

m+i  n4-ì  p-f-4 

m , n = , p = f-~-,  q =» — r » • • * 

m-J-i  P't"'! 

ovvero  j esprimendo  p e q in  funzione  di  m , 

m-l-4  Sm+8  5m-fl2 

m’  n“-*5+**  P““to+S’  <I  = " 3m-H7 

quozienti  che  possono  comprendersi  nella  forma  generale 

(2r— 1)  m -f  *r 
rm-j-2r4- 1 

Or  essendo  l’ equazione  5 integrabile  nel  caso  di  m sa  — 4 , 
è chiaro  che  la  possibilità  d’ integrare  1’  equazione  1 starà 
nell’  esistenza  dell’  equazione 
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= in  , ovvero  — ■ 


4r 


= m. 


2r+l  2r — 1 

3.  L’ equazione  1 somministra  ancora  un’  altra  serie  di  va- 
ori  di  m , i quali  ne  rendono  possibile  l’ integrazione.  Ed 


in  vero  ponendovi  1/ = 


i V = — , essa  prende  la 
du  + aVxmdx  = b'dx  , 


forma 


e questa  , mercè  le  sostituzioni 

a*  b* 


m 4 1 


•A*, 


m 


m-f  I 


passa  nell’  equazione 

du  -f*  BVdv  = a*vndv  , 

la  quale  ha  la  stessa  forma  dell’equazione  1. 

Non  potendosi  risolvere  immediatamente  questa  equazione  , 
vi  si  dovranno  ripetere  quelle  stesse  sostituzioni  fatte  nei  n; 
2 e 3 , dimodoché  rispetto  all’esponente  della  variabile  del 
2*  membro  dell’  equazione  1 si  avrà  la  relazione 


m 


4r 


m + 1 


2r — 1 


, ovvero  m = — 7 


2r  4 1 


Riunendo  tutte  queste  deduzioni , egli  è chiaro  che  l’ equa- 
zione sarà  integrabile  , quando  con  r intero  e positivo  , m 
disegni  uno  dei  valori 

0,-2,  -4,-  4r  4r 


2r — 1 


2r4l 


e che  le  sostituzioni  dovranno  farsi  secondo  il  numero  2 , 

4r  ... 

quando  m = — 1~  ’ ec*  a*  contrar'°  P™1114  sostituzio- 

4 r 

ne  dovrà  farsi  secondo  il  n°  3 nell’  ipotesi  di  m=ss—  2^47* 
Esemplo  1.  L’ equazione 
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H 

dy  — y’dx  = x-Tdx 

g 

comparala  all’  equazione  1 indica  m = — y , dimodoché  m 

appartiene  alla  forma  generale  — del  n°  Qu,n(*‘ 

per  1’  equazione  4 dovremo  introdurre  pgr  y il  valore 


2zdi 


t , z , , , di  . dz  Zzd 

y *»— — + 7T,  donde  dy=— + ^ p-  * 

c con  questi  valori  1’  equazione  proposta  diverrà 

du  + 2u®x"-r  dx  = — x“*dx. 

La  quale  sarà  semplificata  , se  dietro  le  già  fatte  osserva- 
zioni , vi  s' introduca 

1 «JL  1 

— x 1 dx e=  dv  , ovvero  x>  = v, 

O 

2, 

quindi  dx  = 3x3dv  = 3v*dv  , 

per  la  qual  cosa  essa  prenderà  la  forma 
du  + 6uMv-=  — 8v“*dv. 

Ma  le  variabili  di  questa  equazione  non  si  possono  ancora 
separare  ; e perciò  noi  porremo  in  vece  di  u un  valore  si- 
mile a quello  sostituito  ad  y , cioè 


cosicché  sarà 


1 i * 

,l==:T7  + ^’ 


du  v“sdv  4*  v-Jdt  — 2v“’  Idv , 

Da  questa  ultima  equazione  risulterà 

dt  + 6l’v_,dv  sa  — Sv’dv  , 
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«tt « tlv 

1+21*  ~ ° v*  ’ 


equazione  che  presenta  separate  le  due  variabili  t c v.  L’in- 
tegrale n’è 

arctgtl/2  = Bl/2v-,+  C> 


ovvero  arctg|-^-(6uv*— v)|  = 31^2  v~'+  C , 

avendovi  introdotto  il  valore  di  t tolto  dall’  eqoazione 
u = i_  v-'-f  tv—. 

Ed  in  fine  essendosi  fatto 


v“x’U-7’  * = “7+^’ 

quindi  z « x’y  -f-  x ed  u = — i — . 

x*y  + x> 

si  avrà , qual  integrale  dell’  equazione  proposta , 

(.  3l/2.iT(l  + xy)  J x*  ' 

Esemplo  2.  Nell’  equazione 


dy  + y’dx  = x rdx 

si  ha  m = — — , O in  generale  m = — — — ; in  con- 

3 2r-f- 1 

seguenza  è da  trattarsi  secondo  le  osservazioni  del  n°  3. 
Ponendovi  y sa  u—l,  essa  prende  la  forma 


du  — 3u2dv  = — 3v“‘dv  , 
c se  in  questa  facciamo 
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u= — — v~‘+zv~*,  quindi  du  = ìv~‘dv — 2zv~  ’dv+v-’dz 
3 a 

l'equazione  proposta  assumerà  la  forma 

v*dz — 3z*dv  =»  — 3dv  , 

dz 


ovvero 


l—z* 

L’integrale  di  questa  è 
1+* 


3 + 

V 


1 


1— z 


1C  = 3v“‘ , 


che  si  trasforma  in 


3+3  uv* — v 
3 — 3uv”+v 

3 nva — v 
z= — 


IC-i 

V 


per  essere  z = 

o in  fine  , a cagione  di  u — y~'  , v = x~~~ 

1 _ 1C  = 3xT. 

(8x,T+*.)y— * 


B.  Equazioni  differenziali  non  lineari, 
a.  Del  primo  ordine. 

116. 

Forma  e risoluzione  generali. 

Secondo  la  definizione  delle  equazioni  differenziali  non  li- 
neari data  nel  n°  102  , sarà 
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1. 


d,  i”-‘ 


H 


o 


la  forma  generale  di  questa  specie  di  equazioni  ; P,  , P,,... 
P„_,  , P«  disegnando  funzioni  di  x ed  y. 


Supponiamo  che  questa  equazione  , risoluta  rispetto  a 


dv 

dx 


contenga  le  radici  u,  , ut  , . . . ua_t  , ua  , le  quali  saran- 
no funzioni  di  x ed  y ; e che  in  conseguenza  ciascuno  dei 
valori 


2. 


fi 

dx 


fi 

di 


U 


a 


renda  soddisfatta  l’equazione  1.  Ognuna  di  queste  ultime 
equazioni  conterrà  ancora  un  integrale  dell'equazione  1 , 
la  quale  sarà  identica  al  prodotto 


ed  il  prodotto  di  due  qualunque  , di  tre  ecc.  od  anche  di 
tutti  gl’  integrali  delle  equazioui  2 renderà  soddisfatta  l’ equa- 
zione 1 , vale  a dire  che 

Uj+c,=0  , U.-j-c^O  ,...U0_,-j-Ca_Is=iO  , Up-4-Cn=0 


disegnando  i rispettivi  integrali  delle  equazioni  2,  il  prodotto 

4.  (U,+c,)(U.+c.)  . . . (U„_1+co_,)(Un+cJ=0, 

ovvero  , ponendo  c1s=c,8=c1—=»ca_l=cll=c  , il  prodotto 

5 (U,  + c)(U.+c)  . . . (Ua_,-fc)(Uo+c)  = 0 

sarà  l’integrale  generale  dell’equazione  1. 

Esemplo  1 . Sia  data  1'  equazione 
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Abbiamo  qui  = a , Quind‘ 

dy  =s  adx  , dy  = — adx 
ed  y ss  ax  + c,  , y = — ax  + r,  ; 

dimodoché  l’ integrale  generale  sarà 

(y  — ax  — Cl)(y  + ax  — c,)=  0 , 


ovvero  , se  sia  e,  = e,  , 


(y— e.)'— aY— 0. 


Nello  stesso  modo  dall’equazione 


risultano  y*  = 4ax  -f  e,  , y*  = — 4ax  -f-  e*  5 
quindi  (y* — 4ax — c,)(y*  + 4ax — c„)  = Q 

ovvero  , nell1  ipotesi  di  e,  = e,  , 

(y* — e,)*  = 16a*x* 

n’  esprimerà  l’ integrale  generale. 

Esemplo  2.  L ’ equazione 


y > 


ovvero 


ci  dà 
donde 

in  conseguenza 


dy  _ — z-t-bV+y1* 
d*  y 


ytly-f-xdi 


= ±dx 


J 


(x*+y,),t  = v+  e, , 


Digitized  by  Googte 


— 479  — 

ri  [(*•  ■ + yT—  X — C,][(x*  -f  y*)v+  X 4-  <-*]  = 0 , 

ovvero,  per  cg  = ct , 

y’  = 2c,x  + c’. 

Similmente  dall’ equazione 

&ì-(x‘+xy+y,)^r+(x’y+xv+xy,)-^---x5y»=o 

risultano  mercè  la  relazione 
gl’  integrali 

y-T*+C,,  y = ea4-C,,  y=  — — ^-Cj  ; 
quindi  r integrale  generale  sarà 

jy  — yx*  — C-5  |y— er— c,j  fy  -f  -I—  Cjj  = 0. 
Esemplo  S.  Dall’  equazione 

<«(>•  - *•>©•-  £ -»*  - 0 , 

ponendovi  (a*  x’)-' = n e — = p , si  Iia  la  relazione 

p’  + bxp*  — np  — bnx  = 0, 
ovvero  (p  + bx)(p'-  n)  = 0. 

Quindi  si  hanno  gl’  integrali 

x x 

j c.  g > y c,=  arcsen—  , y — cf=s  — arcsen  ■— , 

ed  in  fine  l’ integrale  generale 

(y  — c*)’  = — — arc’sen  — . 

« a 
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117. 


Cani  speciali. 

11  metodo  di  risoluzione  delle  equazioni  differenziali  , es- 
posto nel  n°  precedente,  si  appoggia  alla  possibilità  di  trovare 

le  radici  dell’  equazione  1 rispetto  all’  incognita  Il  me- 
todo suppone  in  conseguenza  che  P equazione  sia  di  natura 
algebrica  , e che  sia  possibile  trovarne  le  radici  , le  quali  non 
dipendono  dall’incognita  , ma  dalle  quantità  variabili.  Quindi 
se  P equazione  non  sia  algebrica  , o che  non  so  ne  possano 
rappresentar  le  radici,  allora  bisognerà  per  la  soluzione  dell’e- 
quazione data  escogitare  altri  mezzi , i quali  come  metodi  spe- 
ciali portano  seco  più  o meno  il  carattere  di  artificio. 

Due  specie  di  equazioni  differenziali  de)  1°  ordine  si  la- 
sciano risolvere  in  conseguenza  di  principii  generali,  e sono 
le  equazioni  omogenee  rispetto  ad  x ed  y , e le  e- 

quazioni  della  forma  y=  ^x, 

Rispetto  alle  equazioni  omogenee  si  potrà  eliminare  la 
variabile  dalla  data  equazione  diffefenziale  , e dall’  altra , 
i f sssmx  o x s=  uy,  formala  in  conseguenza  dell’  omogeneità  , 

e ristabilire  una  relazione  tra  il  e ovvero  tra  u ed  x , 

ax 

la  quale  somministri  il  mezzo  per  tornare  all’  equazione  tra 
x ed  y.  Ed  in  vero  differenziando  P equazione  y = ux  , e 
nel  differenziale 

dy  = u dx  -j-  x dn 

ponendo  per  brevità  -~-—p , si  ottiene 


. «tu  <tx  du 

p = u + x — , ovvero  — 


p—  u 
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quindi  |£ 


Introducendo  in  qnesta  equazione  il  di  p , si  avrà  una 

relazione  Ira  x ed  u , ovvero  tra  y. 

Esemplo  t.  L’  equazione 

ydx  = x l/dp+dy* 

ci  dà  per  mezzo  della  divisione  per  xdx 

T = [l+Slfì]  » ovvero  U = (1+P*)T  e p=>(u*—l)T; 

dimodoché  I'  equazione  1 assume  la  forma 


donde  per  integrazione  risulta 


Ma  per  l’equazione  6 del  n°  58  si  ha 

^du  (u*—  1)*  = ~ (n*—  \y—  i-1  (u  + [u‘— 1F)  ; 
quindi 

Ix -ylc  — j -(u’-l)”  + |l(u+[u'-l]V), 

e restituendovi  il  valore  di  u 


(>•-*■)• + ■ 1+SÌ22Ì + lc , 


o * ciò  eh’  è lo  stesso  , 
l*’ iuk&k  Calc,  Iktkg. 


31 
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f H+[f-xlij-ii±fcT-*  +i«. 

Esemplo  2.  Se  nell’equazione  * 

jTc=i^i 

|/2iy 

si  ponga  t=p  ed  y = «z,  si  avrà 

Kl  + p*  =»  -P4=:  f ovvero  V/2u(l+pa)  « p -j-  u. 
l/2u 

Da  questa  equazione , quadratica  rispetto  a p , si  ha 
— Uf  (1 — u)l^2u 


I—  2u 

Quanto  al  risultamento  poi  è indifferente  quale  dei  due  valo- 
ri di  p — u si  utilizzi.  Noi  scegliamo  il  segno  inferiore , e 
cosi  avremo 

2u* — 2u-Hl— u)l/2u  (1— ujl^2u 

V l-2u  l+^2u 


dimodoché 


ovvero 


Jp-u  J V 2u (1 — u) 
f C du  C du 

J P~u  “ jV^T(t-u)  + ò1-" 


II  secondo  integrale  a destra  è noto  esser  — 1(1  — v)  ; e 
quanto  al  primo  , ponendovi  u = t*  , avremo 

C du  dl  .r  1 | 1~1. 

J{l-u)l/2u  J1-1*  1/2'  i+l  ' 

In  conseguenza  l’equazione  1 ci  dà 
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Ix  = le  - 1 (1 — u)  + — ! 

Vi  ì+VI 

e ritornando  al  valore  di  u si  avrà 


Esemplo  3.  Dall’  equazione 
si  avrà  mercè  le  precedenti  sostituzioni  di  p ed  u , 

up-f  n = (l-fp*)r(u»  + nyj-  , 

ovvero  , elevando  a quadralo  questa  equazione  e contraendo, 

P — U = S — °*  + (n-l)j‘  , 

quando  non  si  abbia  riguardo  al  segno  del  2*  membro. 

In  conseguenza  1’  equazione  1 somministra  la  relaziono 


e restituendovi  il  valore  di  « , 


i — = * n i nt*>‘ 

c In-lS  ~ nfx 

Ksempio  *.  L’equazione 

ydx  — xdy  = nx  (dxa  -f  dy*)* 
mercè  1’  introduzione  di  u e p conduce  a 

u =■>  p -f-  n(l-fp*)*,  ovvero  p — u = — n(l-fp')^. 
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Donde  per  differenziazione  si  ha 

du  = dp  + n(l  + p*)”T  pdp , 
e quindi  dall’  equazione  1 risulta 

f dx  1 f dp 1 f 2pdp 

J 1 33  " J(l+p*)T  2 Jl+P*  ’ 

donde  per  integrazione  si  ha 

lx  = ±i(p  + ll  + PY)_i.l(l+p*)  + C, 

n ** 

e ponendo  la  in  vece  di  C ed  cliniinando  i logaritmi  , si 
otterrà 

-(-p+U+p’ÌT- 


(p+[i+p‘lT)"(1+p')r  (*+p‘)‘ 

Ma  dall’equazione 


u = p + n (l  + p’)* 


risulta  p = ^ 


cosicché  introducendovi  il  valore  di  u , si  ottiene  per  x 
l’ equazione 

(y*+fl — n*]x*l*"r-ny  _ „ t(y»+f1  -n«]»*)*-yr 

nrn=  e (i  — njx  s • 

. . , II*—  1 . 

Ponendo  n =»  ±:  1 si  ha  p = ~~iù~  ’ <Iuin“l 


x*  -f-  y’  — 2ax  per  n = — j—  1 
x(x*-j-  y1)  = 2ay*  per  n = — 1. 
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118. 


Soluzione  singolare. 

L’equazione 

1 . y oa  <p(x , p)  supponendo  P = -§■  * 

mentovala  snl  principio  del.n0  precedente,  si  lascia  inte- 
grare col  differenziarla  primieramente  rispetto  ad  x.  Impe- 
rocché essendo 


dy  ^ d?  _dp_  dp 
dx  di  ' dp  di 


si  avrà  in  questa  un’  equazione  differenziale  di  1°  ordine 
tra  x e p.  il  suo  integrale  darà  in  conseguenza  un’  altra 
relazione  tra  x e p , dalla  quale  eliminando  p mercè  l’ e- 
quazione  1 si  avrà  un’  equazione  tra  x ed  y. 

1.  Se  l’equazione  1 ha  la  forma 


y = Mx  + N , 

M ed  N disegnando  funzioni  di  p , il  suo  differenziale  sarà 


dy  = Mdx  -f-  xdM  + dN  , 

ovvero 


3. 


(M— p)  dx  + xd  M + dN  = 0 , 
dM  , dN 


dx  -f-  x 


Al  — p ' M — P 


■ 0. 


Or  l’ integrale  di  quest’  ultima  equazi 

, dM  _ , dM 

x + e M-p|\e  M— i r— — 


one  è pel  n®  111  : 


+ C}-< 


Quindi  rimane  soltanto  ad  eliminare  p da  questo  integrale 
c dall’equazione  1. 

2.  L‘  equazione  più  semplice 
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J — P*  + f(p)  » 

in  cui  è M **  p , trasforma  1*  equazione  3 in 

4.  (x  + fp)dp  = 0, 
la  quale  è soddisfatta  da 

5.  dp  =>  0 e x + fp  = 0. 

Ma  da  dp  = 0 risulta 

p = c ed  y = ex  + c,  , 

e quest’  ultima  equazione,  comparata  all'  equazione  1 , ci  dà 
c,  = /c  ; quindi 

6.  y = ex  -j-  fc. 

La  seconda  poi  delle  equazioni  5 mena  alla  relazione  p=px, 
e quindi  dall’equazione  1 si  ha  la  nuova  equazione 

7.  y = xpx  + f(?x). 

Le  equazioni  6 e 7 differiscono  soltanto  in  ciò  , che  la  co- 
stante arbitraria  c dell' equazione  6 è sostituita  da  una  cer- 
ta funzione  di  x nell’  equazione  7.  Quindi  è che  sebbene 
1*  equazione  7 renda  soddisfatta  1’  equazione  3 , purtuttavia 
essa  non  è contenuta  nell' integrale  generale  dell’equa- 
zione 6.  Perciò  l’equazione  7 dicesi  soluzione  singolare 
dell’  equazione  3. 

Esemplo  l.  Differenziando  l’equazione 
y = px-f  n(l  + p’)* 

si  ha  0 = (x  + n[l  + p*]~ ~p)dp. 

Da  dp  =»  0 segue  y = ex  + c,  , dimodoché 

y = cx  + 0(1+0’')  » 

sarà  P integrale  generale  dell’  equazione  proposta. 
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Ma  se  p si  elimini  dalle  equazioni 

1 — px  + n(l  + p')^ed  x + n(l  + p*)-^p=»  0 , 
ti  avrà  la  soluzione  singolare 

y*  + **  — o*. 

Similmente  dell’  equazione 

y = px-fp  — p‘ 
ti  ha  l’ integrale  generale  iu 

y = c (x  1 — c)  , 
e la  soluzione  singolare  in 

4y  = (l-f.x)\ 

Esempio  2.  L’  equazione 

y = px  + a(l  — p’)T 
dà  per  mezzo  di  differenziazione 

0 — (x  + ap*[l  — p’P7)  dP  » 
quindi  da  d/>  = 0 si  avrà 

» 

7 — ex  + c,  , c,  =»  a(l— c’)T  5 
e perciò  l’integrale  generale  è 

j_ 

y = cx-fa(l— c’)*  • 

•» 

Da  i-f-ap*  (1  — p*)‘  * =3  0 si  ottiene  mercè  l’ eliminazione 
di  p la  soluzione  singolare 

* i ^ 

y » s=X*-f"  a * • 

Egualmente  si  troverà  appartenere  all’  equazione 
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y = px  — ap  (1  + p*)”7 
l'integrale  generale 

y = c(x— a[l-fc’r~) 
e la  soluzione  singolare 

* 2.  * 

y - -f  x » = a7. 

119. 


Coulinnazlonc. 


Le  soluzioni  singolari  , di  cui  si  è falla  parola  nel  n"  pre- 
cedente all’  occasione  delle  equazioni  della  forma 


meritano  speciale  considerazione  a fin  di  polerle  dedurre 
dall’ equazioni  differenziali  o dagl’  integrali  completi. 

Se  un’  equazione  differenziale  del  primo  ordine  tra  due  va- 
riabili 


venga  con  qualsiasi  metodo  integrata,  nell’equazione  inte- 
grale , quando  questa  siasi  ottenuta  colla  possibile  generalità  , 
dovrà  comparire  una  costante  indeterminata  , la  quale  non 
esisteva  nell’ equazione  differenziale.  Indicando  con 

2.  F(x,  y , a)  = 0 


questa  equazione  integrale  , ne  segue  elio  l’ eliminazione  della 
costante  arbitraria  dall’  equazione  2 e dal  suo  differenziale 


3. 


dFY* , y)  dx  , 

di  ' dy 


dy 


o. 


dovrà  ricondurre  all’ equazione  differenziale  1. 
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Finché  la  coslantc  a resterà  indeterminata  nell' equazione 
2 , questa  si  dirà  integrale  completo  dell’equazione  1 , c 
dando  ad  a un  valore  speciale  qualunque,  si  avrà  un  in- 
tegrale particolare  della  stessa  equazione  1.  Infine  ogni 
valore  di  y che  renderà  soddisfatta  l’ equazione  1 , ne  sarà 
una  soluzione  speciale  o singolare. 

Dietro  queste  definizioni  l’ integrale  particolare  e la  solu- 
zione singolare  hanno  di  comune  la  proprietà  di  rendere  sod- 
disfalta  l’equazione  differenziale;  ma  essi  differisco- 
no in  questo  che  l’integrale  particolare  sodd  isfa  ancora  l’in- 
tegrale completo,  mentre  ciò  non  può  farsi  dalla  soluzio- 
ne singolare. 

Per  poter  dedurre  la  soluzione  singolare  dall’integrale  com- 
pleto, consideriamo  a come  quantità  variabile.  Avremo  cosi 
come  differenziale  dell’equazione  2 l’espressione 


4. 


<1F  , - dF  , . dF  , n 

-nrdx  + -57dy  + -5rda=0, 


scrivendo  per  brevità  dF  in  vece  di  dF(ar,  y,  a).  Questa 
equazione  4 ricondurrà  egualmente  all’  equazione  3,  sia  po^- 

nendo  a costante  e quindi  da  = 0 , sia  riguardando  a co- 

/ 

me  una  variabile  per  la  quale  si  abbia  — =0.  Questo  va- 
lore variabile  di  a risulterà  dunque  dall’  equazione 


5. 


Or  se  il  valore  di  a , divenuto  variabile , si  trasporti  dal- 
l’ equazione  !5  nella  equazione  2 , si  avrà  egualmente  un 
integrale  dell’ equazione  1 , il  quale  ne  sarà  una  soluzione 
singolare,  quando  il  risultamento  dell’  eliminazione  di  a dal- 
le equazioni  2 e 5 non  potesse  ancora  ottenersi  dall’  intro- 
duzione di  un  valore  costante  di  a nell’ equazione  2. 

Quindi  risulta  la  seguente  regola  per  dedurre  una  solu- 
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zione  singolare  di  tina  data  equazione  differenziale  dal  su* 
integrale  generale. 

Si  differenzierà  questo  integrale  generale  rispetto  alla  co- 
stante indeterminata  , riguardando  x ed  y come  quantità 
determinate  ; indi  si  eliminerà  la  detta  costante  dall’  otte- 
nuto differenziale  e dall’  integrale  generale.  L’equazione  fi- 
nale sarà  una  soluzione  speciale  , quando  essa  non  possa 
dedursi  dall’  integrale  generale  mercè  di  un  certo  valore 
dato  alla  costante  cbe  vi  è contenuta. 

Questa  regola  diviene  impraticabile  , quando  l’ integrale 
generale  dell'  equazione  2 sia  portato  alla  forma  esplicita 

6.  ?(x,y)  = a, 

dimodoché  a non  si  trovi  nel  1°  membro.  In  questo  caso 
bisognerà  ricondurre  1’  equazione  6 alla  forma  implicilà  del- 
1’  equazione  2. 

L’esposto  metodo  per  trovare  una  soluzione  singolare  del- 
l’equazione differenziale  1 , suppone  la  conoscenza  dell’in- 
tegrale completo  di  essa. 

Ma  egli  è possibile  dedurre  dalla  stessa  equazione  dif- 
ferenziale la  soluzione  singolare  , quando  in  generale  que- 
sta possibile. 

Ed  in  vero,  differenziando  l’equazione  2,  e prendendo  dal- 
1’  equazione  che  ne  risulta  , il  valore  di  a , che  sarà  rappre- 
sentato dall’  equazione 

dy 

7.  n = ^ (x , y , p)  supponendo  p =*  , 

l’ equazione  2 assumerà  la  forma 

F (x  J y . + [x  1 y , p])  = 0 , 

o più  brevemente 

F (x  . y » 40  — 0. 

Questa  equazione  o dovrà  esser  di  accordo  coll’  equazione  dif- 
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fcrenziale  1,  o differirne  per  un  fattore  Mche  potrà  conte- 
nere x y e p.  Quindi  poniamo 

f(*>  y>  p)  = M.F(x,  y,  4-); 

c ne  risulterà 


8.  df(x,y,p)« 
Ma  è 

9.  dF(x,y,«{,) 


MdF  (x , y ,»}-)-{-  F (x  , y , 41)  dM. 


,dI^y:±)dx4.^y>i)dy 

dx  dy  * 


+ 


dF(x,  y,4) 
d4 


nella  quale  equazione  le  derivate  parziali 

dF(x,y,4)  dF(x,y,4) 

. dx  * dy 

sono  da  prendersi  nello  stesso  senso  delie  derivate  parziali 
dell’  equazione  3 

dF(x,y)  dF  (X  , y) 

dx  ’ dy 

dalle  quali  differiscono  soltanto  in  ciò  che  si  è in  quelle  in- 
trodotto il  valore  di  a , tolto  dall’  equazione  7 , cosicché  sarà 
nulla  la  somma 


dF  (x , y , 4)  , dF(x,y,+)  ^ 

dx  4- d- dy, 


e dovrà  essere 


dF(x,y,+)raÌ!^Ì«.d+. 


Quindi  dalle  equazioni  8 e 9 segue  che 
df(x  , y , p) 


„i£tL2i«d+  + ^.f(xlI,p). 


d^ 
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Ma  il  primo  membro  di  questa  equazione  , egualmente  che 
il  secondo  termine  del  2"  membro  , è nullo  in  forza  dell1  e- 
quazione  1 ; dunque 


10. 


dF(x,y,40_Q 


Se  al  conlrario  si  differenzii  parzialmente  rispetto  a p la  pre- 
cedente equazione 

f (x  » Y > P)  = MF  (x  « Y > 40  » 

si  avrà 


df(x  , y , p)  M dF  (x  , y , 4-)  d4  . dM  f(»,y,,p) 
dp  8=8  d4-  dp  ' dp  M 

ovvero  , avendo  in  considerazione  le  equazioni  10  ed  1 , 


11. 

e poiché 


df(x  , y , p)  _ q 
dp 


df(x,y,p)= 


dffx,y,pì  jx  , dr(x,y,p)Ji  , df(x,  y,p) 


dx 


dy 


dy- 


dp 


dp 


sarà 

12. 


df(x  , y , p)  df(x  , y ;p)  Q 
dx  dy  V 


Le  equazioni  10  , Il  e 12  hanno  lo  stesso  significato.  Quin- 
di eliminare  p da  una  delle  equazioni  11  e 12  e dall’  equa- 
zione 1 sarà  Io  stesso  che  eseguire  la  stessa  operazione  sul- 
l’ equazione  10  e l’equazione  F(x  , y , <(-)  0 , ovvero  c- 

liminare  4-  da  queste  due  equazioni,  essendoché  p si  pre- 
senta soltanto  in  ossia  4-(*  , y , p).  Ma  così  facendo  ri- 
sulterà la  stessa  equazione  che  si  avrebbe  eliminando  a dal- 
le equazioni  5 c 2.  In  conseguenza  cacciando  p dalle  equa- 
zione 11  ed  1 , o 12  ed  1,  si  avrà  una  soluzione  singola- 
re dell’ equazione  1 , quando  essa  esista.  Per  iscovrirc  que- 
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sla  esistenza  , bisognerà  eseguire  nel  tempo  stesso  le  due 
eliminazioni. 

Esemplo  1.  L’equazione  differenziale 

dy*  — xdxdy  -f-  ydx*  = 0 , 

. dy 

risoluta  rispetto  a — , dà 

dy  * + («*  — *yF 

dx  2 ’ 

xdx  — 2dy  , , . 

ovvero  r + dx  = 0 , 

(x'  — iy)* 

il  cui  completo  integrale  è 

(x*— 4y)^ +x +a  = 0 , 

ovvero  4y  -f-2ax-}-  a*  = 0 , 

a indicando  la  costante  arbitraria. 

Differenziando  rispetto  ad  a quest’  ultima  equazione  , si 
trova 

2x  + 2a  = 0 , ossia  a = — x ; 

e questo  valore  di  a introdotto  nell1  integrale  completo , lo 
trasforma  in 

x*  x* 

y 2~  + — = 0 > ossia  x*-4y  = 0 

eh’  è una  soluzione  singolare  della  data  equazione  differenziale. 

Finalmente  facciamoci  a ricercare  la  soluzione  singolare 
dalla  stessa  equazione  differenziale  data.  Scrivendo  p in  vece 

dy 

di  — , essa  prende  la  forma 

P*  — P*  + Y = 0- 

Differenziando  questa  equazione  rispetto  ad  x ed  y , sì 
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avrà  per  l’ equazione  12  : 

— P + P = 0 , 

dimodoché  essa  non  può  servire  all’ eliminazione  di  p.  Ma 
se  la  stessa  equazione  , come  dice  l' equazione  11,  sia  dif- 
ferenziata rispetto  a p , si  avrà 

2p  — x = 0 , 

la  quale  , congiunta  alla  relazione 

p«  _ xp  4.  y = 0 , 
conduce  alla  soluzione  singolare 

x*  — 4y  = 0. 


b.  Del  secondo  ordine. 


120. 


Equazioni  omogenee. 

Un’equazione  differenziale  del  2"  ordine  contiene  x , y, 

dy  d y 

Or  P0Den^°  C^e  variabili  x ed  y abbiano  una 
dimensione  , ~~  sarà  di  dimensione  zero  e avrà  la  di- 

ax  cU* 

mensione  — 1.  Ciò  posto,  un’equazione  si  dirà  omogenea 
quando  abbia  egual  somma  di  dimensioni  in  tutti  i termini. 
Dietro  questo  schiarimento  l’equazione 


dy 

di 


d’y 


di* 


.xÌL  + y = ° 


è omogenea , poiché  i fattori  del  primo  termine  hanno  or- 
dinatamente i numeri  di  dimensioni  2,0,  — 1 la  cui  soiu- 
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ma  è 1 , e la  stessa  quantità  di  dimensioni  si  trova  nel  se- 
condo e terzo  termine. 

Un’equazione  differenziale  omogenea  del  2°  ordine  si  po- 
trà integrare  , ponendovi 

dy  d*y  v 

di  P ’ di*  1 Y = ux  ; 

essendoché  per  mezzo  di  queste  sostituzioni  potrà  eliminarsi 
x ed  ottenersi  una  relazione  tra  « , p e v.  Ed  in  vero  dal 
differenziale 

dy  = udì  -f-  xdu 

di  y » tu;  si  ha  — =»  _ .dri . . 

x p — u ’ 

e questa  equazione  , essendo 


dp 


d’y 

di'* 


dx  = — dx  , ossia  — ss»  — 

X X y 


mena  alla  relazione 

dp  du 


1. 


P — u 


ovvero  vdu  = (p  — u)dp. 


°r  se  da  questa  equazione  1 coll’  ajuto  della  proposta  e- 
quazione  differenziale  si  elimini  v , si  avrà  un’  equazione 
e ordine  tra  p ed  « , jl  cui  integrale  rappresenta  la  di- 
pendenza delle  variabili  pedu,  cosicché  introdotto  il  va- 
lore di  p nell’  equazione 


dx  du 
x = p— u ’ 

questa  si  trasformerà  in  un1  altra  equazione  differenziale  di 
primo  ordine  che  conterrà  separate  le  variabili  u ed  x. 
JEaemplo  i.  L'equazione 
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è omogenea  del  V grado.  Introducendovi  y = u.r  , -dj=l> 

£JL  _ JL  , si  avrà  v = (u—  p)'  ; valore  , che  introdotto 

(Le*  -T 

nell’  equazione  1 , dà  la  relazione 
dp 

— - — p = U. 
dii  * 

L’integrale  di  quest' ultima  equazione  è pel  n°  111, 
p » — e"/ e~" “ udu  = u -f- 1 -f*  ce”  ; 
cosicché  F equazione  tra  x ed  u ci  dà  la  relazione 


dx 

x 


du 


Mn 


l + cc°  e““+e  ’ 
ossia  Ix  — le’  ==  — 1 (c  ”"4-  c)  , 

e quindi  l’equazione  finale 

. c’  — ex 

y = _Xl  — 

Esemplo  2.  Se  nell’  equazione 

3ydx*  — Sxdx  dy  + 4y*d*y  = 0 , 
vale  a dire  nell’  equazione 

8,_3xg.+  4y*.y-  = 0 

s’ introducano  le  suddette  variabili  , si  avrà  la  relazione 


v — 3(p~u) 

4 ii*  ’ 

la  quale  , unita  all’  equazione  1 , ci  dà 

Sdu  ...  S 

■ = 4 dp  , ossia  p = e 

u*  4u 

Quindi  l’equazione  tra  u ed  x assumerà  la  forma 
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dx  — ditdu 

x 3 — 4cu-f-4um 


Or  siano  a- f 2u  e 6-f2u  i fattori  del  trinomio  3— 4cu-j-4u*; 
si  avrà 


di 


— 4udu 


2adu 


i (a+2u)(b-f2u) 
donde  per  integrazione 
a 


2bdu 


_ (a— b)(a+2u)  1 (a— l>,l(b+2u) 


lx  “ * = “ — , (»  + 2u)  -f  1 (b + 2u) 


ovvero  , mutando  i segni  , 

n a 

-7  «=  (»  + 20)^  = (b  + 2u)“^, 
ed  in  fine  per  cangiamento  della  costante  e' , 


C'  (bx  -f  2y)b  ==  (ax  + 2y  )*. 


121. 


Equazioni  senza  x o senza  y. 


Le  equazioni  del  2°  ordine  conducono  ad  una  facile  riso- 
luzione , quando  in  esse  manca  una  delle  variabili  x ed  y. 

1.  Se  manca  la  variabile  y , allora  ponendo  =» 

a dx‘  dx 

si  avrà  un'  equazione  differenziale  di  primo  ordine  tra  x e p, 
il  cui  integrale  rappresenterà  una  relazione  tra  x e p.  E 
da  questo  integrale  si  avrà  un'equazione  tra  x ed  y , ri- 
correndo all’  equazione  *> 

y = /pdx  = px  — /xdp. 

2.  Se  poi  manca  la  variabile  x , allora  ponendo 


<i*y  _<ty  «ip  __  tip 

di*  dx  dy  ’ ™ dx 

F IO!*KK  Clic.  livrea.  ò'ì 
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si  arra  un'  equazione  Ira  p ed  y , la  quale  coll'  aiuto  del- 
P equazione  y <=  pdx  condurrà  ad  una  relazione  tra  x ed  y. 
Esemplo  t.  L’equazione. 


(!+*•)$ + 1+J£f=0, 


ponendovi 


d’y  dp 


di' 


ci  dà  la  relazion  e tra  n ed  x 
dx  V ' 

(l+x)^4^+p'-0, 


ovvero 


dp  di 


Da  ciò  risulta  P integrale 

c-; 

arcfgp  = — arctgx  -f-  arctgc  «=  aretg  — — , 
dimodoché  per  y si  avrà  P integrale 


y “ ^Tìdrdx  = “F- 1(1 +cx>  ( 1 +cx)  + c, 

ovvero  P equazione  , cambiando  la  costante  C, 

c’y  *■  (1 4-c*)  1 (l  4* cx)  — ex  -f  c'. 

Esempio  2.  Dall’  equazione 


(x-fa) 


dy 


( dy  )*_  dy 

III  » 


dx* 


dx 


ovvero  da 


(s+a)^fip''  = p, 


ponendovi  si  avrà  P equazione  differenziale 


V M.IIF 


di 


J+a  ’ 
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il  cui  integrale  è pel  n°  111 

x* , . c" 

T 


■(*+»)  ‘ — -V^+a)-'  , 


indicando  la  costante  con  — • Da  ciò  si  Ita 

2(1+») 

* ”7*  TT 


f , f 2xdx  C 2.i  dx 


riempio  5.  L’equazione 

l’ff+'is— [*+}iy‘] 


£y 

dx 


non  contenendo  x , vi  porremo  = /)  — , ccostl’avre- 

rfx  1 dy 

mo  trasformala  in 

dp 


(py+1^==I+pl> 


ovvero  m 


dy  — y 


pdp 


dp 


i+pm  i+p* 

L’integrale  di  questa  equazione  è pel  n*  111, 

y = (1 +p*) » /(1  + p’)“T  dp  + c (1  -f  p*)*  , 

« 

ovvero  y = p -f-  c(l  -f-  p”)  > 

Inoltre  essendo  pdx  = dy  , sarà 

x ~ — ’p  + d (p+[i+p*Fr4-  c'. 
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Ed  in  fine  si  atra  la  relazione  di  x ad  y , eliminando  p 
dalle  due  ultime  equazioni. 

Esemplo  *•  L’  equazione 


A ■ d'y 

ponendovi  — — 


<ip 

dy 


si  trasforma  in 


P 


= n 


Questa  equazione  , avendo  la  forma  dell’  equazione  4 del 
n°  118  , avrà  per  integrale  generale 


p = cy  + n(l-f  aV)‘  , 
donde  si  troverà  per  x il  valore 

Cx  + C'  = l(Cy  4-n[l-fa*cV)  . 

La  soluzione  singolare  ci  dà  la  relazione 

aP  = (n’a*  y*)’  , 

e tra  x ed  y l’ equazione 

e-t-x 

y =*  nasen 

• a 


c.  Di  ogni  ordine. 


122. 


Soluzione  singolare. 

Siasi  trovato  il  primo  integrale  dell’  equazione  differenzia, 
le  dello  n’imo  ordine  : 
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t (*  > y » y’  > y"  » • • • y{D))  =■  o , 

in  cui  le  quantità  y' , y"  , . . . yW  esprimono  ordinatamen- 
dij  d‘y  d"y 

te  le  derivale-^-,  9uesl°  integrale  conter- 

rà le  derivate  y\  y",-..->  insieme  ad  una  costante  arbi- 
t raria  a , dimodoché  avrà  la  forma  : 

2.  F (x  , y , y\  y", . . . y(n-\  a). 


Or  in  conseguenza  delle  generali  determinazioni  del  n°  119 
l' equazione 


somministrerà  la  soluzione  singolare  dell’  equazione  1 , quan- 
do s' impieghi  ad  eliminare  la  costante  arbitraria  dall’  equa- 
zione 2. 

Questa  soluzione  singolare  conterrà  dunque  le  variabili 

* > y > y'>  y"  >•••,  y{n_,) , 


e starà  alla  data  equazione  differenziale  1 ed  al  primo  in- 
tegrale completo  dell’  equazione  2 nel  medesimo  rapporto  , 
in  cui  la  soluzione  singolare  dell’equazione  differenziale  del 
primo  ordine  è a questa  equazione  ed  al  suo  completo  in- 
tegrale. Or  nel  n”  119  si  è dimostrato  che  si  avrà  la  solu- 
zione singolare  dell’  equazione  del  primo  ordine  , eliminan- 
do p ossia  y’  dalle  due  equazioni 


f(*>  y>  y") 


o e 

dy' 


Si  potrà  quindi  conchiudere  che  si  avrà  la  soluzione  singo- 
lare dell’  equazione  1 , eliminando  yW  dalle  due 

*.  M-o.  0. 


dj 


,(**) 


Digitized  by  Google 


— 502  — 


Ma  la  soluzione  singolare  così  trovata  apparterrà  sol  tan- 
to al  primo  integrale  completo.  Perchè  essa  corrisponda  a 
ciascuno  degli  m primi  integrali  dell' equazione  1 , dovran- 
no esser  soddisfatte  le  condizioni 


5. 


df 


dy 


.(“) 


0,  - 

dy 


0,  •••• 


df 


dy 


o, 


/=  0 indicando  l’equazione  1 , la  quale  dovrà  essere  pre- 
cedentemente trasformata  in  una  funzione  intera  e razio- 
nale di  x ed  y. 

Per  indicare  P andamento  della  ricerca  che  farà  di  que- 
sta proposizione  una  verità  , noi  sceglianto  l’  equazione  del 
2°  ordine.  Sia 

6.  . ' F (x  , y , a,  b)  = 0 

il  completo  integrale  secondo  dell’equazione  differenziale 

f(x,  y,  y',  y")=0, 

a e b indicando  le  costanti  apportate  dalla  duplice  integra- 
zione : si  avranno  i due  primi  integrali , quando  saranno 
l’ una  dopo  l’altra  eliminate  le  costanti  a e b dall’  equazione 
6 e dalla  sua  derivata 


dF 

di 


, dF  , 

+ 17y'*=°. 


a cui  vogliamo  dare  la  forma 


8.  ? (x  , y , y’ , a , b)  = 0. 

Questa  cliuiiuazioue  menerà  a due  equazioni  , 

9-  L(*.  y,  y',  a)  = 0,  M (x  , y , y',  b)  = 0 , 

che  saranno  integrali  singolari  dell’  equazione  4.  Posto  che 
si  tratti  di  trovare  la  soluzione  singolare  indicata  con  L. 

Lo  stesso  risullamento  si  avrà , quando  a e b siano  eli- 
minate dalle  equazioni  6 c 8 c loro  derivate  prese  rispetto 
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ad  a,  considerando  6 qual  funzione  di  a.  Queste  deriva- 
te sono 


dF  dF^  db 

da  db  da 


0,  ±L  + iL.i  = 0. 

da  ' db  da 


Eliminando  dalle  due  — , si  avrà  la  relazione 
da 


10. 


dF  d?  dF  d<p 

db  da  da  db 


La  richiesta  soluzione  singolare  risulterà  dunque  dalle  e- 
quazioni  6 , 8 e 10 , quando  vengano  eliminate  a eh.  Ma 
I’  equazione  7 resterà  inalterata  , scìambiandovi  a con  ò : 
quindi  non  si  avrà  che  una  sola  soluzione  singolare. 

Dal  fin  qui  esposto  si  rileverà  facilmente  la  via  da  seguir- 
si per  giungere  allo  stesso  teorema  rispetto  ad  un’equazione 
differenziale  di  ordine  superione. 

Esemplo  l.  L’equazione 

x(yr-2yY'  + x»o 

ha  per  primo  integrale 

11.  x*  -2ay'  + a*  = 0. 


In  conseguenza  dell’  equazione  3 differenziando  l’ultima  ri- 
spetto ad  a , e pareggiando  il  differenziale  a zero,  si  avrà 


a = Y 


valore  che  introdotto  nell’  equazione  11  ci  dà  la  soluzione 
singolare 

Y — re- 
integrando dinuovo  1’  equazione 

x*  — 2ay'  -f  a’  = 0 , 

si  avrà  -i-  x5  — 2ay  + a’x  + b =»  0, 

b indicando  una  nuova  costante. 
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L’  eliminazione  di  a dalle  due  ultime  equazioni  ci  dà 

12.  xyy— 4jb— xy')y'+ jb  — =0, 

qual  integrale  del  primo  ordine  dell’  equazione  data. 

Or  se  questa  equazione  si  differenza  rispetto  a b , si  troverà 

— 4(y  — xyOy'  + 2Jb  — — 0 , 

2x* 

quindi  h » -y  -f  2(y— xy')y'. 


Questo  valore  di  b trasforma  l’equazione  12  in 

*(y— *y ')'(**—?'*)  = °- 

Ma  y — xy'  0 non  soddisfacendo  alla  proposta  equazione 
differenziale  , si  avrà  , come  per  lo  innanzi 

x*  — y"  = 0 , ossia  y'  = ± x. 


Esemplo  2.  Dall’  equazione 


d*y  )*__  o dy  d*y 

dx“>  di  di* 


+ * 


0, 


ovvero  x (y")‘  — 2y'y"  -f-  x = 0, 

si  ha  in  conseguenza  della  seconda  delle  equazioni  4 : 

= 2 (xy"  y')  = 0 , quindi  y"=»-^- 

Introducendo  questo  valore  di  y'  nella  data  equazione  diffe- 
renziale , si  avrà  per  soluzione  singolare 

(y  )’  — x’  = 0. 

Ma  poiché  questa  soluzione  non  rende  soddisfatta  1’  equazione 
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cosi  l’equazione  (y)*  = x* 

potrà  essere  una  soluzione  singolare  del  secondo  integrale. 
Per  la  stessa  via  si  troverà  clic  l’equazione  del  3°  ordine 

(i+y'")*— *(*+f)(yy«o 

lia  per  soluzione  singolare  l’equazione 
y"  + x = 0, 

la  quale  parimenti  appartiene  soltanto  al  primo  integrale. 
Esemplo  3.  Rispetto  all’equazione 

(2*yy"-yy'+*lyT),(i-xy)  + (y+*yT(yT*y  = ° 

si  iia  -^r*=2xy(l— xy) 

"^7  “2(1  xy)(2xyy''  yy'+x[y']*)(2xy' — y) 

4-2xyy'(y+xy’)(y+2xy"). 

Dalla  prima  di  queste  due  equazioni  risulta 
1 — xy  = 0. 

Con  ciò  sparisce  la  prima  parte  della  seconda  equazione , c 
la  seconda  parte  si  riduce  a 

2y'  (y+*y')(y+2xy"). 

Ma  quest’  ultima  espressione  è ancora  nulla  , imperocché  dif- 
ferenziando l’ equazione 

l-xy  = 0 

si  ha  la  relazione 

xdy  -f  ydx  = 0,  ossia  xy'  -f-  y =»  0. 

Laonde  l’equazione  1 — xy  = 0,  non  contenendo  nè  y” 
nè  ì/  , sarà  una  soluzione  singolare  dell’  ultimo  integrale  del- 
la proposta  equazione  di  3"  ordine.  ... 
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Sia  y = Fa;  una  funzione  continua  di  x Ira  certi  dati  li- 
miti , tra  quali  vi  sia  compreso  x = 0 , e siano  ordinata- 
mente 

A ) A,  j Aa  » • • An 

. , „ rn) 

i valori  di  j , f > y » • • •'!  » 

ossia  di  Fx  , F’x  , F"x  , . . . F x 


per  x = 0 : la  serie  di  Stirling  darà  per  y il  valore 

r 


2 3.4 


Or  se  y sia  data  non  in  forma  di  equazione  finita  , ma 
in  quella  di  una  equazione  differenziale  e propriamente  del 
primo  ordine  f(x  , y » 1/0  = 0 > e disegnino 
y'  = (p  (x , y) , y"  = Y (x  , y , y') , j"'—  X (x  , y , y' , y"),  ... 

le  equazioni  esprimenti  le  derivate  y'  , y" , y''',  ...  di  y; 
si  potrà  mercè  queste  equazioni  eliminare 

y'  da  y"  <=>  Y (x  , y , f) 
y"  da  y"'=  x (x  , y , y' , y")  , . . . 
e così  avere  y' , y" , y"', . . . espresse  in  funzione  di  x ed  y 
soltanto  , dimodoché  nell’  ipotesi  di  ar=0  e quindi  di  y=A, 
queste  derivate  prendano  ordinatamente  i valori  A,,AS,A,,... 
In  tutto  questo  A resterà  indeterminata  , qual  costante  ar- 
bitraria. 

Se  l’equazione  differenziale  è del  secondo  ordine,  cioè 
f(x,y,y',y")  = 0,  si  formeranno  ancora  equazioni  della 
forma 


y"='f  (x , y ; y1)  > i"=  * (* , y > f » y") 
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e dalla  loro  unione  potranno  le  derivate  y",  y", . . . essere 
espresse  in  x , y , y' , dimodoché  nell’  ipotesi  di  x = 0 la 
funzione  y si  trasformerà  in  A , y'  in  A,  , y"  in  A,  , y"' 
in  A,,  e le  funzioni  A ed  A,  resteranno  indeterminate  qua- 
li costanti  arbitrarie. 

Gin  questo  modo  di  deduzione  si  perviene  alla  conseguen- 
za che  per  l’ equazione  di  3°  ordine  f (x , y , y' , y'1 5 2/"')=® 
le  derivate  y"' , y"" , ...  si  potranno  rappresentare  con  x,y, 
i/',  y"  e che  facendo  x = 0 , le  funzioni  y,  y\  y",  y",y 
diverranno  ordinatamente  A , A, , A, , A,  , At  , . . . e che 
l’equazione  1 applicata  a questo  caso  , conterrà  tre  costan- 
ti arbitrarie  A , A,  , A,. 

Continuando  in  questo  modo  di  ragionamento  si  troverà 
che  rispetto  all’equazione  generale 

s"»-.-y(B))=o 

sarà  possibile  rinvenire  il  valore  di  y in  forma  di  serie  , e 
che  questo  valore  dipenderà  da  n costanti  arbitrarie  A,  A,, 
A •’  A 

Parimenti  si  potrebbe  in  vece  dell’equazione  1 far  uso 
della  serie  di  Taylor  , nell’  ipotesi  che  le  derivate  di  y dal- 
l’ equazione  y = fx  restino  continue  per  valori  determinati 
di  x ed  x -1-  h. 

Imperocché  se  per  x = a , i valori  di 

Fx  , F'x , F"x , F"'x , . . . F(°)x 
si  mutano  ordinatamente  in 

® t , B,  , . . . Bn , 
la  serie  di  Taylor  darà 

F (a -f  h)  « B -f  R.h  -f  ~ h’  + h’  + -àJij- h*  +... 
ovvero  per  h ■=  x — a , 
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Esemplo  I.  Sia  data  l’equazione 


x£l  + 2 — + n*xy=0. 
ai*  “ ai  ' 3 


Differenziando  questa  equazione  si  avrà 

*-3F  + 3S-  + n,I£  + nV 


:0, 


x^'+*Ìl  + „'x^  + 2"-TL  = 0. 

di*  ~ di3  ~ di*  di 


x 


d-l-Ty 

di”'"*"1 


H«+i)S-+“"« 


(m-l)n* 


0. 


Ponendo  3 = 0 , si  avranno  dall’equazione  data  e da  que- 
ste derivate  i valori 


A,=  0 , A.. 


: x-  n’A  , A,  = 0 , A4=-f— n*A, 


ed  in  generale  Am  = 0 per  m impari 


— m-f  l 


per  m pari  , 


e propriamente  si  avrà  il  segno  -f-  quando  m sia  divisibile 
per  4 , ed  il  segno  — nel  caso  opposto. 

Dopo  ciò  introducendo  questi  valori  nell’  equazione  1 si  ha 


4 


ITI* 

~2 T 


n4i* 


2 3.4.5  2.8.7 


n*1*  , ì 

! S . 7 ’ * J ’ 


ovvero  , avendo 


riguardo  all’  equazione  3 n°  26  , 


A senni  C senni 
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Questa  equazione  avendo  una  sola  costante  , è un  inte- 
grale particolare  della  data  equazione  differenziale  di  2* 
ordine.  La  determinazione  della  costante  C menerà  pel  n'  110 
all’  integrale  completo  , il  quale  , come  dimostra  l’ esempio  2 
del  n°  110,  avrà  la  forma 


C'sen  ni  , Csrn  ni 
Esemplo  *.  L’equazione 

dy  n 

— i-  = mr  — y 

/•l  r " 


dà 


«t*y 

di' 

d^y 

di’ 


mnx°“‘ 


mn  (n — l)xn-* 


d*y 

di'  ’ 


d'"+,v  -v  / , ..  „ _ d”r 

^ = • ' (n-m  + l)x  - — ; 

perciò  si  avrà  nell’ipotesi  di  x = a , 

B,=  ma" — B , 

B,=  inna"*-' — ma°-f-B, 

B<  = mu  (n — l)an~* — mnan_,-f  ma" — B, 
ecc.  ecc. 

quindi  dall'  equazione  2 risulta 

y = B -f  (ma" — B)  (x  — a)  -f-  (nana”-1  — ma"  -f-  B)  — - 

-{-  (mn[n  — 1 ]a"  “ — mna”“,-f-  ma"  — B)  - ^ 4~"  • 

60 
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124. 


Continuazione. 


Non  si  può  sempre  utilizzare  la  serie  di  Stirling  o quella 
di  Taylor  per  l’integrazione  di  un’equazione  differenziale, 
giacché  non  è sempre  possibile  determinare  i limiti  , Ira 
quali  la  richiesta  funzione  y = Far  rimarrà  continua. 

In  questo  caso  si  porrà  l’ integrale  richiesto  sotto  forma 
di  una  serie  ordinata  secondo  le  potenze  crescenti  di  x,  cioè 

1.  y = AIxa+  A.xiS-f  A.x^-fA^H 


e si  determineranno  i coefficienti  A,  , A,  , A, , a nor- 
ma della  dala  equazione  differenziale 

Esemplo  1.  Risolviamo  l’equazione  dell’ esempio  1 del  n“ 
precedente 


x-^  + 2 
dx*  ~ 


dy 

dx 


4-  n*xy  = 0 , 


ovvero 


dx*  ~ x dx  ‘ 3 


Introduciamo  in  essa  il  valore  di  y dell'  equazione  1 , e co- 
sì avremo 


n*y  = n*A,x“  + n*A^x£  + n’A.x^  -f-  n’A4x<l  -| 

-4-  = 2A.ax“~*  4-  2At/2x/2-1  -f  2Atyx>~%  4 

-0  «AI«(*-l)x*-+  A^(/3-l)x<2--f  Aj>(>-1)x’-+.. 

La  somma  dei  primi  membri  di  queste  equazioni  essendo 
nulla  , tale  dovrà  essere  ancora  quella  dei  secondi  membri. 
Quindi  se  i termini  della  somma  di  questi  secondi  membri 
siano  ordinati  per  le  potenze  di  x , il  coefficiente  di  que- 
sta variabile  dovrà  esser  nullo  in  ogni  termine. 

Il  più  basso  esponente  di  x essendo  « — 2 , ed  a (a  4-  1) 
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il  suo  fattore,  com’è  facile  a vedersi,  dovrà  essere  a (a-f-l)=0; 
equazione  egualmente  soddisfalla  da  a= — 1 che  daa  = 0. 
Poniamo  in  conseguenza: 

1.  a = — 1.  Il  termine  ri*  A.x*  non  potendo  da  se  stesso 
sparire  , ciò  dovrà  avvenire  per  mezzo  di  altri  termini  aventi 
lo  stesso  esponente  ; quindi  a non  potrà  esser  minore  di 
fi  — 2.  Or  poniamo  fi  — 2 < a ; sarà  fi  (fi  -f  1)  = 0 , e con 
ciò  sparirà  il  fattore  di  x&~- Sarà  dunque  fi  — 0,  poiché 
è fi  > a.  Da  ciò  segue  che  sarà 

— 2 = a , 5 — 2 = fi. 

E poiché  dovrà  essere 

A,>(>+l)-f  u*A,  = 0 , A*«(*  + l)  -f  n*A,=  0,... 


ne  segue 


a = — 1,  /3  = 0,  >=1  , <5  = 2,. 
A.n' 


A,= 


1.2 


, A,= 


A,n* 

1.2.  aT 


Ajji1  Ajn* 

1.2  3 ’ ‘ 1?2  3.4.5 


Si  avrà  dunque  dalla  supposta  equazione  per  y la  doppia 
serie 


n*x' 


(1  n'x  n*x* 

A,V7 — \~i  + ~25À 

I A <1  1 n*1*  " * I 

"+"  sr  1.2.3  “*■  1.2  3.4.5  1.2.. ..7 


1.2.3.4.55 

n*x* 


ossia 


1.2.3 

y = 


1.2  3.4.5 
A,  cosnx 


l+-i 


A,  senni 


valore  eguale  a quello  trovato  nell’esempio  2 del  n'  pre- 
cedente. 

Questo  risultamento  si  è ottenuto  nell’  ipotesi  che  sia 
fi — 2< a.  Ma  è ancora  possibile  la  supposizione  di  fi — 2 =»a. 
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Ed  il  ragionamento  poggiato  su  questa  suppostone  mena 
all’  equazione 

A , cos  n* 

y = , 

la  quale  contiene  un  integrale  particolare  dell’  equazione 
proposta  , e dal  quale  si  potrebbe  ottenere  l'integrale  com- 
pleto dietro  le  cose  dette  nel  n°  110. 

2 sia  a =0.  In  questo  caso  il  fattore  di  x*  , ossia 
r.n 34.  n,  non  potrà  esser  nullo,  poiché  /3>a  ; ed  in  con- 
seguenza neppure  potrà  essere  fi  — 2 < a.  Porremo  m con- 
sulenza 0 — 2=  * ; donde  » - 2 = fi  Quindi  gl.  espo- 
nenti riceveranno  i valori 

« = 0 , /3  = 2,  ->=4,... 

e quelli  dei  coefficienti  saranno 


A,‘ 


A 11*  . 

•ÓT>A'' 


A,n4 


12  3 ’ ”*  1.2  3 4,5 

Quindi  risulterà  per  y il  valore 

A,  scu  11* 

y > 

* * 

vale  a dire  un  altro  integrale  particolare  , il  quale  unito 
al  precedente  darà  l’ integrale  completo. 

■tempio  2.  Sia  data  1’  equazione  . 

x£l  +-^-  + 5 = 0. 

d*‘  ^ dx  ^ 5 

A questa  equazione  si  potranno  applicare  entrambi  1 metodi, 
tanto  quello  del  numero  precedente  , che  quello  di  questo 
numero. 

Mercè  ripetuta  differenziazione  essa  ci  dà 

d"+*y  ( / 1 in  d”+,y  1 d"y  _n 
^ ) iF+r  + u*“  " 0 * 
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e perciò  nell’  epolesi  di  x = 0 si  avrà  dall'  equazione  1 . 

vale  a dire  un  integrale  particolare  dell’equazione  data.  L’ in- 
tegrale completo  ne  verrà  dedotto  secondo  il  n°  110.  Ma 
poiché  questo  integrale  particolare  , che  indichiamo  con  t? , 
è dato  in  forma  di  serie  , il  calcolo  ne  diverrebbe  assai  lungo. 
Per  renderlo  più  breve  , si  potrà  col  medolo  di  Eulero  porre 
per  integrale  generale 


y = u + vlogcx  , 

supponendo  che  v , come  si  è detto  , indichi  1’  ottenuto  in- 
tegrale particolare , e una  costante  ed  u una  funzione  di  x, 
espressa  dall’  equazione 

u = C + C,x  + C,x*  -f  Ctx’  + C,x*  -f 

nella  quale  C , C,  , C,  , C,  , C4 , . . . disegnano  cofficicnti 
tuttavia  indeterminati. 

La  supposta  equazione  per  y somministra  mercè  differen- 
ziazione i valori 


(lx 


du  . dv  , . v 

-r+_i„gc,+T 


1 


£y 

di* 


d*u  d’v 
di*"*”  di7 


log ex  + 


2dv  v 
idi- "x7  ’ 


mercè  i quali  la  data  equazione  differenziale  assume  la  forma 

dJv  . . dv  . . , 

X -r-r-  logCX  -f-  — log CX  + V logCX 


dx* 


, d*u  . du  _ dv  n 

4-  x 1-2 ^ u = 0. 

~ dx‘  ~ dx  ~ dx  ' 


Ma  v essendo  un  integrale  particolare  dell'  equazione  data  , 
dovrà  essere 


1 

l 


d"v  dv  . ) . 

x ,TF  + “ + v'  lo8cx 


di 


Kit  amie  Calc.  Integ. 


0; 

33 
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quindi  dall’  equazione  precedente  risulta 


3. 


d’u  , du  dv  . 

Xl^+“  + 2—  +Ui 


dx 


dx 


■ 0. 


Ma  dalla  supposta  equazione  per  u si  ottiene , per  trat- 
tare 1*  ultima  relazione  data  dall’  equazione  2 , 

- C,  + 2C,x  + 3 C,x*  -f  iCxx'  + • . . 

— «2C.4-6C.x-f  12C4x'  + ..., 

e dall’equazione  2 , che  rappresenta  il  valore  di  v , si  ha 

ÌL=_4h---f  — - U 

dx  \ 2 — 2‘-3  2'  3 .4  “ $ ’ 

quindi  , mercè  questi  valori , l’ equazione  3 assumerà  la  se- 
guente forma  : 

0 = C.-2A  + C + (4C.+A+C,)*  + j9C- A+C,)1- 

+ !i6C‘+-2^T  + C'Ì1'+"' 

Equazione  , che  ad  oggetto  di  determinare  i coefficienti  C , 
C, , C,  , Ct , C*  , . . . mena  alle  seguenti  equazioni  di  con- 
dizione , 

C,_ 2A-j-C  = 0 , 4C.  + A4- C,=  0, 

sc,—  ^ + c,=o,  lec.  + ^+c.-o 

ecc.  ecc.  , 


dalle  quali  si  ottengono  i valori 

C,  = 2A-C>  C.=  — 15-  + ~. 

„ 1IA  C SOA  , C 

t,*°=  2J.3*  ’2a.3*  ’ 2a-3,-41  2*.3’-4*  ’ 

ecc. 


Digitìzed  by  Google 


— 515  — 

dimodoché  per  u si  avrà  1’  equazione 


u =a  2.4  jx 


3x* 


1 1 xs 


□Ox* 


2’.3J 


2\3’.4* 


+ - 


i 


i*  1“.2‘  ij.2'  3*  i*.2*.S‘.4*  +**’|  • 


cioè 


3x"  , Mi*  50x*  , ) , C 

u=2Ajx ^ + + . . J-h  — ▼ ; 

quindi  risullcrà  per  y il  valore 

3t*  . U*'  SO*4  , ) 

y 2A|x  2,  + 2,-S*  ” 2*. 3’. 4*  "*') 

“M1  "F ì\27  ÌV2M’  'iloK^x* 


comprendendo  in  logC’  la  costante 


CAPO  SECONDO. 

/ 

#iu'  variabili  inbipenbenti. 

125. 

introduzione. 

Ogni  funzione  u di  più  variabili  indipendenti  x , y , z , . . . 
può  dar  luogo  ad  un  differenziale  totale  o parziale  , se- 
condochè  verrà  differenziata  rispetto  atutte,  o ad  una  delle 
variabili  indipendenti.  Quindi  le  equazioni  differenziali  , che 
contengono  più  di  una  variabile  indipendente , debbono  andar 
distinte  in  totali  e parziali.  Queste,  cioè  le  parziali  , 

sono  di  maggior  importanza  come  quelle  che  vengono  fre- 

* 
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quen  temente  adoperale  nelle  ricerche  di  Geometria  , tisica 
e Meccanica. 


Equazioni  differenziali  parziali. 


126. 


Osservazioni  generali. 


Se  il  concetto  di  equazione  differenziale  parziale  si  renda' 
più  generale  di  quello  che  si  è formato  nel  n"  125  per  op- 
posizione al  difFercnziale  totale  , si  comprenderà  sotto  quel 
nome  ogni  equazione  la  quale  esprima  una  relazione  tra 
alcune  o tutte  le  derivate  parziali  di  una  funzione  di  più 
variabili  , purché  questa  relazione  non  rappresenti  il  diffe- 
renziale totale. 

Consideriamo  una  funzione  z di  due  sole  variabili  indi- 
pendenti x cd  y , e sia  1'  equazione  differenziale  parziale 
dello  n,in“  ordine  rappresentata  da 

/ dz  d"z  dz  d"z  d*z  d"z  \ 

^xj  'ii  zì  ’ dxn  ’ dy  ’ dy"’dxdy  dxrdylj  ’’ 

si  potrà  da  questa  dedurre  la  n‘;m*  derivata  rispettò  ad  a:. 
Sia  data  questa  derivala  nell'  equazione 


2. 


d"z  / dz  d"— ’z  dz 

j*.  y, 


dnz  d*z  d"z  ) 

dF"’  dxdy  lixf'.ljs  Y 


Differenziando  questa  equazione  rispetto  ad  x , uè  risulte- 
ranno le  funzioni 


d"-*'z  d"+'z 

dx"+  ‘ ’ d*n+‘  ’’  ‘ ' 


/ 

le  quali  mercè  le  precedenti  derivate  si  potranno  rappre- 
sentare come  funzioni  di  quella  variabile  soltanto  da  cui  di- 
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d"z  , 

pende  , come  si  è praticato  negli  esempii  del  n”  123, 
Or  supponiamo  che  per  x = 0 le  funzioni 


dz  d*z 

z’  "dT’  di7* 
divengano  ordinatamente 


Y,  Y,  , Y,  , . . Y,,.,  , 


c quindi  funzioni  della  sola  variabile  y , in  questa  ipotesi 
di  x = 0 avremo  dall’  equazione  2 : 


d"z 

TiF 


fjy,  Y, 


dY,  d^YP> 

17’  dx*  > ’ 


d"z 


dimodoché , ed  in  conseguenza  anche 


d"+'z 
’dx"+‘  ’ 


d"+*z 
dx"+*  *** 


diverranno  funzioni  di  Y , Y,  , Y,  , . . . Yn_,. 

Sia  inoltre  f (x  , y , z)  = 0 l’ integrale  dell’  equazione  1, 
j , , dz  d*z  d"“'z  n 

dx  dx  dx"-‘ 

funzioni  per  x = 0 diverranno  identiche  alle  altre  già  men- 
tovate Y , Y,  , Y,  , . . . Yn_i.  Se  dunque  si  svolga  a,  qual 
funzione  di  x , colla  serie  di  Stirling  , si  avrà 


3. 


s-Y  + TY*  + TJY-+-*-+-i5BzrY- 


+ 


1.2.3. ..n 


% , Y , Yt , Y.  , . . . Y_.)  + 


Ma  in  questo  valore  di  z sono  indeterminate  le  funzioni 
Y , Y,  , Yt  , . . . Yn.,  ; il  valore  di  z dipenderà  dunque 
da  n funzioni  arbitrarie. 

Se  z indicasse  una  funzione  di  m variabili  indipendenti 
a?  , y , t , v , . . . il  ragionamento  precedente  non  dovrebbe 
modificarsi  , soltanto  le  funzioni  Y , Y,  , Y,  , . . . Yn,.,  non 
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sarebbero  dipendenti  dalla  sola  y , ma  da  tutte  le  Tariabili 
all’  infuori  di  x.  Quindi  si  iia  il  teorema  : 

Un’equazione  differenziale  parziale  dello  n,'m0  ordine  di 
due  o più  variabili  ; integrata  rispetto  ad  una  di  esse,  por- 
terà seco  n funzioni  arbitrarie  delle  altre  variabili  indipen- 
denti. 

Come  pel  caso  delle  equazioni  differenziali  tra  due  varia- 
bili , noi  distingueremo  qui  quelle  che  contengono  fattori 
costanti  dalle  altre  che  li  hanno  variabili  , imperocché 
le  prime,  quando  sono  lineari , sono  sempre  risolubili , men- 
tre le  seconde  non  sempre  lo  sono.  Noi  cominciamo  Tesarne 
dalle  equazioni  differenziali  lineari  con  fattori  costanti. 


a.  Con  fattori  costanti. 


127. 


Coll'  ultimo  termine  costante. 


Nell’  equazione  di  n*'”®  ordine 


d"z 

dx 


-+A, 


d*t 

dx,,*‘,dy 


-f  A, 


d“z 

dx'-'dy 


T + ' 


i D £1^ 

' D«dx*-"‘ 


+ B^z  = c , 


in  cui  insieme  alla  derivata  dell’ordine  n''m  può  contener- 
si ciascuna  delle  derivate  di  ordine  inferiore,  ed  A,,  A,,... 
B, , . . . Bra  rappresentano  fattori  costanti,  come  costante 
è ancora  il  termine  finale  c.  Ponendo  che  sia  nullo  il  pri- 
mo membro  ed  introducendovi  per  z il  valore  era*+»y  , si 
avrà  un’  equazione  tra  m , n , A, , A» , . . . B, , . . . B,n  , 
il  cui  primo  membro  si  lascerà  scomporre  in  un  prodotto 
di  fattori  binomii  , vale  a dire  che  il  primo  membro  si  tra- 
sformerà in  prodotto  della  forma 

(D,  + a1D)(DI  + a1D)(DI  + a B) . . . (D,+aaD)z  , 
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supponendo  che  il  simbolo  D,  si  rapporti  alla  derivata  di  % 
rispetto  ad  x , e che  D si  riferisca  alla  derivata  di  3 rispet- 
to ad  y , e che  nell’ attuazione  di  questo  prodotto  le  poten- 
ze di  D,  e D siano  trasformate  in  derivate  del  medesimo 
ordine  , come  si  è fatto  nel  n*  103. 

Donde  segue  che  il  valore  di  3 si  comporrà  di  una  som- 
ma di  valori  della  forma 

M(D,  + aD)-,c  , 

M disegnando  il  fatlore  costante  che  appartiene  alla  corri- 
spondente frazione  parziale,  che  nella  scomposizione  del  fat- 
tore di  c risulta  dall’  equazione 

(D,  + «.D)(D, +atD)  . . . (D,  -f  aj))  i = c, 

ovvero 

2.  z - (D,  + atD)-(DI+ a.D)-‘. . . (D,  +anD)~'c. 
Scrivendo  dunque  per  ogni  integrale  parziale  di  3 : 

z = (D,-f  aD)_,c  , 

0 significando  con  questa  equazione  un  integrale  preso  ri- 
spetto ad  x , avremo  pel  n*  103  l’ equazione 

3.  z = e'_“I)(/e*xDcdx  + C) , 

ovvero  , considerando  che  pel  n°  126  la  costante  C deve 
trasformarsi  in  una  funzione  arbitraria  di  y che  indichiamo 
con  <py  , l’ equazione 

z = e~“®  (/e“D cdx  + ?y)  , 

cioè 

. z = e je  cdx  + e ?y. 

Secondo  l'equazione  8 del  n*  103  vale  per  la  forma 
e— “ <py  l’equazione 
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e_**D  = <p  (y  — ax)  , 


c per  la  forma  c,lDc  l’altra: 


C“DC  : 


'{*  + 


axD 


a*x* 


1)’- 


a’x3 


: e + ax  De  + 


• D*c 


2.3 

a1!3 

Taf 


D’ H ic 

D’e  H 


De  , D'e  , D’e  , . . . indicando  le  derivate  di  e rispetto  ad  y. 
Ma  e è una  costante  ; dunque  tutte  queste  derivate  sono 
nulle  , ed  in  conseguenza  sarà 


c“Dc  = c. 


Nella  stessa  guisa  si  troverà  facilmente  dover  essere 

e-»Dc  _ c> 

Quindi 

5.  /e«Dcdx  = cx  , ed  e— ‘D/c“Dcdx  = ex. 

Riunendo  tutte  queste  osservazioni  otterremo  dall’equa- 
zione  4 ; 

6.  z = ex  + p(y — ax) 

come  un  unico  valore  di  z che  rende  soddisfatta  1 equa- 
zione 1. 

L’ integrale  rappresentato  nell’  equazione  4 può  rinvenirsi 
ancora  considerando  in  e“D  il  simbolo  D come  grandezza. 
Imperocché  dietro  questa  supposizione  si  ha 

/e“D  cdx  = 75-  e“D  = D-,(a-'  c e“°). 

Or  il  simbolo  D significa  derivata  rispetto  ad  y , mentre 
per  l’ equazione  5 del  n"  103  si  ha 

D“'(uv)  =»  / uvdx  , 

quando  la  differenziazione  , donde  prowicnc  il  simbolo  D , 


Dia 
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sia  avvenuta  rispetto  ad  x.  Sarà  dunque 

D““  (a-,cc*,D)  = e“Ddy  = — yc*lD  , 

1 fi  3 


e perciò 
quindi  sarà 
7. 


e-*10/ c“Dcdx«=s  ^-y  , 
z=il4-9(y— ax). 

a 


Il  risultamento  espresso  dall’equazione  7 è diverso  da 
quello  dell’equazione  6 , e soltanto  nell’ipotesi  di  c=0  sa- 
rà il  primo  identico  al  secondo.  Pertuttayia  questa  differen- 
za non  è che  apparente.  Imperocché  l’equazione  data: 

z = (DI-faD)"Ic 

risulta  da 

(D.+aDjzssc,  ovvero  da  ~ -f  a = c> 


donde 


di  1 di 

dy  a dx 


ovvero  , ritenendo  il  significato  dei  simboli  D c D,  , 


cioè 


S“  + Td-Ht- 

zsajD-f-lD^  Y za  e— »D«  cdx+«py. 


Ala  se  questa  equazione  si  tratti  collo  stesso  metodo  che 
ha  condotto  all’equazione  6,  si  perverrà  all’equazione  7,  quan- 
do in  questa  si  scambii  <p(y — ax)  con  <pjy — j , ciò  che 

sarà  sempre  ammisibilc  per  essere  arbitraria  la  funzione  9. 

L’ apparente  differenza  viene  dunque  dall’  essersi  fatta  co- 
stante F una  0 l' altra  delle  variabili  indipendenti , mentre 
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F integrale  è «tato  lempre  trattato  allo  stesso  modo.  Del  re- 
tto egli  è facile  a convincersi  della  permessibilità  delle  due 
forme  , considerando  che  la  suddetta  equazione 

d*  . d r 

- — ha  — = c 

di  dy 

risulterà  da  ciascuna  delle  equazioni  6 e 7 , quando  pei 
n°  44  si  elimini  la  funzione  arbitraria. 

Esemplo  1.  L’ equazione 

d *z  , d** 

di'  8 dy*  ° 

secondo  la  nostra  notazione  prende  la  forma 
(D,  — aD) (D,+aD)z  «=■  c , 
donde  z = (D, — aD)~' (D, -f- aD)~' c. 

Rimettendo  ora  a poco  a poco  i fattori  operativi  del  pri- 
mo membro  nell’  integrale  , ne  risulterà 

z = (D, — aD)-'  e““D(./’e*lI,cdx-4-®y) 

uD 

t-tD-aD)-'.— 
vale  a dire 

z = (D,— aD)-  {d-1  ~ ? (y — 

Il  segno  D si  rapporta  alla  variabile  y ; quindi 


cosichè  sarà 

z*(D,~aD)-  j^-f  ?(y-ai)|, 

r perciò 
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«-•“»}  dx  + ^ j + *>(y— ax) , 

quando  sì  consideri  clie  la  funzione  arbitraria  ? (3/  — 1 ax) 
per  le  osservazioni  del  n”  104  non  è obbligata  di  andare 
sotto  il  segno  integrale,  imperocché  se  ciò  avvenisse,  si  ot- 
terrebbe la  forma 


e“D/ e~**D?  (y  — ax)  dz  = e“n/  <p  (y — 2ax)  dx. 

Ma  l’ indicato  integrale  è una  funzione  arbitraria  di  y — 2 ax, 
la  quale  quando  sia  espressa  con  <1>  (y — 2 ax)  , produrrà 
T equazione 

(y — ax)  dx  = (y — ax) 

il  cui  secondo  membro  per  l’equazione  8 del  n*  103  si  tras- 
forma in  f(y — ax)  , quindi  in  una  funzione  arbitraria  di 
y — ax  , già  rappresentala  in  <p  (y  — ax). 

Avendo  riguardo  a queste  osservazioni  si  ottiene  il  valore 

—++(*+“) +f(t— «)> 

ovvero  z — — + 4<y+ax)  + ?(y  — ax  ) , 
essendoché  si  ha 


<7 

aaD 


ìD",?==^/ydy- 


Egli  è facile  convincersi  che  questo  valore  di  z menerà 
alla  data  equazione  differenziale  , quando  siano  eliminate  le 
due  funzioni  arbitrarie  dalle  derivate  parziali  del  2°  ordine. 

Esempio  i.  La  scomposizione  del  primo  membro  dell*  e- 
quazione 


rfy* 


riy 
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ci  dà  (D,  + aD)(D,  — [al)  — 2ab]  ) z = c , 

quindi  z = (D,  + aD)~'  (D,  — [al)  — 2ab])"*  c , 
e scambiando  il  secondo  fattore  coll’  integrale,  si  ha 

z — (Dj-J-  aD)~'e’LxD—2ablr(/’  e— “D+ilh51  cdx  -f-  yy), 
ovvero 


Z = (D,+  aD)“‘  -b^a-  -f  c-^?(y  + ax). 


In  quest’  ultima  equazione  il  fattore  operativo  (D,  -j-  aD)-1 
non  è unito  alla  funzione  abitraria.  E ciò  si  poteva  faro , 
giacché  , come  si  è dimostralo  nel  precedente  esempio  , 
da  una  tale  relazione  sarebbe  risultata  ancora  una  funzione 
arbitraria  di  y -}-  a x.  Or  pel  n"  103  si  ha 


c 

2ab  — aD 


-|(D  — 2b)-'c 


_CL  • 

2ab  ’ 


quindi  Z = (D,  -f  aD)-*  + c~2ahx?(y  + ax)- 


Ma 


(D.  + aDr* 


<=y 

2ab 


gydi  _ cxy 

**  2ab  2ab  ’ 


dunque  + «P(y — ax) -f  e“2*bl?(y + ax). 


Facendo  c = 0 , risulterà 

z = «{'(y  — ax)  + e-»*hT<p(y  +ax) 
qual  integrale  dell’  equazione 


d1* 

di'* 


a1  £i  -f-  2ab  — + 2a*b  ~ = 0. 
dy  dx  ^ dy 


Esempio  3.  L’equazione 

-^  = a-~  + c,  ovvero  (D,— aD>  = c, 
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somministra  per  z il  valore 


z = (D,  — aD*)-,c  = e”11*  ( /e“«D*  cdx  + *,y). 

Ma  e-“D‘e=:C— yD*c  + £i’D*C  — + .... 
vale  a dire 

e-“Dc  = c,  essendo  D*cs=sD‘c==  •••  = 0 , 
quindi 

z = c + e“D*<py  = c -f  yy  + ax?"y  -f  ^ A + • ■ ■ 

Laonde  il  valore  di  z dipende  da  una  sola  funzione  arbi- 
traria <?y  ; e ciò  si  spiega  per  esser  1*  equazione  data  di  pri- 
mo ordine,  quando  s’ integri  rispetto  ad  x e si  riguardi  - 

dy* 

come  costante. 

Altrimenti  andrà  la  cosa  , se  noi  integreremo  rispetto  ad 
y,  e scambiando  sunyec  con — -jr,  scriveremo  l’e- 
quazione proposta  nel  seguente  modo  ; 


illi 

dy* 


C. 


Scomponendo  il  primo  membro  in  fattori , e scrivendo  I),  in 
vece  di  — e D in  luogo  di  — ne  risulterà 

ay  Ux 


quindi 


(D,  — aD“)(DJ-|-aDm)za=c  , 

L li  | 

z = (D,  + aD*  )-'  e*ID*(e— JD-cdy  + Fx) 


Ma  la  ricerca  del  significalo  del  simbolo  e~!*JT)*c,  ovve- 

_I 

ro  e~aj0“  Far , eccede  i limili  di  quest’opera. 
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Dall’  equazione 

— = a -r—  — nz  4 c , ovvero  (D,  4 n — aD*)  z « c 

«ix  dy*  1 ' 1 ‘ 

si  avrà  similmente  l’integrale 


z 


4-  e-“  e*lD*  ?y. 


Questa  equazione  differisce  dall’  equazione  differenziale  del- 
1’ esempio  1.  in  ciò  che  quella  si  trasmuta  in  questa  ponen- 
dovi 3 =>  e~DI  u. 

Esempio  *.  L’equazione 


d"z  , dz 

U a h 

dxdy  ^ dx  * 


-f  abz  ==  c 


ossia  (DD,  +aDi  +bD-f-ab)z  ■=»  c , 

vale  a dire  (DI-j-a)(D-4-b)z  = c , 

ci  dà  z = (DJ-fa)-‘(D-fb)-,c 

= (D4-b)_,c  .e-«(/e"dx  4 <py) 

-(D+b)-y  + e— W 


*<py  -f-  e— 4*. 
Esemplo  3.  Dall’equazione 


d’x 


— 2a 


dxdy  ~ dy* 


dx* 

ossia  (D, — aD)*z=»  c , cioè  z = (D,  — aD)"'c  , 
deriva  immediatamente  per  l’ equazione  5 del  n°  105 


z 


e— “Dcdx* 


ì 


•▼vero  , risolvendo  per  1’  equazione  5 il  primo  integrale  ed 
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apponendovi  la  funzione  arbitraria  <py  , 
z es  e“Di/’(cx4-?y)dx 

= e“D  jy — f-x?y  + 4'4 

■■  -y-  + *?  (y+«)  + 4-  (y  + «)• 

Esemplo  6.  Dell’  equazione 

d’u  „ d’u  _ d’u  . d’u 
di’dy  dxdy*  dx'dz  di  di* 

— 2 — — [-6-^-  -f  7 d'U—  = c , 

dy  di  ' dy  di*  ' dxdydz 

indichiamo  le  derivate  rispetto  ad  x , y , z con  D„  D„  D ; 
scomponendone  il  primo  membro  in  fattori , avremo  1’  equa- 
zione 

(D,-2D,XD.+  D)(Dl-8D)u-c 

Da  questa  subito  avremo,  integrando  a norma  del  signi- 
ficato del  primo  fattore  , 

u = (D,-fDr,(Dl_8D)-*e^D.(/e-2*«*cd>4-  y[y  , zi) 

ovvero 

» - (D,+ D)~ (D.-3D)-’  J-  y S + ? (y  + 2x  , z). 

Lo  scambio  del  fattore  (D,  -f-  D)-1 j — nel  corrispon- 
dente integrale  somministrando  l’espressione 

— -y + + (y,  z— x), 

ed  essendo  in  fine  , 

(», _ 3D)-  ^ j - + -/.(x , .+3 ,) , 
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si  avrà  per  u il  valore 

u « 4-  ?(y+2x  , z)  + 4 (y  , z-x)  + X (X  , z+3y). 

128. 

con  r oltlmo  termine  variabile. 

Quando  nell’ equazione  1 del  n°  precedente  l’ ultimo  ter- 
mine c passa  ad  essere  una  funzione  F (x,  y)  delle  variabili 
indipendenti  x , y , allora  il  primo  membro  di  essa  potrà 
del  pari  scomporsi  in  fattori  della  forma  D,  + al)  , D,  di- 
segnando , come  d’ordinario , la  derivata  rispetto  ad  x e D 
quella  relativa  ad  y. 

Il  primo  integrale,  che  quindi  avremo  a rappresentare  , 
conserverà  l’ espressione 

(D.-f  aD)-fF(x , y)  = e-“D  (/e“°F(x , y)dx+?y), 
che  in  forza  della  serie  di  Taylor  assumerà  la  forma 
e_«o  JF(X  , y+ax)dx-f  ?(y  — ax)  , 
ovvero,  ponendo  /F  (x  , y + ax)  dx  - f(*  , J* +«)  , 

f(x,y)  + ?(y— ax)- 

Questa  espressione  dovrà  sottoporsi  nuovamente  a segno  d’ in- 
tegrazione , quando  la  proposta  equazione  differenziale  sia 
di  ordine  superiore  al  primo.  Intanto  per  le  osservazioni  fat- 
te nel  n°  129  non  è necessario  porre  sotto  segno  integrale 
In  funzione  arbitraria  ? (y—ax) , imperocché  si  avrebbe  per- 
risul lamento  un’altra  funzione  arbitraria  di  y — ax. 
ICscmplo  1.  L’  equazione 

dz  dz  m 

__ a = c*1  cos  ry 

dx  dy 

somministra  per  z il  valore 
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z ea  (D, — aDJ-'c^cosry  , 

cioè  z <=  e**D  f c~ *,D  e"x  cosrydx  -f-  c“D  py  » 
ovvero  , avendo  riguardo  al  teorema  di  Taylor  , 


z = e‘,xn</’ enx  cosr  (y — ax)dx  + <?  (y-fax). 

Per  attuare  l’ accennala  integrazione,  poniamo  invece  di 
cosr  ( y — t ix ) la  relativa  quantità  esponenziale:  cosi  avremo 

nz  «rj  nx  — iry 

e e . e .e  . , . x 

z “ T(H=5)  + 2(ri  4-iar)  + 9 + ’ 

e se  vengano  eliminate  le  quantità  esponenziali  e ridotte  le 
frazioni  ad  uno  stesso  denominatore  , si  avrà 


: en* 


ncos  ry  — arsen  ry 


n1-J-a’!r* 
Esempio  2.  All’  equazione 


?(y  + ax). 


H'z 

ili* 


<I’Z 

dP" 


*y 


corrisponde  il  valore 

z = (D,  — aD)-‘  (D,  4-  aD)-1  xy. 

Quindi  , se  sia  rappresentalo  l’ integrale  del  primo  fattore  , 
si  avrà 


z = (D,  + aD)-1  e“D  f e-,lD  xy  dx  + e*xD  py. 

Ala  per  la  serie  di  Taylor  si  ha 

0-„d  y = y ax  , 

in  conseguenza 

(,j.Djc-.rD  xy dx=e“D / (y— ax)xdxs=eslD|-^-x’y — * 


ovvero 
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e“D/e-“Dxydx  =*  lx’(y-fax)— i-ax’=  jx‘y+  jj-ax\ 
Risulterà  dunque  da  una  seconda  integrazione 

z t x'y  + ?(y+ax)  4-  4 (y— ax). 


Esemplo  S.  L’equazione 
d’z  . <I*z 


i cos  ax  cos  by 


dx4  dy* 
dà  per  % ii  valore 

z t=  iD)~'(D, — iD)~'cosaxcosby  , 

ovvero 

z=a(D,  — iD)~‘ e-’10^ e“Dcosaxcosbydx  -f  e-ixDyy. 
Or  essendo 

e‘*D  cos  ax  cos  by  = cosa  xcosb(y-(-ix) 

*=  -l  cos  (ax  + b [y  + ix])  + -i  cos  (ax  — b [y  + ix])  , 


sara 


s 


eUDcosaxcosbydx  i 


scn(ax+b[y+ix])  , sen(ax — bjy-f-'*]) 


2(a-|-ib) 


2 (a — ib) 


Introdotto  questo  valore  nell’ equazione  precedente,  fatte  lo 
semplificazioni  e rappresentato  l’ integrale  secondo  il  fatto- 
re (D,  — iD)  ‘ , ne  risulterà 


ovvero 


cos  (ax  -f-by)  + cos(a  x — by 


2(a*-ft>') 
cos  ax  cos  by 


+ ?(y— «)  + + (y+ix) 


a*  + b 

Esempio  4.  L’ equazione 


+ ?(y— i*)  + 4'(y  + ix). 


d %i  , dz  dz 

+ a -d7  + b — -f  ahz  = 
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mena  all’  integrale 

z = (D,4-  b)—  (D  + a)-  enr+r* 

= (D-|-  a)-1  c~bzf  ehx+nx+rJ  dx  + e~bl  ®y  » 
e«+'r 

ovvero  z s=  (D-j-a)-1-^^ he~ b*?J> 

ed  attuando  la  seconda  integrazione  , si  avrà 


»+rj 


(a+r)(b-fn) 

Esemplo  S.  Sia  data  l’equazione 


f e~bl  yy  + e-41 4*. 


d'i  d’z 

di*  ^ dxdy 


4*  — x -f  y. 


Potremo  subito  scriverla  sotto  Ja  forma 

(DI+L))(Di4-2D)z  = x-f  y , 
dimodoché  s ne  avrà  il  valore 


z = (D,  + D)-(Dl  + 2D)-(x  + y)> 

ovvero 

z = (DI-f2D)~,e-*Dy’ e*D(x-fy)dx  4-e~*D?Y* 
Or  essendo 

/e*D(x  + y)dx  = /(x4-y4-x)dx  = xy4-x*  , 

sarà  z = (D,4-2D)-,xy + ?(y— x)  , 

ovvero 

* = y — y *’  + ? (y— x)  4-  'Ky— 2x). 

Esempio  G.  Nell’equazione 


du  dii  . du 

— -4-a  — + c — -=xyz 
di  dy  di  J 
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le  derivate  di  u rispetto  ad  x , y , z siano  ordinatamente 
espresse  da  D,  , D,  , D ; essa  prenderà  la  forma 

(D, + aD,  + cD)  u = xyz  , 

donde  u = (Ds+aD1-f  cD)"'xyz. 

« 

Eseguendo  l’ integrazione  rispetto  ad  x,  cosicché  y,  e s sa- 
ranno riguardate  come  costanti  , risulta 

u = e— 1 “*>i— «D<  J'  e*xI)>+cxDxyzdx. 

Or  per  la  serie  di  Taylor  , nell’  equazione  8 del  n*  103,  si  ha 

ewD.-HxD  xyz  = e“D.  xy  (z  + ex)  ==  x (y  -f  ax)(z -f- ex)  , 

cosicché  si  avrà 

1*1  1 

ye«i>,+«Dxyzdx  = — x’yz  + Yx’(az  + ci')  T acx*  ’ 

ed 

u = y x*(y — axX7- — cx)+  ~ x(atz — cxl+ety — axl)+"^‘  acxl> 

vale  a dire 

u = y x’  y z — x*  (cy -f az)  -f  acx‘ . 


1).  Con  fattori  variabili. 

129. 

Equazioni  del  primo  ordine. 

Nei  due  numeri  precedenti  si  è supposto  che  i fattori  P, 
Q dell’  equazione  differenziale 


1. 


pÌi+Q-Ìi=R 
dx  dy 
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fossero  costanti , e che  R fosse  del  pari  costante  o funzione 
delle  variabili  indipendenti  x ed  y.  Resta  ora  a far  ricerca 
sulle  equazioni , nelle  quali 

1.  P dipenda  da  x , Q da  y , R da  x ed  y ; ovvero 

2.  P da  * , Q da  y , R da  x , y e z ; ovvero 

3.  P,  Q,  R dipendano  dalle  tre  variabili  x , y , a. 

1.  Se  P è funzione  di  x , Q di  y , R di  x ed  y , biso- 
gnerà soltanto  introdurre 


y 


dv  , ovvero 


u > 


v, 


perchè  1’  equazione  1 si  riduca  al  caso  del  numero  prece- 
dente, stantechè  si  avrà  un'equazione  tra  z,  u e v con  fat- 
tori costanti,  ed  uà  termine  tinaie,  funzione  delle  variabili 
indipendenti  u e v. 

2.  Ma  se  R è una  funzione  di  x , y e z , ovvero  R-}-S?z. 
S dipendendo  da  x ed  y , allora  l’ introduzione  di 


<lz 

V* 


= dZ  , ovvero 


C _dz 


ricondurrà  dinuovo  1’  equazione  1 al  caso  del  n°  128. 
Esempio  1.  Nell’equazione 


pongasi  ^-  = du  , ~ = dv  , quindi  — 


, . z 

X dx  ^ dy  y 


x“  y 

essa  si  trasformerà  in 


=v. 


dz  dz  v 

du  dv  u3  * 

il  cui  integrale  sarà  espresso  da 

z = (D,  + D)-1  - J.  = + 


c-uDpV  j 
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ovvero  da  z «**  e uD  ^-^j-du -f*  ?(v  — u)- 

Eseguita  la  integrazione  , e moltiplicatone  il  risullamcnto 
per  e"“D , si  avrà 

1 ■ + ?(»  — “)» 


2u*  2u 


ossia 


Ì + ± + pjI=?« 

2y  ' 2 i r ^ 


2y 


Similmente  , inserendo 


di  , dy 
— = du  , — = dv  , 
x y 


si  avrà  dall'equazione 


d*z 


dJ« 


X dx*  ^ dy* 


xy 


l’integrale  z a xy  log  x -f-  x<p  (xy) 


e dall’  equazione 
. d*z 


dx* 


2xy 


d*z 


d** 


xray° 


l’ integrale 


Xmj" 


Finalmente  V equazione 


dxdy  1 dy* 


du  dU  , dii  ij 

IdT  + 5lf+IV  = al’  + V 


per  mezzo  di 


«li  ^ jty ^ jU 

_ u,  y — ' > t *= 


conduce  all'altra  : 
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dU  , dU  . dU 

^ f-  - — b all  -f-  cu+T— " , 

du  dv  dw 

ovvero  U s=a  (D, -j-  D,  -f-  D — a)"'  eM-»— *»  , 

d»"de  - t!' 

Esemplo  a.  Nell’  equazione 

dz  , dz  nz  dz  dz  n 

— — Um— — =*  — , ossia  — - — V-  m— —=» — 
di  dy  y zdx  zdy  y 

dz 

pongasi — «=»du,  ovvero  ia  «=  u , a fine  di  ottenere  dalla 

Z 

nuova  equazione 

du  . du  n , n 

ovvero  u (D,  + mD)~  — , 

l’ integrale. 

u = e-°“D/ eattD  dx  + e-m,D4'y  > 
ovvero  u ^ ly  + 14  (y  — mx) , 

# 

rn 

cioè  z =*=  y - <p  (y — mx). 

I,’  equazione  proposta  si  può  immediatamente  risolvere. 
Imperocché  prende  essa  la  forma 

^4-jmD--yjz®0, 

nella  quale  il  fattore  mD  — — vale  per  costante  , quando 

y 

r integrazione  avviene  rispetto  ad  x.  Quindi  per  V equazione  3 
del  n°  111  si  avrà  per  y : 

z = e y ?y. 

Quanto  alla  grandezza  esponenziale  dell’  espressione 
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— /(mD4-K)d» 

e ®y  i 

nella  quale  D è provvenuta  da  , e R dinota  una  fun- 
zione di  x ed  y , può  il  primo  termine  f mDrfa;  dell’  espo- 
nente non  avere  immediata  influenza  sul  secondo  fKdx; 
ed  allora  non  si  potrà  scambiare  la  precedente  espressione 
colla  forma 

e'  (e  vy) 


a fine  di  estendere  il  fattore  operativo  e ■f®Dd*  alla  prossima 
funzione  di  y.  E quando  il  fattore  operativo  debba  eserci- 
tare una  tale  influenza  , allora  la  sua  forma  oppostu,  cioè 
Da*  si  dovrà  unire  e , Kix5  c presentare  l’espressio- 
ne precedente  sotto  la  forma 


/ snDdx  — - / (»nD — R)dx 

e (e  ©y. 

In  conseguenza  di  questo  significato  del  primo  fattore  del 
nostro  valore  di  % avremo  dall’  equazione  precedente 


z 


— / mDdx  / 

e .e 


ndr  ndx 

“7"  — /nAlx,  -^-/mDdr  f ~Z~ , \ 

*? y = e (e  [e  y ]?j). 


Or  si  ha 


, , l'djc 

ni  / Ddx 

e . e > = 


mi!)  / 

e e 


ndx 


» 


e 

quindi 


mix 

y-finx 


1 (y  -f  mx)  , 


— ni*D  — 

z = c (em 


?y) 


n 

e«  o(y  — mx) , 


il 

ovvero  z = ymp  (y  — mx). 

Coi  due  metodi  dall’ equazione 
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di  dy  x+y 

si  ottiene  l1  integrale 

X 

z = e j+*  ? (y + *)• 

Cercando  I*  injegrale  per  mezzo  del  fattore  operativo  , si 
viene  a dare  immediatamente  all’  equazione  la  forma 


la  quale  corrisponde  all’equazione  8 del  n°  111  , e dà  per 
integrale 


z = 


/ Ddi . _/  Ddx  / 

W = e ([e  e 


dx 


dx 


. dx 


Ma  poiché 

c"^Ddl.e^+i=e",D.e^+i  = i = c* , 

cosi  si  avrà  per  a il  valore 

D x x 

z = c1  (eJyy)  = e,+Jp(y  + x). 

Del  pari  dall’equazione 

dz  , dz  z 


idi  1 y dy  y*  7 

ponendovi  xdx  = du  , ydy  — dv  , si  avrà  l' altra  : 

dz  dz  z 

du  dv  2v  ’ 

la  quale  per  le  due  suddette  vie  menerà  all’  integrale 

* = y?(y3— x’)- 

Similmente  dall’  equazione 

dz  z 


dz  dz  dz 

y — — H — = z , ovvero 1 

di  1 dy  ’ xdx  ’ ydy 


*y 
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si  avrà  l’integrale 

z = (y4-x)<p(y*  — x’). 
Esemplo  3.  L’equazione 


diviene 

ponendovi 


, dz  , * dz  (1  + **)* 

+ * -d7=— 7— 
dZ  , dZ 
-dT+  dv  “*  ’ 


dx  , dy  , xdr.  ... 

ss  du  , — - = dv  , t — > 

**  y (i+^r 

1 l J_  r 

osssia — s=  u , _=s  v , (1 -j-z‘)*  = Z. 

L’ integrale  di  questa  equazione  è 

Z =*  c-a0f  euDdu  + e- “Dyv  , 

ossia  Z — e-°°  u + o(v— u)  , 

ed  essendo  e~uDu  = u,  avremo  mercè  la  restituzione  di 
x , y e a , 

i 1 , il  I > 

(l+«T— T + flfTl- 

Slmilmente  da 

(Il  . llz  a / a 

xir+s  d7’“2’‘s(a 


si  ha  l’integrale 

z 

= a sen 

e dall’  equazione 

d i 

X dx 

l’ integrale 

z*  = 

z’=*l  +fjy}' 
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130. 


Continuazione. 

3.  Quando  nell'  equazione  del  numero  precedente 

1.  pÌL-f-QÌi=R 

di  dy 

P,  Q , R disegnano  funzioni  di  x,  y , a,  rappresentiamo- 
ne P integrale  con  F (x  , y , z)  = 0.  Mercè  le  derivate  par- 
ziali di  questa  equazione  integrale 

dF  dF  dz  _ dF  dF  dz  _ 

"dì  *dT  ' dT  “ U > 17+  dT‘'d7!!SaU 

l’equazione  1 si  trasforma  in 

2-  P-^  + Q-^  + R-^”0’ 

dx  dy  dz 

dalla  quale , mercè  il  differenziale  totale 

dF  dF  dF 

— — dx  4-  dy  4-  dz  = 0 , 

di  1 dy  J 1 dz 

dF 

può  eliminarsi  una  delle  derivate  parziali.  Eliminando  — , 

OX 

si  ottiene 

(Qdx-Pdj)  £ + (Rdx-Pdz)  •£  = 0 . 

Questa  equazione  dovendo  esser  soddisfatta  per  ogni  va- 

, dF  dF  , 

lore  di  — t—  c — - , lo  sara  ancora  per 
dy  dz  K 


dimodoché  conduce  alle  condizioni 

Qdx  — Pdy  = 0 , Rdx  — Pdz  =»  0 { 
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dalle  quali  eliminando  dx  si  avrà  la  terza  condizione 
Kdy  — Qdz  =»  0. 

Or  posto  che  sia  possibile  trovar  l’integrale  di  due  di 
queste  tre  equazioni  , siano 

p(x,y,z)  = a,  x}.(x,y,z)  = b 

questi  integrali  colle  costanti  arbitrarie  a e b.  Togliendone 
i valori  di  y e a,  ed  introducendoli  nell' equazione  F(x,y,s)==0, 
si  avrà  una  relazione  tra  x , a e 6 , cioè  f(x,a,b)  — 0ì 
la  quale  sarà  impossibile  , finché  i termini  contenenti  x 
non  si  distruggano  a vicenda,  dimodoché  ne  risulterà  1’ c- 
quazione 

3.  f(a,  b)  = 0,  ovvero  b = f (a). 

Ma  l’ integrale  F (x  , y , z)  = 0 dell’  equazione  1 conterrà 
una  funzione  arbitraria  , quindi  nell’  equazione  b = fa  do- 
vrà fa  essere  ancora  una  funzione  arbitraria. 

Laonde  per  trovare  l' integrale  dell’  equazione  1.  si  do- 
vranno cercare  gl’  integrali  di  due  delle  equazioni 

4.  Qdx  — Pdy  = 0 , Rdx  — Pdz  = 0,  Hdy  — Qdz  = 0, 

c stabilire  una  relazione  arbitraria  tra  le  costanti  di  quesl’in- 
legrali. 

Se  di  una  sola  delle  equazioni  4 sia  possibile  aver  l’in- 
tegrale , allora  è da  cercarsi  tra  due  delle  variabili  una  re- 
lazione tale  , che  introdotta  in  una  delle  rimanenti  equa- 
zioni ne  faccia  sparire  una  delle  variabili  , e la  renda  cosi 
integrabile.  Così  si  avrà  dinuovo  una  relazione  arbitraria 
tra  le  costanti  a c 6 degl’  integrali  , cioè  b — fa. 

Del  resto  si  riconoscerà  facilmente  chela  possibilità  d’ in- 
tegrare le  equazioni  4 dipende  da  ciò  che  z non  sia  conte- 
nuta in  P c Q , y in  P ed  R , ed  x in  Q ed  R. 

Le  precedenti  conclusioni  possono  estendersi  ad  un’e- 
quazione differenziale  del  V ordine , nella  quale  siavi  un 
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maggior  numero  di  variabili.  Prendendo  ad  esempio  r equa- 
zione 


pÌf  + Q±i  + R^=S 

d*  dy  dz 

si  avranno  a risolvere  le  Ire  equazioni 

5.  Pdy  — Qdx  = 0 , Pdz  — Rdx  = 0,  Pdu  — Sdx  = 0, 

i cui  integrali  meneranno  alle  equazioni 

U = a , V = b,  W = c, 

e tra  questi  si  dovrà  stabilire  una  relazione  arbitraria  , cioè 
?(U  , V , W)  = 0. 


Esempio  1.  Dall'equazione 


dz  , dz 

‘■sr  + i-57 


nz 


si  dedurranno  a norma  delle  equazioni  4 le  relazioni 
xdy  — ydx  = 0,  xdz  — nzdx  = 0, 
le  quali  sono  integrabili.  Gl’  integrali  sono 


Quindi  l'integrale  dell' equazione  proposta  sarà 
-p-  =>  ? jy-j , ovvero  z = xn?  jlj. 
Esempio  2.  L’  equazione 


dz  - dz  , n 

X-3T  + Z d7  + J = ° 


conduce  mercè  le  equazioni  4 alle  relazioni 

xdy  — zdx  = 0,  xdz  + ydx  = 0, 

Nessuna  di  queste  due  equazioni  è integrabile  , ma  in  vece 
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Io  è la  seguente  da  esse  dedotta 

ydy  -j-  zdz  = 0. 

L’  integrale  è 

y*  z*  = a*  , ed  y = ^ a1  — z'. 

Introdolto  questo  valore  nelle  due  equazioui  di  condizione  , 
si  avrà 

51 4.  dz r «=  0 , quindi  Ix  -f  arcsen  = lì) , 

1 (a’-z’)^ 

« 

wcien—  . , , 

e b = xe  ,Bf(j  + z)i 

nella  qnale  ultima  equazione  è da  introdursi  il  valore  di  a. 
Esempio  5.  Dall’ equazione 

(Cj  - B*)“  (Ax-C*)  -g—  Bx  - Ay 

si  hanno  le  equazioni  di  condizione 

(Cy  — Bz)dy  — (Az  — Cx)  dx  = 0 , 

(Cy  — Bz)dz  — (Bx  — Ay)dx  = 0 , 

(Bx — Ay)dy  — (Az  — Cx)  dz  = 0. 

Moltiplicatane  la  prima  per  x , la  seconda  per  y , c divisa 
la  loro  somma  per  Bx  — Ay  , si  ha 

xdx  + ydy  + zdz  =»  0 , donde  x*+  y*4-  **=  a*- 

Ma  se  si  moltiplichi  la  seconda  per  A , la  terza  per  B , si 
sottragga  quella  da  questa  e si  divida  la  differenza  anche  per 
Bx  — Ay  , risulterà 

Adx  -f-  Bdy  -f*  Cdz  = 0 , quindi  Ax  + By  + Cz  = b. 

Ita  questi  due  integrali  si  ottiene  per  integrale  generale  dol- 
I’  equazione  proposta 
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*’+  J‘+  ? (Ax  -f  By  + Cz). 

Collo  stesso  metodo  dall’equazione 


, dz  . dz 
^ + x^s=xz 


si  avrà  1’  integrale 


e dall’  equazione 


*= y ? (**—  y*)  » 


<y+«>£  + (i -.*)£— 

l' integrale 

1 - (x* + y*)^  ? {are  tg  j - 1 (x* + y*)J- 

Esempio  4.  L’  equazione 

*£  + ("  + ’) -^+(u  + y)£~y  + z 


dz 


in  Forza  dell’  equazione  5 somministra  le  equazioni  di  con- 
dizione 

xdy—  (u-f  z)dx  = 0, 
xdz  — (u  + y)  dx  = 0 , 
xdu—  (y  + z)dx  = 0. 

Sottraendo  la  seconda  dalla  prima,  la  terza  dalla  seconda, 
ed  addizionandole  tutte  tre  si  avranno  ordinatamente  le  e- 
q nazioni 

x (dy  — dz)  4-  (y  _ Z)  di  na  0 , 
x (dz  — du)  + (z  — u)  dx  = 0 , 
x (dy  -f  dz  -J-  du)  — 2(y  -f  z -f  u)  dx  e=  0 , 

dalle  quali  si  deducono  gl’  integrali 

x(y— z)  = a,  x(z-.,)  = b,I±^-c, 
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dimodoché  all’  equazione  proposta  apparterrà  1'  integrale 
y + 7 +—  = - 7.)  , x(z.  — 11)). 

X* 


131. 


Equazioni  del  2°  ordine. 


Nell’  equazione  del  2°  ordine 


1. 


d*z 

Tix7 


(12Z 


rp_-_L._t-0  — + R*=0 
+ dxdy  ^ V di»  ^ 


dz  dz_ 

siano  P , Q , R funzioni  di  x , y , a , -jjj  » Jy  • 
do  per  brevità 


Ponen- 


dz  dz  d*z  __  _£*_ 

■d7  — P’  dy  ==9<1’  dx‘  ’ dxdy 


J 


T equazione  1 assumerà  la  forma 

2.  r+ Ps4-Qt4-R==°- 

Ma  dalle  precedenti  equazioni  delle  derivate  parziali  si 
hanno  mercè  la  differenziazione  di  p c q le  relazioni 

t]p  = rdx  + sdy  > d(I  “ sdx  ldy  ’ 

per  mezzo  delle  quali  si  potranno  eliminare  r c t dall’  e- 
quazione  2.  Fatta  questa  eliminazione  , risulterà  l'equazione 

dp  dy  -f  Qdxdq  + Rdxdy  — s (dj’—  Pdxdy  -f  Qdx’)  = 0. 

Questa  equazione,  dovendo  valere  per  ogni  valore  di  s,  som- 
ministra  le  due  condizioni 


3.  dpdy  4-  Qdxdq  -{-  Rdxdy  = 0 , 

dy^  — Pdxdy  -)-  Qdx*  =■  0. 
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Or  ponendo  dy  *=»  K dx  , la  seconda  delle  equazioni  3 si 
trasforma  in 

K*  — PR  -f  (T=0  , 

le  cui  radici  indicando  con  k e kt  , la  relazione  tra  y ed  x 
sarà  formata  dalle  due  equazioni 

4.  dy— kdx  = 0,  dy  — k.dxrsO. 

Nel  tempo  stesso  la  prima  delle  equazioni  3 coll’  ajuto  del- 
le equazioni  4 ci  dà 

5.  kdp  -f  Qdq  + Rkdx  = 0,  k,  dp -f  Qdq -f  R k,dx  =0. 

Or  si  potranno  risolvere  le  equazioni  4 e 5 rispetto  k o 
k , , dimodoché  essendo  i loro  integrali 

li  =a  , V =b, 

disegnerà  U = F(V)  il  primo  integrale  dell’equazione  1. 
E cercando  a norma  del  n°  precedente  l’ integrale  di  questa 
equazione  , si  avrà  l’ integrale  completo  dell’  equazione  1. 

Si  potrà  ottenere  ancora  questo  integrale  , integrando  , 
quando  ciò  sia  possibile,  Je  due  coppie  delle  equazioni  4 e 5, 
e deducendone  la  relazione  U,  = f(V,);  indi  da  questa  e- 
quazione  e da  U =>  F (V)  si  elimineranno  p e q. 

1 calcoli  all’  uopo  nccessarii  potranno  divenire  cosi  diffi- 
cili , che  nella  loro  stessa  difficoltà  la  soluzione  incontri 
un  ostacolo  insormontabile.  Ma  se  P , Q,  R sono  costanti, 
1’  equazione  1 sarà  sempre  risolubile  , coni’  è già  noto  pei 
ir  127  e 128. 

Anche  le  equazioni  della  forma 


•ì'z 

tlidy 


p 


d»z 

dxdy 


+ Q, 


quando  P e Q disegnino  funzioni  delle  variabili  indipenden- 
ti a;  ed  y , ammettono  una  facile  soluzione,  col  porvi 

= p ; ciò  che  le  trasforma  nelle  equazioni 

Franile  Calc.  Inteo:  35 


— *U6  — 


<ip  a p dP 

dy  “ ’ dy 


Pp4  U, 


le  quali  si  Tanno  ad  integrare  secondo  i n>  129  e 130. 
I nemplo  f . L’ equazione 


. d**  «,  d’*  i „>  A"r 

^ "di*  ^ dx  dy  ^ dy* 


ovvero 


d*z 


d’i 


p*  d’z 
"q*"  di* 


‘0, 


,0, 


di*  q dxdy 

Della  quale  p c q hanno  il  significato  di  sopra  detlo  , dà 


in  vece  dell’  equazione  3 l’ altra  : 

k*  + 2 — k -f-  — - = 0 , ovvero  qk  + p = 0. 

q q 

Mercè  questo  valore  di  k la  relazione  dy  — kdx  = 0 di- 
• viene 

~ dx  -f  dy  <=  0 , quindi  z = a. 

Ma  la  prima  delle  equazioni  3 ci  dà 

— pdp-+-qdq  = 0,  quindi  -~  = be  _F_  = ? z , 
ia  dz  dz 

c poiché  da  p — bq='U,  ossia  — — b — = 0 

risulta  i ebxD  f y ■=  f (y  + x)  » 

sarà  z = f (y  + x ? z). 

Nello  stesso  modo  dall’  equazione 

r x*-f  2 sxy  + ty*=  0 

si  ha  l’integrale 

rH-!++Hi* 
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e dall’  equazione  r x*—  t y*=  0 
l’ integrale  z = (xy)r  ? |-j-j  + 4-  (xy). 

Esemplo  *.  L’  equazione 

c!“z  d*z  4P  _ 

«Ix1  dy*  +TfF_  U 

a norma  dell’  equazione  3 somministra  per  k : 

k* — 1=0,  ovvero  k = -}-  1 , e k = — 1, 
cosicché  le  equazioni  3 e 4 producono  ì due  sistemi 

dy  — dx  = 0 , dp-dq  + l^  = 0, 

dy  + dx  = 0,  dp  + dq  + 1^-0. 

All’equazione  dy — dx  = 0 appartiene  l’integrale  y—x—a,' 
pel  quale  a cagione  di  x=y — a la  corrispondente  equazione 

4pdx  _ . _ . , , 4pdi  _ 

dp  — dq  -( = 0 si  trasforma  in  dp  — dq  + --  — - =0, 

X“t“j  j 

ovvero  in 

(2y — a)(dp  — dq)  -f-  4pdx  — 2pdy  + 2pdx  = 0 , 

quando  si  moltiplichi  per  2y  — a ed  al  prodotto  si  aggiun- 
ga — 2p(rft/ — dx)  = 0.  Or  si  ha  2pdy  = 2pdx , e se  in 
vece  di  2 pdx  si  ponga  l’ equivalente.  2 dz  — 2 qdy  , si  avrà 
l’ equazione 

(2y — a)(dp — dq)  -+-  2 (p— q)  dy  + 2dz  = 0. 

1 due  primi  termini  del  primo  membro  di  questa  equazio- 
ne rappresentando  il  differenziale  completo  di  (2y — a)(p — q) , 
avremo  dall’  integrazione  di  essa 

(2y — a)\p— q)  + 2z  = b = fa  , 
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ovvero  , introducendovi  il  valore  di  a , 


p — q-f 


2z 

J+* 


f(y— *) 


y+* 


Inoltro  l’ equazione  precedente  tfy-f  dx  = 0 somministra 
l’ integrale  y + i = et  e se  questo  valore  di  x -f  V *’ in- 
troduca nell’  ultima  equazione  , si  avrà 


dz  _dz_  | 2±^ *"(y — x) 

dx  dy  ' c c ’ 

donde  pel  n°  128  l’integrale 

1 **  + Dz  C **  ** 

z=  — e « f(y — 2x)  + e e?(y  + x). 

Esempio  3.  L’equazione 


d*z  ..  dr,  dp  , . 

x-^T=S5(n—'1)-^-  > ovvero  x — = (n-l)p 

dà  per  primo  integrale 

p = -J-'=,xD~’+?y» 

che  poi  conduce  all’integrale 

2 = “-*"  + *7>y+ 't^- 


Siinil  mente  dall’ equazione 
d*z 


ax 


dx* 


(i‘+y’>T 


si  ha  l’ integrale 

z = -lax(x*-{-f)v4-y  asll(x+[x*+y’r)4-x?y+iy; 

dall’  equazione  = Cx"+y1*f  Z*)T 
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si  ottiene  il  primo  integralo 

77  — y (x* + Y ' 1 ■ + + ?'  (Y  » *)  , 

donde 

* “ 4 * y (x‘+y‘  + zT  4-  *?'(y > *)  -f  4(* . *)  ; 

del  pari  che  da  ■ '*  z , — x« 

diily  J 

l’integrale  z * x’y* -j-?Y  4*  4** 

132. 

Equazioni  differenziali  simultanee. 

Se  più  equazioni  differenzali  tra  più  variabili  x,  y, 
che  dipendano  da  una  variabile  t o da  più  di  una,  si  consi- 
derino coesistenti,  allora  queste  equazioni  differenziali  si 
diranno  simultanee. 

Coesistano  n di  tali  equazioni , e sia  n il  numero  del- 
le variabili , che  siano  dipendenti  dalla  sola  t : si  potranno 
allora  da  n — 1 equazioni  eliminare  altrettante  variabili, 
ed  ottenerne  una  sola  tra  t ed  una  delle  variabili  che  ne 
dipendono.  Questa  equazione  finale  , quando  sia  integrabile , 
menerà  a trovare  le  altre  variabili. 

L’eliminazione  delle  variabili  è un’operazione  puramente 
algebrica,  e propriamente  quella  di  eliminare  n — 1 incognite 
da  n equazioni  cori  n incognite  , per  ottenere  una  sola  e- 
quazione  con  una  sola  incognita  e con  quantità  costanti. 
Siano 

1.  -Ìi  + Px-f-Qy  = R,  £ + PIi  + Q.y-R., 
ovvero 
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di  + Pxdt  + Qydt  = Rdt , dy  4-  P.xdt  4-  Q.ydl  = R,dt 

due  equazioni  simultanee , nelle  quali  P,  Q,  R,  P, , Q, , R, 
potranno  essere  funzioni  di  t : se  ne  formerà  una  sola  e- 
quazione , moltiplicando  la  seconda  per  una  funzione  K di 
t e sotto  questa  fórma  addizionandola  alla  prima.  Si  avrà 
cosi  l’equazione 

2.  (P4-KP.)  jx4-  y Jdt4-dx  + Ildy=(R4-KR1)dt, 

la  quale  sarà  di  primo  ordine  rispetto  ad  x e f,  se  si  abbia 

8.  d*  + Ed,  = 4ji+-^4 

Pongasi  quindi  x 4-  ^4^7  K = ui 

1’  equazione  2 prenderà  la  forma 

4.  ' (P  4-  PK,)udt  4-  dn  = (R  4-  KR,)d<. 

È questa  un’  equazione  lineare  del  1°  ordine  in  cui  le  va- 
riabili u e t si  mostrano  separate.  Aggiungasi  che  l’equazione 
3 occasionando  la  relazione 

„ Q+KQ. 


K ne  riporterà  due  valori. 

Se  i fattori  P , Q , R , P, , Q, , R,,  sono  cosinoti , lo  sarà 
anche  K,  e 1’  equazione  4 potrà  sempre  integrarsi , dimo- 
doché per  ogni  valore  di  K se  ne  avrà  uno  in  t ed  u , ed 
in  conseguenza  due  equazioni  , 1’  una  in  z c t , 1 altra  in 
y e t. 

Queste  due  equazioni  si  potranno  ancora  ottenere  merce 
la  differenziazione  delle  equazioni  simultanee  , come  si  ri- 
leverà dagli  csempii  che  seguono. 
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Esemplo  f.  Siano  date  le  equazioni  simultanee 

ÌL  + Ax  + By  = 0,  ÌI+AlX  + B,y  = 0, 

nelle  quali  A , B , A,  , B, , disegnano  numeri  costanti. 

Si  moltiplichi  la  seconda  di  esse  per  K,  indi  si  addizioni 
alla  prima  , si  avrà 

(A+KA.jjx+lig-yjdt  + dx  + Kdy-O, 


ovvero  , per  essere 


dx  + Rdy  = d jx  4 
(A4-KA,)udt4-du 


E 4 RB, 
A + K.A, 
= 0. 


Da 

segue 


B4RB. 

À KAj 


K 


&'+ 


Ai 


- K 7"  = 0 

A 


=»  du  , 


* 


e dinotando  con  k e k,  le  radici  di  questa  equazione  , si 
avrà  da 

(A4-hA,)udt  4-  du  = 0 
l’ integrale  u = Ce-ht , ponendo  h=A  4*  kA,. 

Similmente  rispetto  a kt  si  avrà 

ul  = CIe-h‘, , essendo  h,  = A4-k,A,. 

E poiché  du  = dx  4-  kdy  , du,  =>  dx  4-  k«  dy  , 
l’integrazione  di  queste  equazioni  ci  darà 

x 4-  ky  = Ce-ht , x 4-  k,y  = C,e-h‘*  , 

Ip  — Lfe 

donde  y = j” ^ > 

k,Ce~hl— KC,e~h,t 
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Agl’  integrali  delle  equazioni 

du  ==  dx  -f-  kdy  , du,  = dx  + k,dy 

non  si  sono  aggiunte  costanti,  poiché  queste  non  sono  più 
arbitrarie,  ma  in  vece  dipendenti  da  C e C,,  e quindi  uni- 
te a queste  non  ne  formerebbero  che  due  sole. 

In  generale  le  equazioni  simultanee  danno  tante  costanti, 
per  quante  ne  indica  la  somma  dei  numeri  di  ordine  mas- 
simo delle  derivate  di  ciascuna  equazione. 

Dagli  ottenuti  valori  di  a;  ed  y si  dedurranno  facilmente 
le  forme  convenenti  al  caso  in  cui  le  radici  k e fc,  siano 
eguali  ed  immaginarie. 

Or  risolviamo  le  equazioni  con  altro  metodo. 

Si  moltiplichi  la  prima  delle  equazioni  date  per  D -f-  B, , 
D indicando  la  derivata  rispetto  a t , vale  a dire  clic  si  por- 
rà in  vece  di  x,  p.  e.  la  quantità 

(D  + B.)  x = Dx-f-Blx  = -^--f  B,x  , 

dx 

ovvero  in  vece  di  la  quantità 


(D+B,)dx_  Odi  , n dx  _ d«x  , n dx 
dt  dt  dt  di*  di' 


E cosi  dalla  prima  equazione  si  avrà 

^ -ir + A ^-+ "■« + Bx + 

Or  sottraendone  la  seconda  equazione  moltiplicata  per  B,  cioè 
B^  + A.Bx  + BB.y^O, 


y sparisce  e si  ottiene 

■^  + (A  + B,)£  + (AB,-A.B)-0. 
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Siano  a , 6 le  radici  dell’equazione 

z*  4"  (A  + B,)  z -f-  (AB,  — A,B)  *=  0 ; 

l’ ultima  equazione  differenziale  che  si  è trovata,  assumerà 
la  forma 

(D4-a)(D4-b)x«0  , 

il  cui  integrale  , com’  è noto  , è indicato  da 
x = Ce-*1  4;  C,e-Ll. 

Sostituendo  questo  valore  nella  prima  delle  equazioni  date, 
si  avrà 

y— ~±Ce— 4-  *=rCjr*.' 

Questi  valori  di  x ed  y differiscono  da  quelli  precedente- 
mente ottenuti  sol  per  le  costanti  , come  è facile  a vedersi. 

Sia  per  l’una  sia  per  l’altra  via  si  troverà  egualmente 
che  le  equazioni  simultanee 

1_4-Ay  = 0,  ^T  + Bx  = °> 

ponendovi  AB  = n" , conducono  ai  valori 

x = Ce”‘4-  C,e— ‘ , y = jlj*  C,e~“‘— Ce”', 
e che  le  equazioni 

iÌ4-4x4-3y  = t,  -^4-2x4-5y  = c‘ 

danno  gl’integrali 

31  . 5 i 

x = t e'  4-  Ce-7*  4-  f n-* 

1%  ' 14  S ^ e » 

9 1,5  8 

* “ y 1 + *rc‘-  tCc_7‘  “ C‘e"2‘* 

Esempio  2.  pa|]c  ire  equazioni  simultanee 
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— -fby4-cz=»0,  -^-  + ai  + ciz— “j^-MiX+b.y**  o 

si  elimini  primieramente  z.  Ciò  si  avrà,  moltiplicando  la  prima 
per  (U*-(-a)  nel  senso  indicato  nell’esempio  1,  la  seconda  per 
— (bD  + /3),Ia  terza  per  — -(cD-f-7),  ed  addizionando  le  tre 
equazioni  cosi  ottenute.  Se  le  quantità  arbitrarie  a,  0,  y si 
utilizzino*ad  eliminare  y e z dalle  nuove  equazioni  differenzia- 
li, otterremo  per  la  loro  determinazione  le  quattro  equazioni 

/3  -f  b,c  =*  0 , 7 -f-  bc,  = 0 , ab  — q-b,  =»  0 , ac  — /3c,  = 0 
dalle  quali  risulteranno 

tx  — — 1) t C i , /3  — - * btc  , 7 — bc,  , 
dimodoché  la  già  formala  equazione  differenziale  diverrà 

li.  4.  (a — ah  a,c)  (a/3-f  8,7)  x = 0 , 

d’x  . dx  n 

ovvero  n~-t-K=»u, 

ponendo 

a — ab  — a,c  = — (b,c,-f  ab  + a.c)  =»  — h 

— a/3  — a, 7 = ab.c  -f-  a,bc,  = k . 

* 

L' integrale  dell’  ultima  equazione  è facile  a trovarsi , impe- 
rocché dinotando  con  r , r,  , r,  le  radici  dell  equazione 

z‘  — hz  + \ = 0 , 


sarà  x = Cert  -f-  C,er*‘  -j-  Cter«‘. 

Mercè  questa  equazione  si  avranno  dalle  date  i valori 
di  y e a ; si  avrà  y dulia  prima  e seconda  equazione  dopo 
aver  eliminata  z. 

Esemplo  3.  Siano  date  le  equazioni 


d*x 

"di7 


d\v 


ay  — bx  s=  c , — — a,y  — b.x  = «V 
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Moltiplicando  la  prima  per  (D* — a,),  la  seconda  per  a , in- 
di addizionandole  si  avrà  l'equazione 

Ìli  __  (a,  + b)  + (a,b  — ab,)  x = ac,  — a,c  , 

ovvero  (D*  -f-  r*)(D*  -f-  r,*)  x «=  ac,  — a,c , 

r*  ed  r*  indicando  le  radici  dell’equazione 

2*  — 0».  +b)  2 + (a«b — ab,)  «=  0. 

Secondo  P esempio  2 del  n°  106  P ultima  equazione  diffe- 
renziale ha  per  integrale 


aVf  + Ccos  (rx 4-  b)  -f  C,  cos  (r,x -f  b,), 


ab, — a,b 

dimodoché  risulterà  per  y il  valore 
bc, — h c r*-(-b 


ab, — a,b 


-Ccos(rx-f-h)- 


r,*+b 


C,cos(r,x-fhJ). 


Esemplo  4.  Eliminando  u dalle  equazioni 


si  avrà 


d’z 

dxdy 


d*u 


d •* 


b » + c tu- 


lli dy 


0, 


d*z  d#z 

— ac =*  b , ovvero  D*(D  — ac)  z = b , 

dxdy  dx'  \ / 

D,  indicando  la  derivata  rispetto  ad  y.  Quindi  si  avrà  per  z 
il  valore 

z = D~*  j—  -f-  c~*fJ  W , 

ovvero  z = 4-  Fy  4-  xfy  4"  C -•rryx. 

Esempio  S.  Se  nelle  equazioni 
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+ + — + y = o, 

di*  ' di  ' ‘ di*  ' di  ' 3 


d*r 


di* 


+ 96Ìi-9*+^.  + 50^-+15y 


*'S 

di* 


dy 

di 


pongasi  x = emt  , y = Ae,Dt  si  perverrà  alle  altre  due  : 

2m*  4-  m 4"  1 + A (m*  4-  m 4- 1)  = 0 , 
m*4-96m  — 9 + A(ma  + 50ra4-15)  = 0 , 

dalle  quali  eliminando  A risulta 

m‘  4-  4in*  — 7m*  — 22m  4-  ?4  = 0 , 
le  cui  radici  sono  m = 1 , 2,  — 3,-4; 

....  4 1!  16  29 

i™"*,  A — T’-T’—t •— ir 

In  conseguenza  si  avranno  per  x cd  y i valori 
x = C e1  4-  C.c2*  + C.c-Jt4-  C.c~u  , 
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133. 

Definizione. 

Quando  da  una  funzione 

1.  U - F (x , y,) 

dipendente  dalle  variabili  x ed  y,  se  ne  deduce  la  funzione 
differenziale 

2.  V = f (x  , y , dx  , dy  , d’x  , d*y  , . . .) 

i 

si  viene  subito  a conoscere  lo  sialo  in  cui  entra  la  funzio- 
ne U , tostochè  x si  trasmuta  in  x -f-  dx  ed  y in  y -f-  dy. 
In  questo  cangiamento  delle  variabili  x ed  y e della  funzio- 
ne li  rimangono  inalterate  si  le  costanti  da  cui  la  funzione 
anche  dipende  , che  la  forma  di  essa,  vale  a dire  la  legge, 
secondo  la  quale  le  variabili  sono  tra  esse  e colle  costanti 
unite  in  una  espressione  matematica. 

Quest’  alterazione  delle  variabili  , e quindi  della  funzione 
stessa  è intanto  capace  di  più  generale  concetto  , dimodo- 
ché F alterazione  delle  variabili  produca  non  solamente  quel- 
la del  valore  , ma  della  forma  ancora  della  funzione.  Se 
F equazione  1 esprime  , a modo  di  esempio  , una  superficie  , 
col  porvi  x dx  in  vece  di  x , y -f-  dy  in  vece  di  y , il 
valore  della  funzione  verrà  alterato  , mentre  i nuovi  valori 
di  x ed  y dinotano  un  altro  punto  della  superficie  : questa 
dunque  conserva  la  sua  natura.  Ma  le  alterazioni  delle  va- 
riabili x ed  y potranno  intendersi  in  modo  che  il  punto  da 
esse  indicato  non  si  trovi  più  sulla  superficie  primitiva , ma 
sopra  una  superficie  prossima,  dimodoché  insieme  all’ altera- 
zione delle  variabili  ha  luogo  un’  alterazione  delle  costanti, 
ossia  della  forma  della  superficie. 

Un’  infinitesima  alterazione  delle  variabili  che  produce  un’al- 
terazione della  forma  della  funzione  che  ne  dipende,  o che  nc 
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sia  prodotta,  dicesi  variazione,  e s’indica  coll’ apporvi  la 
lettere  3.  Così  indicando  con 

3.  li  = F (x  , y , z , • • • ) 

una  funzione  delle  variabili  x , y , z , . . . , la  variazione 
di  U sarà  dinotata  da 

4.  3 U a P (x  + 3x,  y + Jy,  z + 3z  — F(x,y,*,-) 

l’ indice  <p  della  funzione  indicando  la  nuova  relazione  in  cui 
sono  entrate  le  variabili  mercé  le  loro  variazioni. 

In  conseguenza  di  questa  definizione  sembra  ebe  un'  es- 
senziale differenza  avesse  luogo  tra  le  variazioni  ed  i diffe- 
renziali delle  quantità  variabili , stantechè  le  prime  cangia- 
no natura,  e forma  della  funzione  mentre  i secondi  ne  mu- 
tano il  solo  valore.  Purluttavia  la  differenza  non  è che  ap- 
parente , giacché  le  variazioni  possono  considerarsi  come 
differenziali.  Ed  in  vero  potendosi  riguardar  U come  una  (un- 
zione la  quale  dipenda  non  solo  da  x , y , z , ■ • • nm  e- 
ziandio  da  un’  altra  variabile  t , avremo  cosi  che  l’  equazio- 
ne 3 sarà  un  caso  speciale  dell'  equazione  generale 

5.  li  = <I>  (x  , y , z , . . . I) 

definito  dall’  ipotesi  di  t = costante  a , e che  il  cangiamen- 
to della  relazione  in  cui  U sta  rispetto  ad  a:  , y » z , . .di- 
penderà dall’  alterazione  del  valore  della  variabile  t.  Consi- 
derata da  questo  punto  di  veduta  , la  variazione  di  U si  pre- 
senta qual  differenziale  parziale  nell’ipotesi  di  l = <z. 

Or  perchè  x , y , % , . . variassero  insieme  ad  U , è ne- 
cessario , come  sarà  dimostiato  nei  seguenti  numeri , di 
trattarle  quali  funzioni  indeterminate  di  t.  Laonde  la  varia- 
zione di  U potrà , nel  senso  dell’  equazione  4 , essere  es- 
pressa mercè  la  relazione 


6.  3U 


( HI! 
— < <lx 


dx  dy  , «tU  dz  i 

ir  + *d7  + ir  ir  +"  " r • 
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In  conseguenza  di  queste  osservazioni  le  variazioni  non 
richiederebbero  rispetto  ai  differenziali  alcuno  speciale  con- 
trasegno , essendo  identiche  le  leggi  delle  due  specie  di  al- 
terazione, qualunque  sia  per  essere  il  numero  delle  varia- 
bili da  cui  lu  funzione  dipende. 

Intanto  il  calcolo  delle  variazioni  viene  di  molto  agevo- 
lato dalla  speciale  notazione  di  sopra  indicata.  Perciò  indi- 
cando 

V *=>  f (x  , y , y',  y\  y'" , . , . .) 

una  funzione  delle  variabili  x ed  y e delle  derivate  y',  y", 
y1",..  avremo,  in  considerazione  dell’ equazione  6, 


7.  3V  = — 

U\  1 (Jy  J 


— as'4.  iL  Sf  + 

dy  J <ly  1 


134. 

Variazione  della  funzione  V. 


Per  rappresentare  la  variazione  della  funzione  V , noi  ab- 
biamo bisogno  del  teorema  : se  una  funzione  o variabile  z 
sia  differenziata  e variata , sarà  indifferente  pel  risultamen- 
lo  del  calcolo  l’ordine  in  cui  le  due  operazioni  si  succedano; 
vale  a dire  che  sarà 
1 . d5z  =*  3dz. 

Per  vedere  chiaramente  la  verità  di  questa  proposizione  , 
basta  considerare  che  dalla  variazione  di  z-\-  dz  , ossia  da 

3(z  -(-  dz)  = 3z  -j-  3dz 
risulta  3 dz  = 3 (z  -f-  dz)  — 3z. 

Ma  il  secondo  membro  di  questa  equazione  non  è cf\e  dSz, 
essendoché  in  esso  si  legge  di  essersi  sostituita  z -j-  d sa 
z in  Sz  , e dai  risultamento  essersi  sottratta  3z  ; si  è 
dunque  differenziata  Sz  , e cosi  1’  equazione  1 rimane  di- 
mostrata. 

b'n.tn&E  ClLC.  DELLE  Via.  oli 
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Applicando  ancora  questo  teorema  alle  funzioni  d*  a > d,  z , .. 
si  ottiene 

M*z  = <5ddz  = d 3 dz  = dd  3z  = d'àz  , 

3d*z  = àd*dz  = d’àdz  = dMàz  = d*5z  , 


ed  in  generale  1 5dnz  = d"5z. 


Or  poniamo  il  semplice  caso  che  la  funzione  V contenga 
le  variabili  x , y colle  derivate  y'  , y" , y”' , . . . Per  l’e- 
quazione 7 del  n°  133  la  variazione  di  V sarà  espressa  da 


E poiché  nelle  derivate  y' , y" , . . . di  y la  variabile  dx 
è considerata  come  costante  , così  avendo  riguardo  all’  equa- 
zione 1 si  otterrà  : 


3,-=af  _ii£ 

* dx  di 

d (3y—y‘Sx) 


tlyJtlx  ddy 


dx* 


dy‘ 


3x  = 


dx  -y 

d(«3y— y’dx) 


d<3x 

dx 

f 1"  te- 


di ' dx  dx 

Inoltre  essendo  y"  ad  y*  ed  y1"  nella  stessa  relazione  che 
y1  ha  verso  y ed  y"  , si  avrà 

d(ày‘— y"9x) 


Sf  - 


dx 


+ , 


ovvero  , introducendovi  il  valore  di  3y'  tolto  dall’  equazione 
precedente  , 


Sf 


tì*(òy—y'òx) 

dx* 


-f  f'3x 


e nello  stesso  modo  si  avrà 


y - 

3 di5 


ecc. 

Introducendo  nell’ equazione  2 questi  valori  di  Sy' , 3y " , 
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Jy'" , . . . e ponendo  5<x  io  vece  di  Sy  — y'Sx , ed  y'3x-{-Sx 
in  vece  di  Sy  , si  ottiene 

dV  . . dV  dda  dV  d*da 

**"  ‘dy’  *"»  dy"  di  dy“  di'  + • ' ' 

Ma  il  fattore  di  Sx  è il  differenziale  completo  di  V , divi- 
so per  dx  : sarà  dunque 

- .lr  dV  « d V , dV  dJa  , dV  dMa 

e questa  equazione  è l’ espressione  generale  della  variazione 
di  una  funzione  V di  due  variabili,  nella  quale 

dy  dy* 
dV 

dinotano  le  derivate  parziali  rispetto  ad  y , y' , . . .ma  — 

rappresenta  il  differenziale  totale  diviso  per  dx. 

Se  V contenga  una  seconda  variabile  a , dipendente  da 
x,  colle  sue  derivate 


bisognerà  aggiungere  all’  equazione  3 anche 
dv  1 <IV  daa<  1 dV  dMa  1 

dz  + di-  ~ÙT  + d?"  '17“  "t" 


ponendo  per  brevità  Sz — z Sx  <=  Sar 
Se  V disegni  una  funzione  di  x , y , a e delle  derivate 
parziali  relative  alle  variabili  indipendenti  x cd  y , 

dz  dz  _ daz  d'z  d'z  # 

"di  ^ ’ ”57  ^ ’ 17  F ’ didy  8 ’ dy*  ’ 

si  avrà  per  1’  equazione  7 del  n°  133  , 

* 
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dV  . . dV  , , dV  . , dV  % 

3 V = — Sx  -1 3v  + -r—  <?p  -f  — --il 

dx  r dy  3 ~ dp  * dq 

, dV  , AY  . . dV  . , 

4 — — or  -I Ss  -( — — ot  -j- 

' dr  ‘ ds  dt 

Or  quanto  alla  variazione  di  p si  ha  l’equazione 


*>  = *£■ 


d <5z 


d<Jx 


dx  P dx 


d(3z— pJx)  | dp  ^ 


dx 


dx 


la  quale  , quando  vi  si  ponga  per  semplicità  $y  indipenden- 
te da  x , assumerà  la  forma 

' * d(3z — pdx — q3y)  , dp  dp 

°p=- — dx“ — +iir3x+Vy- . 

Nello  stesso  modo  , e ponendo  òx  indipendente  da  y , si  avrà 


aq== 


d(3z — pJx — qdy) 


dy 


-iLax  + iLas. 

dx  1 dy  J 


e similmente  si  otterranno  le  variazioni  di  r,  s e t espresse  da 
3r« 


d*(3x— p3x— q3y)  ■ df  j i (lf  Ay 

di*  ‘ di  ' ciy  * * 


y d*(3z — p<5x — q Jy)  . d*  „ . ds  . 

§s  — f- — ^-LL  4-  ox  4-  — oy  , 

dxdy  dx  dy  * 


òt. 


d*(<5z — p dx — q 3y) 


dy* 

ecc. 


dt  . . di  > 

_ax+— a,, 

ecc. 


Introducendo  questi  valori  nell’  equazione  4 dopo  aver  po- 
sto per  brevità 

ùz  — pòx  — qiJye=oa,  ossia  oz.  = Sa  4-  p òx  4-  q 5y  , 
avremo  l’ espressione  generale  della  variazione  di  V : 


5.  SY 


dV 

dx 


» , dV  , . dV  „ , dV  ddx 

dx  4-  -r~  °y  4-  ~T~  02 4-  ~r~  

1 dy  3 1 dz  1 dp 


clx 


4- 


dV  d’da 
dr  dx* 


dV  d’3a 
4“  ds  didy 


dV 

"di" 


dV 
dq 
dMa 
d)  * 


di)« 

dy 

4_... 
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135. 


Variazione  dell'Integrale  J’Ydx. 

Sia  dinuovo  V una  funzione  delle  quantità  y , y' , y" , y" , . . 
che  in  un  modo  indeterminato  dipendano  da  x.  Supponen- 
do che  U sia  il  valore  dell’integrale  fVdx,  si  avrà  1’  e- 
quazione 

Vdx*=dU, 

quindi  S (Vdx)  = 3dU  = dii!  , 

e (Vdx)  sa  3U  , ossia 

1.  /3(Vdx)  = 3/Vdx  , 

dimodoché  sarà  indifferente  pel  valore  di  una  funzione  l’ or- 
dine , secondo  il  quale  sarà  integrata  e variata. 

Essendo  inoltre 

3(Vdx)=»3Vdx  + Vd3x, 

e dall’integrazione  per  parti  avendosi 

fVdSx=*\3x  — fdVSx, 

si  avrà  l’equazione  , 

3/Vdx  = V3x-f  /(3Vdx  — dV3x)  , 
ovvero , mercè  l’ equazione  3 del  n°  134  : 

2.  +;. . .j. 

Per  eliminare  i differenziali  della  variazione  Sa,  si  potrà 
integrare  per  parti.  Così  si  avrà 


d3«  = -T-r  3a 

dj 
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£ dV  d*dst  dV  d5*  C j <IV  d da 

\ dy  dx  dy"  dx  j dy"  dx 

dV  d Ja  , 1 Cj»  jlX_  — 

~ lf  dx  “ dy"  dx  dy"  dx  » 

c così  di  seguito  ; quindi 


3. 


dV 

Ld 

— 4 

1 

1 

dx  “ 

dy"  ~ 

■ dx* 

dV 

--Ld 

JÌLj 

1 

ily" 

dx  “ 

dy" 

1 

idV 

— Ld 

— 4- 

1 

(f  d7 

dx  “ 

dy'  + 

dx» 

Se  nella  funzione  V la  variabile  x oltre  ad  essere  dipenden- 
te da  y',  y'i  y'",...,  lo  fosse  ancora  e di  una  maniera  qua- 
lunque da  a',  s",  a'",...,  si  dovrebbero  aggiungere  al  secon- 
do membro  dell' ultima  equazione  due  altri  termini  che  si 
otterrebbero  dallo  stesso  secondo  membro  scambiandovi  y 
con  a , e Sa  con  Sa,  ponendo  Sa,  = Sz  — a'  Sx. 

Nello  stesso  modo  si  potrà  rappresentare , mercè  l’equa- 
zione 5 del  n°  precedente  , la  variazione  di  un  integrale 
doppio 

//Vdxdy  , 

V dinotando  una  funzione  delle  variabili  indipendenti  x ed  y 
Per  comprendere  il  giusto  senso  dell’  equazione  3 è da 
considerarsi  che  la  legge  secondo  la  quale  y ovvero  y e a 
dipendono  da  x , vi  rimane  indeterminata  , e che  l’integra- 
zione di  \dx  potrà  atluarsi  soltanto  allora  che  questa  legge 
sarà  data.  Ma  se  intanto  la  forma  Vdx  sia  immediato  risul- 
iamento  della  differenziazione  di  una  determinala  fun- 
zione di  ar,  y,  y',  y"..,  allora  potrà  la  medesima,  libera  da 
ogni  relazione  esistente  tra  x ed  y,  essere  integrata.  In  que- 


» 
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sto  caso  la  forma  f\dx  ed  in  conseguenza  la  sua  varia- 
zione S f\dx  sarà  liberata  da  segno  integrale  , vale  a dire 
che  l’ integrale  del  secondo  membro  potrà  necessariamen- 
te esser  rappresentato.  Ma  poiché  il  fattore  Sa  è indeter- 
minato , l’integrazione  non  è possibile  ; quindi  è che  il  mol- 
tiplicatore di  Sa  dovrà  esser  nullo  , e 1’  equazione 


4. 


dV 

dy 


1 4 dV  _j_  1 j.  dV 

di  dy'  ■*"  di*  dy' 


■d’ 


dV 


di1  dy'" 


...=0 


esprimerà  la  condizione  d’ integrabilità  della  funzione  Ydx. 

Se  poi  nella  funzione  V anche  z , a'  a",  dipendessero 
per  arbitraria  relazione  da  x , allora  bisognerebbe  all’ultima 
equazione  di  condizione  aggiungere  1’  altra: 


5. 


dV 

dz 


— d — 4 

di  dz'  ~ di' 


* u dz”  ^ 


136. 

massimi  e minimi. 


Il  calcolo  delle  variazioni  è sopralutto  adattato  a ricerca- 
re tra  le  variabili  contenute  in  una  funzione  quelle  rela- 
zioni, per  le  quali  la  funzione  stessa  o il  suo  integrale  ot- 
terrà un  valore  massimo  o minimo. 

E per  recarne  in  generale  un  esempio  semplice  , consi- 
deriamo in  Ydx  una  funzione  di  x,  y,  y',  y'\  , e sia  da 

cercarsi  I’  equazione  y = fx,  per  la  quale  l’ integrale  f\dx 
tra  i limiti  x a a ed  x ==  b , ossia 


divenga  un  massiino  od  un  minimo. 

Quando  per  variazione  delle  variabili  I’  equazione  y =*»  <px 
passa  allo,  slato  prossimo  y = s *px,  allora  la  funzione  F(n,  b) 
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«offre  un'  alterazione  infinitesima  S F(a,  b).  Quindi  se  risii- 
lo nd  ogni  nitro  modo  di  unione  delle  variabili  x ed  y , deb- 
ba F(rt,  b)  essere  un  massimo  o un  minimo,  doyrà,  in  conse- 
guenza delle  leggi  del  n°  19  e del  significato  delle  variazio- 
ni n°  183,  sparire  S F(a,  b)  , e la  prima  delle  variazioni  su- 
periori d*F(a,  b),  5’F(a,  b), . . che  non  si  annulli,  dovrà  es- 
ser di  ordine  dispari.  E secondochè  questa  variazione  superio- 
re prenderà  un  valore  positivo  o negativo  , avrà  luogo  un 
minimo  ovvero  un  massimo.  Si  avrà  dunque 


1.  djVdx^O, 

e questa  variazione  coll’ ajuto  dell'equazione  3 del  n°  pre- 
cedente potrà  presentarsi  in  modo  che  l’ integrale  non  con- 
tenga alcun  differenziale  delle  variazioni  Sx  e Sy.  Or  se  B 
ed  A esprimano  le  somme  che  per  x = b ed  x = a prece- 
dono l’ integrale  definito  dell’  equazione  3 n"  135  , 1’  equa- 
zione 1 , ponendovi  , come  ivi  si  c fatto,  òa  = $ y — pài r, 
ci  darà 


2.  0-B-A+  _f  d£+-Ld-£_+.. .!  Satdx. 

jjdy  itx  dj  ili*  dy’  ) 


Or  i limili  a e b potranno  essere  invariabili  o variabili , 
nel  qual  ultimo  caso  saranno  determinati  per  mezzo  delle 
equazioni  di  condizione.  Nel  primo  caso  saranno  nulli  lan- 
to  i differenziali  che  le  variazioni  di  a c b , quiudi  si  an- 
nullerà la  variazione  Sa  portandola  su  a e b , e con  essa 
si  annulleranno  A e B , come  dimostra  la  loro  origine.  L'e- 
quazione 2 passerà  in  conseguenza  alla  forma  più  semplice: 


la  (piale  , a cagione  dell’  indeterminazione  di  Sa  , ci  dà 
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— LdJÌL_| — L-d.j!L 

dy  dr  dy'  dx*  dy" 


0. 


Dall’ equazione  4 per  mezzo  d’integrazione  si  dedurrà  la  re- 
lazione tra  x ed  y , la  quale  dichiarerà  un  massimo  od  un 
minimo  quando  corrisponda  alle  già  espresse  condizioni  per 
ò’  F (a  , b)  , . . . 

Nell’  ipotesi  poi  che  i limiti  a e b siano  alterabili  , po- 
niamo che  a'  e b'  ne  siano  i valori  che  rendano  soddisfat- 
ta 1’  equazione  2.  Or  supponendo  che  a'  e b'  siano  inaltera- 
bili, l’ equazione  4 sarà  una  conseguenza  di  questa  ipotesi  ; 
e cosi  r alterabilità  dei  limiti  a e b non  esercita  alcuna  in- 
fluenza sulla  relazione  y = ?x,  la  quale  deve  aver  luogo 

insieme  al  massimo  o minimo  ^ Xdx.  Sarà  dunque  B — A=0, 

e poiché  6'  è indipendente  da  a' , dovrà  essere  A=0,  B = 0. 
Per  mezzo  delle  quali  equazioni  si  potranno  rinvenire  i va- 
lori di  a'  c b'. 

Esempio  I.  Qual  sarà  l’equazione  y — <px  che  renderà 
un  minimo  l’ integrale 

s=/(y*dit+dy’)7» 


x indicando  la  variabile  indipendente  ? 

Quantunque  non  siano  indicati  i limiti  tra  quali  S dovrà 
prendere  il  valore  minimo , purlutlavia  risulta  dalle  prece- 
denti generali  considerazioni  che  pel  minimo  dovrà  essere 


Or  si  ha 


òs  = <*/(y‘dxa-fdyT=  0. 


Ò 8 ca  U-Y-ydX,-4-  y-,ll3d--  + - 0 , 

jf  ds  ds  ds  ) 

ovvero  , scambiando  l’ordine  dei  segni  d e S ed  integran- 
do per  parti  gli  ultimi  due  termini , 
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Or  qualunque  siano  per  essere  i limiti  dell’  integrale  , i 
termini  che  lo  precedono  , dovranno  annullarsi  ; e poiché 
òx  e 3y  sono  tra  loro  indipendenti  , i loro  coefficienti  sot- 
to i segni  d’ integrazione  dovranno  esser  nulli  ; quindi  a- 
vremo 


La  prima  di  queste  due  equazioni  di  condizione  ci  d;\ 


y*dx  = c(y’dx*  -f-  dy*)“ , 
ovvero  , quadrando  e separando  le  variabili  , 


dx 


, cioè 

C*)T 


C 

= a — are  sen — , 

> 


donde  c « yscn(a — x). 

. 

Il  proposto  problema  ha  un  significato  geometrico  : vi  si 
cerca  il  minimo  della  lunghezza  di  una  curva  tra  due  rag- 
gi vettoii  y.  E l’ultima  equazione  dimostra  che  il  minimo 
appartiene  alla  retta  (vedi  n°  140). 

Esemplo  2.  Qual’è  la  curva, che  per  ds—(dx'i-\-dy%-\-dz%)> 
renda  minimo  l’ integrale  * 


P ds 
J (i,  — x)r. 

esteso  da  x = x,  fino  ad  x = x,  a:  ed  y indicando  coordi- 
nate rettangolari  ? 

^ La  condizione  del  minimo  dà  luogo  all  equazione 


J (I.-J)» 


0, 
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dalla  quale  risulta 


'3||S (ls(jt,  — òi)  | , 

lasciando  variabile  x,  a cagione  della  variabilità  dei  punti 
estremi  della  curva.  Nel  tempo  stesso  dal  valore  di  ds  si  ha 

dds  = (dxddx  -f-  dyddy  -|-  dzddz)  ; ds. 

Introducendo  questo  valore  nell’  equazione  precedente  , eli- 
minando i differenziali  delle  variazioni  mercè  integrazione 

per  parli,  e ponendo  per  brevità  u={xt — x)*,  si  avrà 


I singoli  termini  dell’integrale,  attesa  l’indipendenza  del- 
le variazioni  $x,  dy,  dz,  danno  in  conseguenza  dell’ equa- 
zione 4 le  tre  condizioni 


<ts  dr 

2u,  uds 


=*  0 , 


= 0. 


Dalle  due  ultime  equazioni  seguono  le  altre  due 


11  y 

utls 


A e B dinotando  numeri  costanti.  Quindi  mercè  l’ elimina- 
zione di  uds  sì  avrà 


Adz  — Bdy  = 0 , cd  Az  — By  =>  C. 

Quest’  ultima  equazione , in  conseguenza  di  principi!  geomc- 
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Irici , indica  un  piano  parallelo  all’  asse  delle  x , nel  quale 
dovrà  trovarsi  la  curva  richiesta.  Prendendo  per  piano  di 
questa  curva  quello  delle  x,  y dovremo  nell’  equazione 

-£77  — A porre  ds  = (dx*  +df)*  , 


donde  per  A = (2«)  1 risulta 

dy  = dx  j *'-*■  , 

* <2a— x.-fx) 

ovvero  ponendo  2a  — x,  -f-  x — x'  , 

, , ( 2a — x'  li. 

dy  = dx  }— 


Questa  equazione  differenziale  è quella  della  cicloide , il 
cui  circolo  generatore  ha  il  diametro  a.  Quindi  per  la  pro- 
prietà contenuta  nel  problema  uu  punto  pesante  percor- 
rerà l'arco  compreso  tra  due  punti  di  una  cicloide,  che 
abbia  l’asse  verticale  ed  il  vertice  in  basso  , in  un  tempo 
minore  di  quello  che  impiegherebbe  per  ogni  altra  curva 
condotta  per  gli  stessi  due  punti.  La  cicloide  appellasi  in  con- 
seguenza bravili  sincrona. 

Esempio  3.  Cerchiamo  il  valore  minimo  dell’  integrale 
//dxdy(l  + p’  + q’F, 

supponendo  che  sia  dk,  = pdx  -f-  qdy  , e p = -^-,q=-^-- 

Il  doppio  integrale  esprime  la  grandezza  di  una  seperficie  , 
la  cui  equazione  è sottoposta  alla  condizione  precedente. 

1 limiti  essendo  riguardati  come  costanti  , nel  passaggio 
della  superficie  ad  un’altra  che  ne  differisco  per  un  infini- 
tamente piccolo  si  potranno  supporre  invariabili  x c y , e 
variabile  la  sola  s.  Da  ciò  risulta  : 
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5 //< rf* di'  (1  + P*+ 1’) ' /dx dy  0(1  + P*  4- q’) * 

v p*p+q*L_dxdyBa(K 


■Si 


• (H-p*+q4) 

Ma  l’equazione  di  condizione  dando 


»_  » d*  «IJz  * 

' “I1 


„ dz  dj* 


py 


•Jy 


dall’  equazione  precedente , ponendovi 


si  avrà 


ovvero 


(i+p* +<!’)“  (i+P,+q,f 

$p^dxds+Q^dH“° 

5d^pTrdx+SdxSQ^dy"0, 


Eliminando  i differenziali  della  variazione  3z  mercè  inte- 
grazione per  parti  , 1’  equazione  4 ci  darà  per  equazione  dif- 
ferenziale della  richiesta  superfìcie 


$$l^+^ìdxdy*z=0’ 

«uindi  -5r+f=0’ 

ovvero  , restituendovi  i valori  di  P e Q , 

(l  + q*)r-2pqs  + (l+p-)t  = 0, 

nella  quale,  come  di  ordinario,  si  suppone  r = -^-, 

S«=_^=a=—  t ssc  — • 
dy  dx  ’ dy 

L' integrale  dell’  ultima  equazione , quando  vi  si  ponga 
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x = u -f  v , y = 9U-f-4'V, 
secondo  Mongc  è 

z = /da  (—  1 — [?'u]*)”+  /dv  (—  1 — l^'u]*)~. 

Esemplo  4.  Tra  tutte  le  relazioni  di  x ad  y trovar 
quella,  per  la  quale  nell’  ipotesi  di  x = x ed  y = k,  l’ espres- 
sione 

v - jy  + (a  - X)  -g-j  jy  + (b-x) 

dia  un  massimo  o un  minimo. 

In  questo  caso  si  ha 

ò\  = jy  + (a-x)  jòy  + (a-x)  J 

4-  |y  + (h-x)  jty  + (b-x)  ^L\  = o. 

E poiché  y deve  rappresentare  un  valore  costante  k , sarà 
òy  -f-  0,  ed  in  conseguenza 

jy  = (a— x)  (a-x)  + jy  + (b— x)  (b  — x)=0. 

ovvero,  semplificando  l’ espressione  ad  uso  dell’  integrazione, 

dy  (2x— a— b)dx  dx  , dx 

y 2(a — x)(b — x)  2(a— x)  2(b— x)  ’ 

il  cui  integrale  è 

y*  = c (x— a)(x— b)  , 

la  cui  costante  c dovrà  determinarsi  per  mezzo  delle  condi- 
zioni x = x , y — k. 

A cagione  di  Sy  = 0 si  ha  inoltre 

$*\  = 2(x  — a)(x  — b)  . 
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Questa  espressione  sarà  positiva  per  tutti  i valori  di  x,  pei 
quali  x — a ed  y — b risulteranno  di  uno  stesso  segno  , c 
negativa  quando  x — a ed  y — 6 avranno  segni  diversi  , 
vaie  a dire  che  V sarà  un  massimo  per  tutti  i valori  di  x 
compresi  tra  a e b , ed  un  minimo  al  contrario  per  ogni 
altro  valore  di  x. 

Quanto  alla  grandezza  di  V , dietro  un  semplice  calcolo  da 

dy_  _ (2i  — a — iqy  , 

di  2^1  — aXi  — b) 

e dall’  equazione  proposta 

si  avrà  V = -(a — h)*  , quindi  V costante. 

Il  problema  ha  il  seguente  significato  geometrico.  La  tan- 
gente ad  un  punto  x,  y , di  una  curva  piana  è rappresen- 
tata da 

y — y.=  di  (x  “ ’ 

donde  per  x = a ed  x = b risultano  le  coordinate 

y.-Ha-x.)-^-  > y.+  0>— • 

Quindi  , scambiando  ordinatamente  x,  ed  yt  con  x cd  y , 

V = jy  + (a-x)^Jy  + (b-x)^- 

esprimerà  il  prodotto  delle  ordinate  corrispondenti  alle  a- 
scisse  x = a , x = b , cd  intersecate  dalla  tangente  alla 
curva.  Or  per  tutte  le  curve  che  passano  pel  punto  x = x , 
y =s  k , il  suddetto  prodotto  sarà  un  massimo  quando  sarà 
« > x e nel  tempo  stesso  b > x , ovvero  a < x e contem- 
poraneamente 6 < x ; all’  infuori  di  questo  un  minimo , sup- 
ponendo, clic  nei  due  casi  alla  curva  convenga  l’ equazione 

yaa=a  c (x  — a)(x  — b). 
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Por  definire  questa  curva  , la  quale  è di  secondo  grado  , 
trasportiamo  l’origine  nel  punto  ar  = a , dimodoché  l’ordi- 
nata di  questo  punto  sarà  zero.  Rispetto  alle  nuove  ascisse, 
che  dinoteremo  con  x'  , si  avrà  dunqnc  x = x'  -f-  a , ed 

y = cx'(x'  — [b  — a]). 

Nel  primo  caso  , cioè  quando  x — a ed  x — b hanno  lo 
stesso  segno  , questa  curva  è un  ellisse  , il  cui  asse  mag- 
giore è b — a,  il  minore  (6  — a)\/'—  c , ed  i vertici  sono 
x'  = a,  x'  = b.  La  tangente  dovrà  quindi  esser  prolungar 
la  da  un  Iato  e 1’  altro  per  incontrare  le  suddette  ordinate. 

Nell’  altro  caso  la  precedente  equazione  rappresenterà 
un’  iperbole  , i cui  assi  reale  ed  immaginario  sono  espressi 

da  b — a e (6  — a y c , ed  i vertici  stauno  nei  punti  x'<=n  , 
x'  = b.  La  tangente  dunque  dovrà  esser  prolungata  da  un 
solo  lato. 

L’  ellisse  e l’ iperbole  hanno  dunque  la  proprietà  che  il 
prodotto  dei  segmenti , che  la  tangente  determina  sulle  or- 
dinate ai  vertici  , limane  costante  , e che  per  tutte  le  cur- 
ve che  passano  per  un  punto  M di  queste  due  curve  il  sud- 
detto prodotto  sarà  massimo  presso  l’ ellisse  e minimo  pres- 
so l’ iperbole.  (Vedi  i n;  148  c 151). 

137. 

Continuazione. 

Nelle  ricerche  del  n’  precedente  si  è supposto  che  le  va- 
riabili primitive  contenute  in  V fossero  tra  esse  indipen- 
denti. Se  ciò  non  avviene  , allora  mercè  le  equazioni  di  con- 
dizione che  esprimono  la  dipendenza  delle  variabili  ne  verrà 
eliminato  un  numero  pari  a quello  di  esse  equazioni  , e si 
determineranno  i valori  indicati  nelle  rimanenti , come  si  è 
mostrato  nel  n’  48  rispetto  ai  massimi  e minimi  assoluti. 
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E poiché  in  questa  come  in  quella  teorica  la  eliminazione 
delle  variabili  può  divenire  laboriosa  , cosi  ci  facciamo  qui 
a percorrere  una  via  consimile.  Sia 

V = F (x  , y , z,  . ..) 

P equazione  di  cui  si  cerca  il  valore  massimo  o minimo , e 
W = ?(x,  y , z,  . . .)  = 0 

la  dola  equazione  di  condizione.  Per  la  proprietà  dell' indi- 
cato valore  della  funzione  V , sarà 

S V = 0, 

e per  P equazione  di  condizione  , che  dovrà  esser  soddis- 
falla indipendentemente  dai  valori  delle  variabili',  sarà 

a W = 0. 

Quindi  per  giungere  al  massimo  o minimo,  si  eliminerà  una 
delle  variazione  Sx , 5y , Sz e ciò  si  avrà  deter- 
minando rispetto  alfa  variabile  da  eliminarsi  il  fattore  inde- 
terminato k nell’  equazione 

1.  àv-fkaw=0. 

E tostochè  sarà  dichiarala  x unica  ed  assoluta  variabile  in- 
dipendente , si  avranno  rispetto  alle  variazioni  di  V e W 
le  equazioni 

3V  s=,-d73*+  d73zH 0 ’ 

3VV  = 3y  + — Sz  -| = 0 , 

in  conseguenza,  avendo  in  considerazione  l’equazione  1, 
si  otterrà 


dW» 
<ly  ) 


«IV  , t HW 
k 


dz 


Uz 


j & + ' 


Franile  Calc.  delle  Y ak. 
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e poiché  Sy  e 5z  sono  Ira  esse  indipendenti , sarà 


2. 


dV  , , dW 

^ + k 


_ o , — +k-^ 

dy  dz  dz 


0. 


Donde  si  rileva  che  per  trovare  il  massimo  o il  minimo 
l’ equazione  1 è da  trattarsi  come  se  le  variabili  fossero  in- 
dipendenti. Le  equazioni  2 che  ne  risultano  , congiunte  a 
quelle  che  sono  date  rispetto  a V e W,  meneranno  alla  de- 
terminazione di  tutte  le  incognite. 

L’ftndnmento  della  ricerca  dimostra  la  via  da  seguirsi  nel 
caso  che  si  avessero  più  equazioni  di  condizione. 

Esempio  Sia  da  determinarsi  il  valore  massimo  o mi- 

nimo  della  funzione  f ydx  nell’ipotesi  che  f(dx*-\-  dy')A 
debba  rimaner  costante. 

Per  la  proprietà  del  massimo  o minimo  e della  condizio- 

_r 

ne  f (dx1  -f-  dy%) * = c , dovrà  essere  nel  tempo  stesso 


Sf  ydx  = 0,  à/(dx*-f  dy')~=0. 

Ciò  avverrà  , pareggiando  a zero  la  variazione  dell’  espres- 
sione 

. /ydx  + C/(dx*  + dy*)^ 
essendo  C una  costante , ossia  ponendo 


à/ydx-f  Cà/(dx*-fdy*)«  = 0. 

Eseguendo  il  calcolo  e considerando  che  si  deve  porre  5r/x=0, 
si  avrà 


dx  -f  d — — - — y — 0 , ovvero  x -4 — — — = A , 

(dl'+dyV*  (di’-fdj*)* 

ed  integrando  dinuovo 


(x~A)a  + (y_B)’=C3, 
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equazione , in  cui  rimane  soltanto  a determinare  la  costan- 

te  C per  mezzo  della  condizione  f{dxt-\-dy*),‘  = c. 

il  significato  geometrico  di  questo  problema  sta  in  que- 
sto : tra  tutte  le  curve  di  egual  lunghezza , che  passano 
per  due  punti  dati , la  curva  circolare  è quella  che  insie- 
me alle  ordinate  dei  punti  dati  ed  al  segmento  corrisponden- 
te dell'  asse  delle  ascisse  racchiude  lo  spazio  massimo  o mi- 
nimo. 

Del  resto  il  valore  di  S*\  dimostra  che  il  massimo  avrà 
luogo  quando  1’  arco  gira  la  sua  concavità  all’  asse  delle  a- 
scisse,  ed  il  minimo  quando  ne  volge  la  convessità. 

Esemplo  X.  Per  quale  relazione  tra  x ed  y la  funzione 
f y'dx  diverrà  un  massimo  o un  minimo  tra  i limili  x = a 
ed  1 = 6,  mentre  f xydx  rimane  costante  tra  gli  stessi  li- 
mili ? 

Secondo  l’ equazione  2 è 

V = /yidx-f-k/xydx, 

quindi 

à V = /2yJydx-f  k/x3ydx  = /(2y  + kx)  dydx, 

Kx 

Donde  segue  2y  -|-  kx  =*  0 , ossia  y = — 

Or  considerando  1’  equazione  f xydx  = A rispetto  ai  limiti , 
si  ha 

hL  dx  - A , quindi  k == 

Finalmente  si  ha  3‘V  = f'Ì.Sy'dx , ed  in  conseguenza  la 
funzione  sarà  un  minimo. 

Esemplo  3.  Si  cerca  la  linea  più  breve  tra  due  punti 
dati  nello  spazio. 

La  geometria  dimostra  che  la  lunghezza  dell’arco  s di  una 

curva  , rappresentata  da  un’equazione  tra  le  coordinate  ret- 

* 
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{angolari  ar  , y > s , sarà  data  dell'  equazione 

dsa  = dx*  + dy*  + dz*  , ossia  s <*»  f (dx*-4-dy*-f  dz*)T. 

Or  essendo  a,  , b,  , c,  le  coordinate  di  un’estremità  del- 
l’ arco  , ed  aa  , 6a  , e,  quelle  dell’  altro  punto  estremo  , 
l’ integralo  dovrà  prendersi  tra  i limiti  x =>  a,  , x = at , 
considerando  y e % come  funzioni  di  x.  Or  se  la  linea  de- 
v’  essere  un  minimo  , dovrà  essere 

dt  Jdx-f-dyJtly-t-dz3ctz  ^ 

ds 

Scambiando  i segni  d e 3 ed  integrando  per  parti  , ne  ri- 
sulterà 

' l 

di3»+dy3y+dzJ,  «U  g(|  dz>  n 

ds  Jt  ds  J ds  ds* 

Ma  l’ integrale  dovrà  prendersi  tra  gl’  indicati  limiti  , e per- 
ciò sarà 

daa<5aa4dt>a3ba4dcaJca  da,3n1-t-dli,Jli,4('c.^ci 

(dag*  + db„*  -f-dCj,*)^  (da.'+db^-fdc.V 

-^axd4-Mjd4+azd^=o. 

E poiché  a,  ed  at  sono  tra  esse  indipendenti  , 1’  ultima  e- 
quazione  si  scinderà  nelle  tre  : 

da,5a,4  db,  3b,4-  dc,3c,  <=>  0 
da,3ag-[-  dba3b*4-  dca3ca=  0 

3xd  — -{-  3yd  — -f-  5zd  = 0. 

ds  1 3 ds  ds 

Le  due  prime  di  queste  tre  equazioni  determinano  le  posi- 
zioni dei  punti  estremi,  la  terza  definisco  la  natura  della 
linea  richiesta.  Or  potendosi  immaginar  questa  linea  ovun- 
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quc  nello  spazio  , le  variazioni  Sx , Sy , S%  rimarranno  del 
tutto  arbitrarie , e perciò  dalla  terza  delle  equazioni  pre- 
cedenti risulteranno 


0 , d 


A y_ 

(ts 


l0’d£ 


e per  integrazione 


0, 


dx 

ds 


A, , A, , A,  indicando  tre  costanti  arbitrarie.  Eliminando  ds 
da  queste  equazioni  si  perviene  alle  relazioni 

A.dxesA^z,  A,dy=aAadz, 

ovvero  , ponendo  A,  : A,=A  , A.  I A,  eafi , ed  integrando, 

x = Az  -f  a , ye=sBz  + /3, 

le  quali  appartengono  alla  linea  retta. 

Se  la  linea  richiesta  dovrà  giacere  sopra  una  superficie 
data  dall'  equazione 

z =s  f (x  , y)  , ovvero  dz  =*  ~ dx  -f  dy  , 

le  variazioni  Sx  , Sy  , Sz  saranno  congiunte  alla  superficie 
in  modo  che  la  linea  passando  in  un’  altra  infinitamente  vi- 
cina , queste  variazioni  dovranno  giacere  nella  superficie 
data.  Quindi  l’equazione 


. dz  . . dz  . 

5z=  — dx-f-  — 3y 
dx  dy  3 


è da  unirsi  all'equazione  precedente 


3xd-^4-ayd-^-  + 3zd  ^ 
ds  J ds 


ds 


.0, 


la  qual  cosa  avverrà  per  la  semplice  introduzione  del  vaio* 
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re  di  Ss  nell'  ultima  equazione.  Si  avrà  cosi 
ed  attesa  l’ indipendenza  delle  variazioni  Sx  e Sy  : 


dii  + id^o,  d^+  * dii=0. 

ds  1 dx  ds  ds  dy  ds 


Ciascuna  di  queste  due  equazioni  esprime  la  superficie  che 
interseca  la  superficie  data  secondo  la  curva  per  la  quale  ha 

dz 

luogo  il  minimo.  Eliminando  d—  da  queste  due  equazioni 
ne  risulla  l’altra: 

dz  . dy  dz  . dx 

dx  ds  dy  ds  ’ 

la  quale  dimostra  che  il  piano  di  curvatura  ed  il  piano  tan- 
gente per  ogni  punto  x , y , z della  curva  si  tagliano  ad 
angolo  retto. 

Se  p.  c.  la  linea  richiesta  debba  giacere  sulla  superficie 
di  una  sfera  , il  cui  centro  si  confonda  coll’ origine  delle 
coordinate  , dall’  equazione  di  questa  superficie 

+ + = 

. , dz  x dz  y 

si  avra  — «= — > ~r~  ; 

di  * dy  2 

in  conseguenza  dalle  tre  precedenti  equazioni  risulteranno 


^ di ijili  d— = — ddy 

ds  z ds  ’ ds  z ds  ’ ds  y 


ds 


ovvero,  ponendo  ds  costante  , 


zd’x—  xd*z 


’0, 


zd*y — y d*z 


0 ?^»-n;r.  = 0 

ds 


ds  ds 

donde  per  integrazione 

zdx  — xdzsasbds  , zdy — ydzssads  , ydx  — xdy  = cds 
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Da  queste  tre  equazioni  senza  ulteriore  integrazione  po- 
trà conoscersi  la  superficie  che  interseca  la  superficie  data 
secondo  la  richiesta  curva.  Imperocché  moltiplicando  la  pri- 
ma per  y , la  seconda  per  — x , la  terza  per  — z , indi 
addizionandole  , si  ha  l' equazione 

ax  -j-  by  -f-  cz  <=  0 , 

la  quale  indica  un  piano  condotto  pel  centro  della  sfera. 
Quindi  la  linea  più  breve  tra  due  punti  dati  sulla  superfi- 
cie di  una  sfera  è l’arco  di  cerchio  massimo  condotto  per 
gli  stessi  punti. 

Esemplo  4.  Cercasi  il  valore  massimo  o minimo  della 
funzione 

/y(dx*  -f  dy*  -+-  dz*)T  ossia  /yds, 

nell’  ipotesi  che  f ds  , vale  a dire  l’ arco  della  curva  , re- 
sti costante. 

A norma  dell’  equazione  1 si  avrà 

bj" yds  -f-  kJ/ds  = 0 , ovvero  f <5( y -f-  k)ds  = 0 , 

k disegnando  un  fattore  arbitrario.  Dall'  ultima  equazione 
risulta 

^|ds5y  + - -j-k-(dxd3x  + dydiy  -f-  dzdàz  j = 0. 

Integrando  per  parti  questa  equazione  e considerando  i pun- 
ti estremi  come  fissi , si  avrà  pel  residuo  integrale  1’  equa- 
zione 

dalla  quale  attesa  l’ indipendenza  delle  variazioni  Sx , Sy,  Sz 
derivano  le  condizioni 
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dS^+k>^— >5{“0-  ‘‘Jd+'oS-o. 

Gl’  integrali  di  queste  equazioni  sono 

(j+i)£~A,  (j+kJ-g— *-B,  (j+‘>^— C. 

A,  B,  C indicando  le  costanti  dell’ integrazione.  Dalla  pri- 
ma e terza  di  queste  equazioni  risulta 

C dx  = A dz  , 

vale  a dire  che  la  curva  richiesta  giace  in  un  piano  perpen- 
dicolare a quello  delle  xz.  E si  potrà  sempre  riguardare  il 
piano  delle  xy  come  quello  della  curva  ; quindi  sparirà  la 
terza  delle  equazioni  precedenti  , c dalle  due  che  resteran- 
no , eliminandone  y + k e ds  , si  avrà 

<iy  s+B  dy  s n 

— = — - — , ovvero-—  =*  — nell  ipotesi  di  B = 0. 

ux  A dx  A r 


La  Statica  insegna  che  questa  equazione  è quella  della  cur- 
va secondo  la  quale  si  dispone  un  filo  posante  liberamente 
sospeso  pei  capi  estremi  nel  piano  verticale  xy. 

Or  a fine  di  poter  integrare  l’ ultima  equazione , bisogne- 
rà differenziarla  riguardando  x come  variabile  indipcndento 

c considerando  esser  ds  =*»  (dx1  + di/1)  “ . Con  ciò  si  avrà 

■£-=ai1  + (ir)ì'' 


e poiché  ponendo  p = ■—  si  ha 


dy; 


t>dp 

a(I+P*)!' 


pdp 

, cosi  sara 

dy 


donde 


y = 7 (!  + P*)  ' + c- 
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J,a  costante  c verrà  determinala  , considerando  che  y c p 
sono  nulle  ad  un  tempo  , e quindi 

y=4([i+Plr-l). 

Restituendo  in  questa  equazione  dx  e dy , si  ottiene 


(2ay+y*)T 


donde  , integrando , si  avrà  secondo  il  n"  69 
x = 1 (a + y -f[2  ay  + y*]7) 

eh’ è appunto  l’equazione  della  catenaria.  (Vedi  n*  160) 
Una  più  estesa  ricerca  sulla  funzione 

V = /yds 

1 

dimostra  che  ponendovi  ds  = (dx  *+  dy  *)  T , S*\  assume- 
rà un  valore  positivo  o negativo  secondochè  la  curva  gira 
la  sua  convessità  o la  sua  concavità  all’  asse  delle  x.  Or  in- 
dicando V,  o meglio  fixyds  la  superficie  generata  da  una 
curva  che  rota  intorno  all’  asse  delle  x ; ne  segue  che  di 
tutte  le  curve  di  eguali  lunghezze  e che  passano  per  due 
punti,  la  catenaria  è quella  che  colla  sua  rotazione  intorno 
all’  asse  delle  x descrive  la  superficie  massima  o minima  , 
secondochè  volge  il  suo  lato  concavo  o convesso  all’asse  di 
rotazione. 

Negli  esempli  di  questo  numero  e del  precedente  si  è do- 
vuto non  di  rado  ricorrere  alle  verità  e teorie  della  Geo- 
metria supcriore.  Perciò  a miglior  intelligenza  di  quegli  e- 
sempii  rinviamo  alle  seguenti  ricerche  di  Geometria  superiore. 
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CAPO  PRIMO. 

Geometria  bel  piano. 

A.  Introduzione. 

Nelle  segnanti  ricerche  avremo  sovente  ad  applicare  i 
principii  fondamentali  della  geometria  analitica.  Quindi  ci 
facciamo  a riandarli  brevemente  , e per  quanto  sarà  neces- 
sario , rispetto  al  punto , alla  linea  retta  ed  al  cerchio. 

138. 

11  Ponto. 

La  posizione  di  un  punto  in  un  piano  dipende  da  due 
condizioni  , essendoché  il  piano  ha  due  dimensioni.  Queste 
condizioni  saranno  nel  modo  più  semplice  rappresentate  da 
due  rette  che  s’ intersecano  , ovvero  da  una  retta  ed  un  an- 
golo adiacente.  Le  due  rette  formano  il  sistema  delle  coordi- 
nate parallele,  la  retta  e l’angolo  adiacente  quello  del- 
le coordinate  polari. 

Le  rette  costituenti  il  sistema  delle  coordinate  parallele 
diconsi  assi,  e propriamente  XX'  (Fig.  1)  asse  delle  ascis- 
se o delle  x ; YY'  asse  delle  ordinate  o delle  y,  ed 
origine  il  punto  d’intersezione  A. 

Nel  sistema  delle  coordinate  polari  AX  (Fig.  2)  costitui- 
sce 1’  asse,  A il  polo,  e la  distanza  del  polo  dal  punto 
Al  è il  raggio  vettore. 

1.  Coordinale  parallele. 

Se  le  distanze  del  punto  M,  (Fig.  1)  parallele  agli  assi  , 
son  date  , sarà  dato  il  luogo  del  punto , e facendo  QM,  ov- 
vero A P = a , PM,  ovvero  A Q = b , 
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x = a , y »=  b 

diconsi  equazioni  del  punto  M,  ; cosicché 
x = a , y = 0 

snrnnno  le  equazioni  di  un  punto  dell’asse  delle  x nel- 
la distanza  a dall'origine  , 

x — 0 , y = b 

le  equazioni  di  un  punto  dell’asse  delle  y nella  distan- 
za b dall’  origine , 

ed  x = 0,  y = 0 

le  equazioni  dell'  origine. 

Ciascun  punto  nel  piano  può  riferirsi  ad  uno  dei  quattro 
quadranti  che  formano  gli  assi  XX',  YY'  ( Fig . 1)  prolungali 
d’ambo  i lati.  Considerando  come  positive  le  ascisse  AX 
ed  AY , ovvero  supponendo  pel  punto 

M,  : +X  , -f  y4 

sarà  per  M,  : — x , -f-  y , 

M,  : — x , — y 
M*  : 4-  X , — y ; 

quindi  la  posizione  del  punto  rimane  definita.  I segni  del- 
le ascisse  si  accordano  in  conseguenza  con  quelli  dei  cose- 
ni ed  i segni  delle  ordinate  con  quelli  dei  seni  degli  ango- 
li che  una  retta  movendosi  da  destra  a sinistra  intorno  al 
punto  A forma  col  Iato  fisso  AX. 

Se  gli  assi  coordinati  si  tagliano  ad  angolo  obbliquo, 
la  posizione  del  punto  potrà  esser  determinata  per  mezzo 
di  questo  angolo.  Imperocché  chiamandolo  <p  questo  angolo 
ed  a l’ angolo  che  il  raggio  vettore  forma  coll’  asse  delle 
ascisse,  si  conducano  le  perpendicolari  MQ  (Fig.  3)  all’as- 
se delle  x,  e PR  ad  AJI  = r ; si  avrà  a causa  di  AP  = x, 
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JIP  = y 

PR  — X sen  a = y sen  (<?  — a)  , 

MQ  = r sen  a = y sen  <p  ; 

quindi  le  relazioni 

, i seri  (9—0)  r sen  9 * sen  (9 — a) 

1 • — ; " 5 ^ ^ * 

y sena  y sena  r sen  9 

Condotta  inoltre  la  AS  perpendicolarmente  alla  y prolun- 
gala, si  avranno  per  x , y , r le  espressioni  : 

2.  x = AQ — PQ  = rcosa  — ycosy  , 

y = MS  — PS  sa  rcos(? — a)  — xeosp  , 
r =s  AR  -f  RM  = xeosa  -f-  ycos(? — a). 

Moltiplicando  in  fine  la  prima  di  queste  tre  equazioni  per  x, 
la  secenda  per  y , e poi  facendone  la  somma  , si  ottiene 

3.  x*  -f  y*  + 2xycosf>  = r*. 

Le  equazioni  da  1 e 3 valgono  in  generale  per  ciascuno  dei 
quattro  angoli  degli  assi. 

2.  Coordinate  polari. 

II  luogo  di  un  punto  rimane  definito  dalle  sue  coordina- 
te polari  ; imperocché  facendo  (Fig-  2)  AM  = r,  MAQ  = f, 
sarà 

MQ  = rsen  t , AQ  =*  rcost  ; 

dimodoché  MQ  ed  AQ  fanno  le  veci  dell’ordinata  ed  ascis- 
sa di  un  sistema  di  coordinate  parallele  rettangolari , ed  han- 
no con  queste  gli  stessi  segni  nei  diversi  quadranti. 

Mercè  le  coordiuate  parallele  egli  è facile  trovare  la  di- 
stanza d dei  due  punti  {x  , y)  e (xt , yt)  , cioè 

4.  de  = (x-  x,)*  -f  (y— y,)*  + 2(x—x,)(y—  y,)cos?  , 

e se  1’  angolo  degli  assi  è retto  , sarà 
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d»«=(x  — x.)’  + (y  — y,)\ 

Quindi  se  uno  dei  punti  giace  nell’  origine  , ovvero  se  3\=0, 
j,  = 0,  la  disianza  del  punto  x , y da  essa  origine  sarà 
espressa  dalla  nota  relazione 

d*  = x*  -fy* -4-2xycosp  , 

contenuta  neir  equazione  3. 

139. 

Trasformazione  delle  coordinate. 

Conoscendo  il  luogo  di  un  punto  rispetlo  ad  t:n  sistema 
di  coordinate  , egli  è facile  esprimerlo  nelle  coordinate  di 
un  nitro  sistema  , la  cui  posizione  rispetto  al  primo  sia  data. 

1.  11  punto  sia  riferito  a due  sistemi  di  coordinate  ret- 
tangolari aventi  la  medesima  origine. 

Sia  (Fifl.  4)  & l’angolo  che  l’asse  AX,  forma  col  raggio 
vettore  AM  er,  a l’ angolo  dei  due  assi  delle  ascisse  AX 
ed  AX,  ; siano  inoltre  le  coordinale  del  sistema  AX  , AY 
indicate  'da  z,  y , e da  z, , </,  quelle  del  sistema  AX,,  AY,: 
dal  piede  P,  della  yt  siano  menate  all’  asse  delle  x ed  alla  y 
le  perpendicolari  P,Q,  , P,R,  , e dal  piede  P della  y le  per- 
pendicolari PQ  , PR  all’  asse  delle  x,  cd  alla  y,  ; si  avrà 
per  PM  ed  AP 

1.  y = y,  cosa  + x, sena 
x «=  x,  cosa  — y.sen  a , 

c per  MP,  ed  AP, 

2.  y,  = y cosa  — x sen  a 
x,  = xeosa  -j-  y sen  a. 

Questi  valori  delle  quattro  coordinate  essendo  indipcnden- 
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ti  da  (3,  reggeranno  per  qualunque  angolo  positivo  o nega- 
tivo il  raggio  vettore  faccia  coll’  asse  delle  x. 

Dalle  equazioni  1 e 2 si  potrà  eliminare  a , ed  ottenere 
un’  equazione  tra  x , y , e x, , yl , libera  dall’angolo  X,AX. 

Si  potranno  ancora  dalle  stesse  equazioni  ottenere  delle 
relazioni  tra  gli  angoli  , che  siano  libere  dalle  coordinate. 
Cosi  introducendo  p.  e.  nelle  equazioni  1 i valori 

x,  =»  rcos/3 , y,  = rsen/3  , 

x = rcosfc-f-/3)  , y = rsen (a-b®)  » 


esse  riproduranno  le  note  relazioni 
3.  sen(«-f  0)  = senacos/3  -f-  cosasen/3 

cos(a  4-/3)  =»  cosacos/3  — senasen/3. 

2.  Sia  riferito  il  punto  a due  obbliquangoli  sistemi 
coordinati.  Siano  le  coordinate  x , y inclinate  sotto  1’  ango- 
lo y , le  coordinate  x,  , ys  sotto  1’  angolo  'J'  ; faccia  la  yt 
l’angolo  a coll’asse  delle  ascisse , la  x,  l’angolo  a ; ed  ab- 
biano in  fine  i due  sistemi  la  medesima  origine.  Dall’inter- 
sezione P della  x ed  y si  conducano  ad  x,  ed  yt  le  perpen- 
dicolari PQ  e PR  (Fiy.  5),  e dall’  intersezione  P,  della  x,  ed  yt 
le  parallele  P,R,  e P,Q,  ad  x ed  y , si  avranno  le  equazioni 


MR  = 


y sen(<p — ot) 
sen>!< 


P,R  = PQ  = 


jsc.ua 

scnvlz 


i 


QPI==PR  = 


— yscn(9—  g) 
SCO'}' 


AQ 


xsen/3 
sen4  ’ 


x spn  » _ v.  sen  (3 

R.P^P.Q^ii^-  , MRtr-  y’ 


sen^ 


PQ 


.»  n — ysen(<p— /3)  A0  x.senf?— a) 

. = K.P.=> — » AQ‘=  » 


son  cp 


quindi  si  avranno  per  le  coordinate  i valori 
Fhamak  Geom.  Amai. 
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y.senA-fx.sena 


5. 


y.* 


sen  <p 

y.sen  (<p— /3)-fi,sen  (?-«) 
sen<p 

y sen  (ep — a)  — x sen  a 


sen<J< 

— y sen  (y— (3)  -f-  x sen  ,3 
seni 

Queste  equazioni  reggono  sempre  che  nelle  possibili  posi- 
zioni del  punto  M si  abbia  riguardo  ai  segni  delle  coordi- 
nate ed  a quelli  del  seno  e coseno  pei  possibili  valori  de- 
gli angoli  y e i. 

Se  gli  assi  delle  ascisse  AX  ed  AX ,*  coincidano  , si  avrà 
« = 0,  (S  ==  4- , e le  equazioni  4 e 5 si  trasformeranno 
nelle  seguenti  : 


6. 


y = 
y.= 


y.sen^ 
sen  9 
ysernp 


X, 


y,srn(o— 4)-fi,spn<p 
sen  <p 

— y sen  (^> — 4/)  -f- 1 sen  4> 


sen+  1 sen^ 

Se  gli  assi  di  uno  dei  sistemi  , del  primo  per  esempio  , 

• , JT 

siano  rettangolari,  si  avrà  <p  = — , ed  in  conseguenza 

M 

7.  y = x^ena  + ytsen/3  , 

X «=»  x,  cos  a -f"  y,cos/3  , 

y.“ 


-iscna  4-y  cos  a 


sen  4 
xsen/2 — y cos  fi 

X =3 

sen  4 . 

Se  gli  assi  dei  due  sistemi  saranno  rettangolari  , vale  a 
dire  ip  = tf' =*-5-  > ritorneranno  di  nuovo  le  equazioni  1 e 2. 

M 
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Ma  se  gli  assi  omonomi  sono  paralleli  nei  sistemi  di  coor- 
dinate parallele  , allora  chiamando  a e 6 le  coordinate  del- 
T origine  A , si  avranno  quali  relazioni  tra  le  coordinate  dei 
due  sistemi 

8.  x = a-fx,  , y = b + y,. 

Quindi  se  due  sistemi  hanno  diverse  le  direzioni  dei  loro 
assi  omonimi  e diverse  origini  , si  potrà  muovere  paralle- 
lamente a se  stesso  uno  dei  sistemi  fino  a far  coincidere  le 
due  origini  , e quindi  comparare  mercè  le  equazioni  8 le 
due  posizioni  del  sistema  rimosso. 

3.  Supponendo  che  il  punto  sia  riferito  a coordinate 
parallele  e polari,  siano  le  coordinate  parallele  inclina- 
te sotto  l’ angolo  <p  , r e t le  coordinate  polari  , a l’ ango- 
lo che  1’  asse  polare  AX,  (Fig  6) , forma  coll’  asse  delle  a- 
scisse  AX,  ed  il  polo  coincida  coll’  origine.  Si  avranno  chia- 
ramente dal  triangolo  A.\1P  le  relazioni 

rsen(t-f-a)  rscnf® — l — a) 

y = 1 > X = 

sen  <p  scn  y 

1 

Viceversa,  senza  nuovo  calcolo  si  potranno  esprimere  le 
coordinate  polari  in  coordinate  parallele  , quando  si  abbia 
o ass  90'’  , ossia 

y o rsen(t-f-a),  x = rcos(t  -fa)  ; 
imperocohè  si  ha 

9.  r*  = y*  + x*  , tg  (i  4-  a)  = JL  , donde 

t = — a -f  are  Ig 
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140. 


La  linea  retta. 


La  linea  risulta  dal  moto  di  un  punto.  Se  questo  moto 
si  attui  secondo  una  legge  geometrica  , si  potrà  coll’  uso 
delle  coordinate  esprimere  la  natura  della  linea  in  forma  di 
equazione.  La  legge  della  linea  retta  consiste  in  ciò  che  il 
punto  durante  il  suo  moto  conserva  la  primitiva  direzione. 
Quindi  se  una  retta  LN  (Fig.  7)  si  rapporti  ad  un  sistema 
di  coordinate  rettangolari  giacente  nel  suo  piano  , e si  pren- 
dano le  coordinate  dei  punti  M,  , M,  , M,  , . . . ; la  legge 
del  movimento  starà  nell’eguaglianza  dei  rapporti 


M,P,  M,P„  M3P,  CA 

BP.  =“bp:  BP~  ~ ' ’ BA  ' 

Or  prendendo  la  x ed  y nel  quadrante  positivo  , ed  indi- 
cando con  a il  rapporto  CA  ; BA  e con  c la  lunghezza  co- 
stante BA  , si  avrà  per  ogni  punto  x , y della  retta  la  re- 
lazione 


donde  per  a = — 


ossia  b = CA  , risulta  1’  equazione 


1. 


b 

ovvero  , per  c = — 
a 


l’ equazione 


2.  y = ax  -f-  b. 

L’ espressione  algebrica  di  una  retta , riferita  a coordina- 
te rettangolari  , sta  dunque  in  un’  equazione  di  1"  grado  tra 
due  variabili  e due  costanti  , dimodoché  la  retta  apparisce 
sottoposta  a due  condizioni  di  sito.  Le  costanti  dell’  equa- 
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zione  1 sono  le  coordinate  dei  punii  d'intersezione  della 
retta  cogli  assi , cioè 

AC  = b per  x = 0 , e BA  = c per  y = 0. 

Nell’ equazione  2 è 6 l’ordinala  corrispondente  ad  x=0, 
ed  a è la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  a che  la  ret- 
ta forma  coll’asse  delle  x. 

Viceversa,  il  significato  geometrico  di  un’  equazione  di  1° 
grado  tra  due  incognite  è una  retta  , di  cui  le  incognite 
rappresentano  le  coordinate  ; stantechè  la  forma  generale 
di  questa  equazione  : 

Ax  -J-  By  4-  C = 0 

si  lascia  facilmente  ridurre  a quella  dell’equazione  1 o 
della  2. 

Dalla  natura  della  retta  egualmente  che  dalla  costruzione 
geometrica  risulta  che  l’ equazione  della  retta  rimane  tutta- 
via dipendente  da  due  costanti  , ^quando  essa  è riferita  ad 
un  sistema  obbliquo  , e che  essa  conserverà  la  forma 

3.  y = ax  4-  b , ovvero  4 — 1 , 

quando  nella  prima  equazione  3 la  costante  b conservi  il 
significato  che  ha  nell’  equazione  2 , e che  a rappresenti  il 
valore 

sena 

a , 

Seu(9  — a) 

a indicando  l'angolo  che  la  retta  forma  coll’asse  delle  x; 
e che  in  fibe  nella  seconda  equazione  3 , egualmente  che 
nell’equazione  1,  le  costanti  b e c rappresentino  le  parti  ri- 
spettivamente tagliate  sull’  asse  delle  y ed  x. 

L’  equazione  della  retta  sarà  tuttavia  dipendente  da  due  co- 
stanti , quando  sia  riferita  a coordinate  polari.  Imperocché 
rappresenti  p la  distauza  del  polo  dalla  retta , a l' aDgolo 
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che  essa  forma  coll’  asse,  r il  raggio  veflore  e t la  sua  in- 
clinazione all’asse,  si  troverà  facilmente  che  per  ogni  punto 
della  retta  avrà  luogo  l’ equazione 

4.  p = r sen  (t  — a). 

Se  la  retta  passa  per  1’  origine  sarà  b = 0 nell’  equazio- 
ne 2 , e 

5.  y = ax 

esprimerà  l’equazione  di  una  retta  condotta  per  l’ori- 
gine. All’ opposto  per  essere  6 = 0 e c = 0,  l’equazione  1 
ovvero  la  seconda  delle  equazioni  3 , non  sarà  più  adatta- 
bile a questa  retta.  Intanto  se  6 e c rappresentano  le  coor- 
dinate di  un  punto  , per  ogni  altro  punto  della  retta  con- 
dotta per  l’origine  si  avrà 

x ; y = b ; c , donde 


Sia  inoltre  a = 0 nell' equazione  2 ovvero  3,  si  avrà  in 
7.  y=  b 

l’ equazione  di  una  retta  parallela  all’asse  delle  x e 
che  no  dista  della  quantità  6. 

Ma  se  a — oo , e quindi  a = 90°  nell’  equazione  2 , allora 

x =»  c , ponendo  AB  = c , 

sarà  l’equazione  di  una  retta  parallela  all’asse  delle 
y e che  ne  dista  della  quantità  c. 

141. 

Continuazione. 

L’equazione  della 'retta,  come  è chiaro  pei  risullamenli 
del  n"  precedente  , dipende  da  due  costanti.  Queste  potran- 
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do  esser  sostituite  da  due  punti , pei  quali  la  retta  dovrà 
passare. 

Siano  x, , y,  le  coordinate  di  uno  di  questi  punti  : esse 
dovranno  soddisfare  P equazione 

1.  y,  — ax,  + b, 

se  quella  della  retta  sia  rappresentata  da 

2.  y = ax  -f-  b. 

Dall’  unione  di  questa  due  equazioni  risulta 

•3.  y — y.=a(x  — x,) 

per  equazione  di  una  retta  che  passa  pel  punto  xtì  yt. 

Se  nella  retta  rappresentata  dall’  equazione  2 si  trovi  an- 
che il  punto  xg,  2/*  i dovrà  esser  soddisfalla  ancora  l’equa- 
zione 

y„  = ax,  -f-  b ; 

dalla  quale  e dall’  equazione  1 si  ha  la  relazione 
, \ . y*— y« 

y,_yi  = a(x,— xj  ossia  a = — 


Mercè  questo  valore  di  a l’equazione  3 si  trasforma  in 


4. 


y — y, 


y.— y. 

— X, 


(*— *,) 


» 


ossia  nell’equazione  della  retta  che  passa  pei  due  pun- 
ti (*,  > y.)  ed  (*.  > y.)- 

Introducendo  in  quest’  ultima  equazione  successivamente 
y = 0 ed  x = 0 , si  avrà  nel  primo  caso  P ascissa  x del 
punto  d’  intersezione  della  retta  coll’  asse  delle  x e nel  se- 
condo P ordinata  y del  punto  d’ intersezione  della  retta  col- 
P asse  delle  y ; cioè  • 


x 


«»y.-i.y.  _ x»y.— x.y. 

y*— ’ * J»-*. 
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Se  insieme  a questi  due  punti  un  terzo  punto  (x, , y.) 
dovrà  giacere  nella  retta  dell’  equazione  2 , si  avrà  coll  aju* 
to  dell’  equazione  2 la  relazione 

y.— y.  _ y.-y. 

X,  — *1  ’ 

ovvero 

6.  x,  (y,  - y.)  + x.  (y.  - y.)  -f  x,  (y,  - y.)  = 0. 

Se  all’opposto  i tre  punti  non  sono  in  linea  retta,  si  avrà 
per  la  superficie  F del  triangolo  , di  cui  i tre  punti  sono 
vertici , l’ equazione 

7.  2 F = y,  (x,  — x.)  -f  y»  (x,  - xt)  + y,  (x,  — x,). 

142. 

Due  rette. 

Siano  LN,  L,N,  due  rette  , di  cui  la  prima  faccia  l’an- 
golo a coll’asse  delle  x,  l’angolo  /3  con  quello  delle  y , e 
la  seconda  faccia  cogli  stessi  assi  rispettivamente  gli  angoli 
at , >3,.  Le  equazioni  di  queste  rette  , riferite  ad  assi  rettan- 
golari , siano 

1.  y = ax  -f  b , 

2.  y =a4x  + b,. 

In  generale  le  due  rette  LN  , L,  N,  si  taglieranno  in  un 
punto  M.  Per  questo  punto  comune  le  ascisse  e le  ordina- 
te saranno  eguali  nelle  due  rette  , e dalle  equazioni  1 e 2 
risulteranno  per  queste  coordinate  i valori 

b — h,  ab,— a,b 

X = , y = 

a — a,  ' a — a. 

Sia  inoltre  v l’ angolo  LML,  sotto  cui  le  due  rette  s*  in- 
contrano, dal  triangolo  B.\IB4  , supponendo  clic  B e B4  sia- 
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no  i punti  d’  incontro  delle  rette  coll’  asse  delle  ascisse , si 
avrà  per  noti  teoremi  trigonometrici 

„ a, — a 1 + aa, 

8.  tgv  =*  , ovvero  cosv  = -, 

1_aa‘  . (l+a')T(l+a.‘F 

àia  rispetto  agli  angoli  a e /3  si  hanno  le  relazioni 

1 » a 

cosa  = r i cos/3  = » 

(l  + a*)*  (l+a*)T 


del  pari  che  per  a,  e fi,  : 


r , cos/3,  ’—r  ; 

(l+a,V 


quindi  per  mezzo  dell’equazione  8 questi  cinque  angoli  si 
troveranno  dover  soddisfare  alla  relazione 


4.  cosv  = cosa cosaj  -f-  cos  P>  cos$,. 

Segue  nel  tempo  stesso  dalla  prima  delle  equazioni  3 che 
essendo  a = a ,,  le  due  rette  LN,  L, N,  saranno  paralle- 
le , e che  se 

„ 1 

5.  l+aa.sO,  ovvero  a,= , 

ff 


le  due  rette  saranno  a vicenda  perpendicolari. 

Quindi  1’  equazione 

6.  y — ■ y,=  a(x  — x.) 

rappresenterà  una  retta  parallela  alla  LN  dell’  equazione  1 
e che  passa  pel  punto  (x, , yt) , e l’ equazione 

7.  y_yit=  — _L(x-x,) 


dinoterà  una  perpendicolare  alla  retta  dell’  equazione  1 e che 
passa  per  lo  stesso  punto  (ir, , y,). 

Quindi  , se  x,  j/,  indicano  le  coordinate  del  puuto  d' in- 
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tersezione  delle  rette,  a vicenda  perpendicolari,  dpH’equazio- 
ni  1 e 7 , si  avrà  da  queste  equazioni , scambiandovi  x ed  y 
con  xt  ed  yt  , 


x. 


xi  + 


y,—  ai,—  h 
I + a* 


a » 7.  = y, 


y,— ai,  — b 
1+a1  ’ 


in  conseguenza  per  la  distanza  d,  dei  due  punti  (x, , yt)  e 
(i, , yt)  si  avrà  mercè  l’equazione  5 dei  n°  138  : 


8. 


y,  — ai,  — b 


(l+.»V 


143. 


Applicazioni. 


I pochi  teoremi  di  Geometria  analitica,  esposti  nei  n:  pre- 
cedenti , bastano  per  farci  risolvere  colla  massima  facilità 
molti  problemi  della  Geometria  elementare.  Alcuni  esempii 
saranno  sufficienti  a rifermare  questa  proposizione. 

Esemplo  1.  Sia  da  dimostrarsi  che  le  rette  menate  dai 
vertici  di  un  triangolo  ai  punii  medi  dei  Iaii  opposti,  s’ in- 
tersecano in  nn  medesimo  punto  M. 

Siano  A , B , Ci  vertici , A, , B, , C,  i punti  medii  dei 
lati  BC  , AC  , AB  ; siano  inoltre  BC=2a  , AC=2b  , AB=2c; 
ed  in  fine  sia  riposto  in  AB  l’asse  delle  a;  ed  in  AC  quel- 
lo delle  y.  In  questa  disposizione  degli  assi  , acconcia  alla 
facile  dimostrazione  del  teorema , si  hanno  pei  punti  A,  B,  C 
le  coordinate 

A:  x=0,  y=0 , B : x=2c,  y = 0 , C:  x = 0,  y=21>  , 
e pei  punti  A,  , B,  , C,  : 

A,:  x=c,  y = b , B,  : x=0,  y=b  , C,  : x=n,  y = 0 ; 
quindi  a norma  dell' equazione  4 del  n°  14 1 apparterranno 
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le  equazioni 

V ss  — x alla  retta  AA,  , 

J e 

y = — (x — 2c)  alla  retta  BB, 

aC 

y — 2b  = — — x alla  retta  CC,. 

J e 1 

Quindi  pel  punto  d' intersezione  della  AA,  colla  BB,  avremo 
della  prima  e seconda  di  queste  equazioni 

Le  stesse  coordinate  si  avranno  pel  punto  d' intersezione  del- 
le rette  AA,  e CC,  , dimodoché  le  rette  AA,  , BB,  , CC, 
s’incontrano  nel  punto 

x = i-AB,  y=~AC. 

Esemplo  ®.  Sia  da  dimostrarsi  che  le  rette  menate  dai 
vertici  di  un  triangolo  perpendicolarmente  ai  lati  opposti 
s’incontrano  in  un  medesimo  punto. 

Sia  A F origine  , AB  l’ asse  delle  x , la  AY  perpendicola- 
re ad  AB  l’ asse  delle  y , e pongasi  AB  = c ; rappresentino 
inoltre  x = a , y = b le  coordinate  del  punto  C»  ed  AA,» 
BB,  , CC,  , le  condotte  perpendicolari  : si  avranno  per  le 
rette  AB  , AC  , BC  le  equazioni 

AB  : x =>  0 , AC:  y«  — x, 

BC:y  = -~7(*-c); 

come  ancora  per  le  rette  CC,  , BB,  , AA,  si  avranno  » giu* 
sta  1*  equazione  7 del  n”  142  , le  equazioni 
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CC,  :i  = a,  BB,  : y =--i(x_c)> 

. . c — a 

AA, : y = -jj-  • 

Ma  P intersezione  delle  rette  CC,  e BB,  , egualmente  che 
quella  delle  rette  CC,  ed  AA,  ha  per  coordinate 

x = a,  y = -l(C— a); 

dunque  in  questo  punto  s’ intersecano  le  Ire  rette. 

Esempio  3.  Gli  esempii  1 e 2 possono  riunirsi  ad  un 
punto  dì  veduta  più  generale  , cercando  le  condizioni  per 
le  quali  le  congiungenti  AA,  . BB,  , CC,  i vertici  ed  i lati 
opposti  di  un  triangolo  vadano  ad  intersecarsi  in  un  mede- 
simo punto  M. 

Pongasi  P asse  delle  x nella  AB  e nella  AC  quello  delle  y , 
s'indichino  le  lunghezze  AB,  BC , CA  rispettivamente  con 
c , a , b ; pongasi  inoltre  AC,  <=  p , BA,  = q , CB,  =a  r : 
cosi  delle  linee  BB,  e CC,  si  avranno  le  equazioni  : 

bb-T^  + T=1’  cc-:f+ f-1’ 

J J . „•  y b(c— pXb— r) 

donde  si  ottiene  — = 

x cpr 

Indicando  inoltre  con  s e l le  coordinate  del  punto  A<, 
alla  retta  AA,  apparterrà  P equazione 

ì-i- 0. 

S 

Ma  si  troverà  facilmente  che  le  coordinate  set  soddisfano 
alle  relazioni 

s c t b 

a— q a •’  c— s c ’ 


donde 


— b<1_  J_ 

s eia—  q)  x 
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I due  valori  di  sommimstrano  la  condizione 

X 

pqr  = (c  — p)(b  — r)(a— q)  , 

ovvero  AC,  X BA,  x CB,  = C,B  x A,Cx  B,A  , 

vale  a dire  che  i prodotti  dei  segmenti  non  contigui  dei  Ia- 
ti del  triangolo  debbono  essere  tra  loro  eguali , affinchè  le 
congiungenti  AA,  , BB,  , CC,  s’ intersechino  nello  stesso 
pùnto  M. 

L'  ultima  equazione  assume  un’  altra  forma  , quando  vi 
s' introducano  gli  angoli  in  cui  quelli  del  triangolo  sono  di- 
visi dalle  congiungenti.  Pongasi 

ABB,  = fi  , BCC,  = y , CAA,  = a , 

B,BC  ==  fi,  , C.CA  « yx  , A, AB  = a,  , 

si  avranno  le  relazioni 

p sen'j,  q sen*,  r sen/3, 

c — p sen^.  ’ a — q sona  ’ b — r sen/3  ’ 

quindi  mercè  l'equazione  precedente  si  avrà 

sena,  sen/3.  seri  > = sena,.  sen/3,.  scn>,. 

Esempio  <*.  Due  triangoli  ABC  , A B,C,  sono  talmente 
situati  in  un  piano  che  AB  ed  A.B,  s’ intersecano  nel  pun- 
to y , AC  ed  A.C,  nel  punto  fi  , BC  e B,C,  nel  punto  a , 

e che  i tre  punti  a , fi  , y sono  in  linea  retta.  Quale  in- 

fluenza ha  la  situazione  di  questi  triangoli  su  quella  delle 
linee  AA,  , BB,  , CC,  ? 

Rappresentando  le  rette  AB  , AC  , BC  colle  rispettive  e- 
quazioni 

y = ax  -f  b , y =»  a,x  4-  b,  , y <=  a*x  -f-  b, , 

e ponendo  l’ asse  delle  x nella  retta  dei  punti  d’ intersezio- 
ne a , fi  , y,  le  equazioni  delle  rette  A,  B,  , A,  C,  , B,  C4 
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avranno  ordinatamente  le  forme 


y = (a-f  c)x-f  b,  y = (aI  + cI)x  + b,,y=(a.+c.)*4-b„ 
ed  ai  punti  A,B,C  apparleianno  le  coordinate 

b — li,  ab,— a,b 


B : x 
C : x 


ah, — a„b 
a — a. 


1 


li, — b,  n,l>» — »„b. 

> V — j 

a, — a,  a, — a* 


come  ai  punti  A,  , B, , C,  le  coordinate 


b — 1>, 

(a-fc)b,— (a,-fc,)b 

A,:x=- 

(a-fc)-(a,+c,)  ’ y 

b— b. 

(«+c)—  ta-+c.) 

(a+c)b,— (a,-(-c,)b 

li  ! X — 3 — 

(a+c)  — (a,+c,i  ’ J 

bi-— b2 

(a-f-c)— (a,+c,) 
(a,-f-c,)b, — (a,-t-c,)h, 

v*  . X * 

<a,+c,;—  (a.-f-c.)  ’ ^ 

(a.-fc,)  — ta,-fc,j 

t 


> 


Le  rette  AA,  , BB,  , CC,  passando  per  punti  dello  stesso 
nome  , le  coordinate  dei  loro  punti  d’  intersezione  cogli  as- 
si saranno  rappresentate  , secondo  l’equazione  5 del  n’  141 , 
dai  valori 


c,b  — cb,  c,b  — eh, 

» y — 

c,a  — ca,  c, — c 


x = 


c,h  — eh, 
c,a  — ca. 


X 


c,b,  — c,h, 
c,a,  — c,a,  ’ 1 


c,l>,  — c K 
c,  — c, 


per  la  retta  AA,  , 
per  la  retta  BB,  , 
per  la  retta  CC,. 


Le  tre  rette  AA,  , BB, , CC,  possono  a due  a due  inter- 
secarsi o esser  parallele. 

1.  Poniamo  che  AA,  e BB,  s’intersechino.  L’asse  delle 
ascisse , la  cui  posizione  è stata  finora  indeterminata  , sia 
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condotto  per  l’ intersezione  di  AA,  e BB,  ; la  y di  questo 
punto  sarà  nulla  , ed  in  conseguenza 

c.b— cb,  = 0,  c.b— cba  = 0,  vale  a dire  -^-  = -1=^!-, 

bi  b t>» 

quindi  ancora 

c»  b,  — c,  b.  = 0 ; 

la  CC,  passerà  dunque  per  lo  stesso  punto,  vale  a dire  che 
le  rette  AA,  , BB, , (X,  s’intersecheranno  nello  stesso  punto. 

2.  Potrà  essere  A A,  parallela  a BB,.  Conducendo  1’  nsse 
delle  ascisse  parallelo  a queste  rette  , i denominatori  delle 
ascisse  dì  questi  punti  saranno  nulli,  cioè 

c,a  — ca,—  0 , c„a  — ca„=  0 , 

quindi  ancora  c,a,  — c,ag=0, 

vale  a dire  che  le  tre  rette  AA,  , BB, , CC,  saranno  paral- 
lele. 

Se  i due  triangoli  ABC,  A,B,C,  sono  situati  in  modo  che 
AB  sia  parallela  ad  A,B, , AC  ad  A,C, , BC  a B,C,  , non  si 
avrà  a far  altro  che  scambiare  nelle  equazioni  delle  rette 
AB  , àC  e BC  le  a , a, , a,  con  b , 6,  , 6, , e nelle  equa- 
zioni delle  rette  A,B,  , A,C, , B,C,  le  a + c , a,-f  c, , a.-f  c. 
con  b , 6,  , 6„ , vale  a dire  che  bisognerà  porre 

AB  : y = bx  -J-  a , A,B,  : y = bx +(a  + c)  , ecc.  ; 

ripetendo  poi  le  conclusioni  di  sopra,  si  troverà  che  anche 
in  questa  disposizione  dei  triangoli  le  tre  rette  AA, , BB,  , 
CC,  s intersecheranno  in  un  medesimo  punto  , o procede- 
ranno parallele. 
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La  circonferenza. 

Indicando  a c b le  coordinale  del  centro  ed  r il  raggio  del 
cerchio , si  avrà  I’  equazione  della  circonferenza  esprimen- 
do la  proprietà  che  ogni  punto  (x,  y)  di  essa  è ad  eguale 
distanza  dal  centro.  Quindi  per  l’equazione  5 del  n‘  138  sarà 

1.  (x-a)*+(y-b)‘  = r« 

l’equazione  della  circonferenza;  ed  ogni  equazione 
della  forma 

x’-f  y'+  2Mx  + 2Ny  -f  P = 0 , 

identica  a quella  dell’equazione  1 dopo  averne  svolto  i qua- 
drati , apparterrà  ad  un  cerchio  , il  cui  centro  e raggio  sa- 
ranno determinati  per  mezzo  delle  costanti  ài,  N,  P. 

Anche  l’ equazione  generale  del  2'  grado  tra  le  variabili 
x ed  y 

Ax’-f  By*-f  2Cxy  -f  2Dx  -f  2Ey  -f  F = 0 

rappresenterà  una  circonferenza,  quando  sia  A==B,  im- 
perocché essa  assumerà  la  forma  dell’  equazione  1 , quando 
si  faccia  sparire  il  termine  2Cxy  trasformando  le  coordina- 
te secondo  le  equazioni  generali  4 e 5 del  n°  139. 

Secondo  il  luogo  dell’  origine  l’ equazione  1 prende  for- 
ma più  semplice.  Pongasi  p.  e.  l’asse  delle  ascisse  in  un  dia- 
metro , cosicché  sarà  b = 0 ; l’ equazione  1 diverrà 

(x-a)’-f  y'-r*. 

Facciasi  nel  tempo  stesso  cader  l’origine  sulla  circonferen- 
za , ossia  facciasi  a = r ; si  avrà 

2.  (x  — r)*  y*  <=  r* , ovvero  y*  = 2rx  — x* , 
equazione  del  cerchio  al  vertice. 
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L’  equazione  l assume  la  forma  più  semplice , quando  si 
fa  coincidere  l’origine  coi  centro,  ovvero  quando  si  pone 
a = 0 , 6 = 0;  così  si  ha  l’ equazione  del  cerchio  al 
centro  : 

8.  x*  -f  f = r\ 

145. 

Discussione  dell'equazione  del  cerchio. 

Ciascnna  delle  equazioni  1,  2,  3 del  n”  precedente  contie- 
ne tutte  le  proprietà  della  circonferenza.  Della  qual  cosa  po- 
trà rimanersi  convinto  per  mezzo  della  loro  discussione, 
vale  a dire  per  mezzo  della  deduzione  della  natura  della 
curva  dall’  equazione  che  la  rappresenta.  Cosi  dall’  equazio- 
ne 3 p.  e.  risulta 

y = ±l/r*  — x*  ; 

ha  dunque  y due  valori  eguali  ed  opposti , vale  a dire  che 
y è la  metà  di  una  corda  ; quindi  dall’  equazione  si  dedu- 
ce il  teorema  : un  diametro , perpendicolare  ad  una  corda, 
la  divide  per  metà. 

Dalla  stessa  equazione  3 risulta  ancora  la  relazione 
y*  = (r  + i)(r-x). 

Ma  r -f-  x ed  r — x sono  i segmenti  del  diametro  deter- 
minati da  y;  quindi  il  teorema:  la  perpendicolare  abbassa- 
ta da  un  punto  della  circonferenza  sul  diametro , è media 
proporzionale  tra  i due  segmenti  del  diametro. 

Pongasi  inoltre  y =»  0 nell’  equazione  1 , si  avrà 

x‘  — 2ax  -f  a»  + b1  = r' 

come  equazione  dei  punti  in  cui  1’  asse  delle  ascisse  incon- 
tra la  circonferenza.  Da  questa  equazione  risulta  per  x i 
valore 

Frakbs  Geom.  Ahai.  39 
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x t=a  a ± V r‘ — b* , 

• * 

che  rappresenta  la  distanza  dei  punti  d’intersezione  dall’ ori- 
gine. L’ intersezione  è dunque  possibile  nei  due  casi , di 
r>6  vale  a dire  quando  l’asse  delle  ascisse  é più  vicino 
al  centro  di  quel  che  dice  la  quantità  b,  ovvero  di  r = 6. 
In  quest’ultimo  caso  si  ha  per  x l’unico  valore,  x — a ; 
quindi  1’  asse  delle  x sarà  tangente  al  cerchio.  L’  ascissa  del 
punto  di  contatto  è nel  tempo  stesso  quella  del  centro  ; 
quindi  il  raggio  menato  al  punto  di  contatto  è perpendico- 
lare alla  tengeute. 

Quando  l’asse  delle  ascisse  taglia  la  circonferenza  , e l’o- 
rigine sta  fuori , uno  dei  valori  di  x disegnerà  un’  intera 
segante  , l’ altro  la  sua  parte  esterna.  Se  poi  l’ origine  gia- 
ce dentro  del  cerchio , i due  valori  di  x rappresenteranno 
i segmenti  di  una  corda.  Nell’  uno  e l’altro  caso  o*  -f-  6“  — r* 
esprimerà  il  prodotto  dei  due  valori  di  x , ed  a'1  ■+■  6*  sarà 
il  quadrato  della  distanza  dell’ origine  dal  centro.  Or  facen- 
do girare  il  sistema  degli  assi  intorno  all’  origine  , a e b mu- 
teranno valore  , ma  a*  + b*  resterà  costante  , e quindi  an- 
che a*  4-  ò* — r*.  Donde  risulta  il  noto  teorema:  per  due 
seganti  menate  da  uno  stesso  punto  i prodotti  di  esse  per  le 
rispettive  parti  esterne  sono  eguali , come  ancora  quelli  dei 
segmenti  di  due  corde  che  s’ intersecano. 

Sia  in  fine  nel  punto  medio  A (Fi <7.  8)  di  una  corda 
BC  = 2 a riposta  l’ origine  di  un  sistema  di  coordinate  ret. 
tangolari , e siano  a , a,  gli  angoli  XBK  ed  XCK  delle  due 
rette  BK.  e CK  che  s’ incontrano  nel  punto  K della  circon- 
ferenza. Avremo  rispetto  a questi  angoli 


1 


quindi  IgARB 


«Sa.  — 2ay 

1 -f  ig«  ig*t  x*  — a’  + y*  ’ 
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x ed  y indicando  coordinale  delle  rette.  Ma  il  punto  x y 
comune  alle  due  rette  giace  ancora  sulla  circonferenza  del 
cerchio,  rappresentato,  per  F equazione  1 del  n°  preceden- 
te , da 

(y  — b)*  = r*  — x*, 

in  cui  si  è fatta  AM  = b ; si  potranno  quindi  eliminare  x 
ed  y dalle  due  ultime  equazioni , e cosi , avendo  riguardo 
alla  relazione  r*  — a*  = ò\  si  avrà 

tgBKC  = , 

ed  in  conseguenza  una  costante , propriamente 

-f  -j-  per  BKC<  90’  , — per  BKC  > 90°  , 

e B K C =>  90°  per  b = 0. 

Essendo  inoltre  nel  triangolo  rettangolo  BMA 

tg  BMA  =.  -J-  , sarà  BM C = 2BRC  ; 

ed  in  ciò  stanno  i noti  teoremi  sugli  angoli  iscritti  in  un 
medesimo  segmento  di  cerchio. 

U6. 


Tangente  al  cerchi*. 


Sia  y = ax  -f  b 

l’equazione  di  una  retta  che  taglia  la  circonferenza.  Poiché 
essa  passerà  per  due  punti  (x,  , y,)  ed  (x„ , y,) , cosi  per 
l'equazione  4 del  n*  141  essa  prenderà  la  forma 


y — y-=  7—7-  (*  — *•)  ; 
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e le  equazioni  di  questi  punti  giacenti  sulla  circonferenza 
saranno 

2-  + = ed  x; 

Mercè  queste  tre  equazioni  la  posizione  della  retta  sarà  in- 
teramente definita. 

Or  se  la  retta  1 si  feccia  girare  o si  rimuova  in  modo  da 
far  coincidere  i punti  ( x , , y,) , (x, , y,) , la  segante  diver. 
rà  tangente.  Ma  in  questo  caso  si  avrà  xt  =>  it , y1==  yt  ; 
ed  in  conseguenza  nell' equazione  1 si  avrà 

y«-y.  _ o 

x,— x,  o 

Il  vero  significato  di  questo  simbolo  d’  indeterminazione  sf 
dedurrà  facilmente  dalle  equazioni  2.  Imperocché  da  esse  si 
ottiene 

(*;— *;)  + (y:  — y!)  = o, 

ovvero  (x.-x,)(x.+  x.)  + (y,-  y,)(y.+  y.)  = 0 ; 

donde  1 . — 

*«— *.  y.+y,  ’ 

espressione  che  diviene — nell’  ipotesi  di  xt  — xt  ed 

V i 

2/a=  y«. 

Sarà  dunque  • 

3-  y~yt  = _2L(x_x,) 

) I 

l’equazione  della  tangente  al  cerchio  nel  punto  xt, 
y,  > la  quale  assume  la  forma  più  semplice  : 

4-  xx,  + yy,  = r*  , 

quando  vi  si  aggiunge  l’equazione  del  cerchio  pel  punto  x,,  y,. 

Pel  punto  d’ intersezione  della  tangente  coll’  asse  delle  x 
si  ha  y = 0 ; quindi  dall’  equazione  4 risulta  la  relazione 
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xx,=r‘ , 

donde  si  ha  la  costruzione  della  tangente  menata  per  un 
punto  esteriore  al  cerchio  , e le  cui  coordinate  sono  ibi, 
j/=>  0. 

E poiché  all’ascissa  xt  di  un  punto  qualunque  della  cir- 
conferenza corrispondono  due  valori  eguali  ed  opposti  di  ylt 
così  per  ogni  punto  x = x , y = 0 , dato  fuori  di  un  cer- 
chio , si  potranno  a questo  condurre  due  tangenti. 


B.  Le  sezioni  del  cono. 

147. 

Equazione  generale. 

Noi  ci  facciamo  a cercare  la  linea  o le  linee  che  risulta 
no  dal  moto  di  un  punto  M , quando  la  distanza  di  questo 
punto  da  un  punto  fisso  F sia  in  una  ragione  invariabile 
colla  sua  distanza  da  una  retta  fissa  D. 

Ponendo  che  la  scelta  degli  assi  , a cui  sarà  riferito  il  pun- 
to mobile  M , sia  del  tutto  arbitraria , noi  otterremo  sotto 
la  forma  più  semplice  la  relazione  di  ogni  luogo  del  punto 
M , prendendo  per  asse  delle  y la  parallela  condotta  per 
punto  F alla  retta  I)  , e per  asse  delle  x la  perpendicolare 
alla  D , menata  pel  punto  F.  Imperocché  indicando  con  c 
la  distanza  del  punto  F dalla  retta  D,  con  d e d,  le  distan- 
ze di  M da  F e D , o con  k la  ragione  costante  di  d1  a d , 
si  avrà  per  esprìmere  la  legge  del  movimento  la  semplice 
equazione 

d=kd, 

ovvero , introducendovi  le  coordinate  x ed  y , 
±(x-c)*hkV.+s,> 
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cosicché  il  raggio  vettore  d,  risulta  una  funzione  lineare 
dell’  ascissa. 

Facendo  sparire  i radicali  dall’  ultima  equazione  , ne  ri- 
sulterà l’equazione  di  2°  grado  rispetto  ad  x ed  y 

1.  ky-H*1—  l)x*+2cx  — c*=0, 

la  quale  dimostra  che  la  curva  taglia  l’ asse  delle  ascisse  nei 
due  punti 

y = 0 , x — — , ed  y = 0 , x = — -p^p-p 
e l' asse  delle  ordinate  nei  due  punti 

x — 0 , y = , ed  x = 0 , y = , 

se  e è negativa. 

L’  ultimo  termine  dell’  equazione  1 sparisce  , quando  l’ o- 

(* 

rigine  si  trasporta  nel  punto  la  cui  ascissa  è x = — ^Tf» 

ed  in  cui  1’  asse  corrispondente  è incontrato  dalla  curva. 

£ 

Ed  in  vero  ponendo  x + ppy  in  vece  di  x , si  ha 


2.  k*ym + (k‘—  1)  x’+  2 kcx  = 0. 

Se  la  scelta  degli  assi  non  è più  arbitraria  , che  anzi  sia 


y + ax  -f-  b = 0 , 

l’ equazione  della  retta  fissa  D , ed  il  punto  fisso  F sia  dato 
dalle  coordinate  x = p , y = q ; allora  in  conseguenza  del- 
l’equazione 8 del  n°  142  -,  la  legge  del  movimento  del  pun- 
to M sarà  espressa  da 


(x-p)‘  + (y— q)‘ 


(y+ax-l-l,)» 
k*(l  + a‘) 


Svolgendo  i quadrati  di  questa  equazione  ed  ordinandone 
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i termini  rispetto  ad  x ed  y , avremo  una  equazione  della 
forma 

3.  Ax*4- By*4- 2Cxy  + 2Dx  + 2Ey  + F = 0 , 
la  quale  potrà  sempre  ridursi  alla  forma  più  semplice 

4.  Lx*+My*+2Nx  + P = 0, 

ossia  alla  forma  dell’  equazione  1 e 2. 

L’  equazione  3 risoluta  rispetto  ad  y ci  dà 

5.  y = — -^i±iq=i-(mx,4-2nx  + r)^  , 

ponendo  m — C* — AB , n = CE  — BD , r = E* — BF  ; di- 
modoché ad  ogni  valore  di  x corrispondono  due  valori  di  y 
che  differiscono  pel  doppio  della  quantità  radicale.  Or  po- 
nendo l’asse  delle  x nella  retta  che  ha  per  equazione 

Cx  + E 

y== — , 

ed  oltracciò  l’origine  nel  punto  della  stessa  retta  definito 
dalle  coordinate 

« E 

x = 0,  y = — — , 

dietro  un  facile  calcolo  si  avrà  un’equazione  della  forma 
dell’  equazione  4. 

Alla  stessa  forma  dell’  equazione  4 , ovvero  a quella  più 
generale  dell’  equazione  3 si  perviene  , cercando  la  curva 
( il  luogo  geometrico  ) di  un  punto  M che  si  muove  in  mo- 
do che  il  quadrato  della  sua  distanza  r da  un  punto  fisso 
F sia  in  una  ragione  costante  al  rettangolo  delle  sue  distan- 
ze da  due  rette  L ed  L,.  Imperocché  siano  queste  rette  rap- 
presentate dalle  equazioni 

L : y + mx  -f-  n = 0 , L,  : y -f-  m,  x + n,  =»  0 , 

e siano  xi  ed  y,  le  coordinate  del  punto  F;  la  legge  di  mo- 


Digitized  by  Google 


— 616  — 


rinienfo  r =^kddt  darà  pel  rapporto  costanlc  k l' equazione 

(x-».)-  + = k *-»*»-*** 

ovvero  , ponendo  per  brevità 


h = 


i ■ » 

»v* 


(l+nj*)“(l+mi*) 


6.  (x  — xj’-f-  (y — y,)*=  h(y  mx  -f  n)(y  -j-m,  x-fn,) , 

di  cui  svolgendo  i prodotti  si  perverrà  alla  forma  dell’  equa- 
zione 3. 

L’  equazione  3 avrà  un  altro  significato  mercè  la  seguen- 
te considerazione  : due  rette  BX,  BY  (Fig.  9)  si  tagliano  in 
B sotto  un  angolo  qualunque.  Da  due  punti  fissi  A ed  A, 
vengono  condotte  le  rette  AC  ed  A,Ct,  la  prima  delle  quali 
incontra  la  BX  in  C , e la  seconda  la  BY  in  C,  in  modo 
che  ne  risulti  BC  = ma  quando  sia  BC,  = mb , a e b in- 
dicando due  determinate  lunghezze  , ed  m ogni  possibile 
valore.  Quale  sarà  il  luogo  geometrico  del  punto  d’ interse- 
zione M delle  rette  AC  ed  A,C,? 

Siano  p e q le  coordinate  del  punto  A , p,  e q,  quelle 
del  punto  A,  e siano  assi  coordinati  la  BX  e BY  ; saranno 
equazioni  delle  rette  AC  ed  A,C,. 


AC  : 


q(x — ma) 
p — ina  ’ 


A,C,  : y — mb 


x. 


Eliminando  da  queste  due  equazioni  la  variabile  m , si 
avranno  tutti  i luoghi  del  punto  M che  renderanno  soddis- 
fatta la  suindicata  condizione , vale  a dire  che  si  avrà  P e- 
quazione  della  curvo  risultante  da  tutte  le  intersezioni  del- 
le rette  AC  ed  A,C,. 

L’ eliminazione  di  m ci  dà  P equazione 

ap.y’— V + (bp — aq,)vy — (aq — bp)y  -f-(aq,  — bp.)  x «=  0 , 
che  ha  la  stessa  forma  dell’equazione  3. 
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Una  breve  considerazione  dimostra  che  la  forma  della  cur- 
va, clic  risulta  dalle  intersezioni  delle  rette  AC,  A,C,  debba 
dipendere  dalla  posizione  e distanza  dei  puuti  fìssi  A ed  A,  : 
imperochè  la  circostanza  di  trovarsi  i punti  dallo  stesso  la- 
to dell’uno  c l'altro  asse  , o pur  no,  di  esser  tra  essi  a 
distanza  finita  o infinita , avrà  sicuramente  una  essenziale 
influenza  sulla  forma  e natura  della  curva. 

L’ equazione  precedente  assume  forma  più  semplice  , quan- 
do la  congiungente  i punti  fissi  Ae  Ai  giace  parallela  ad 
uno  degli  assi  coordinati.  Ed  in  vero  conducendo  per  la  ret- 
ta AA,  = c (Fig.  10)  l’ asse  delle  x , in  A l’ origine,  e sup- 
ponendo che  delle  rette  BH  = b , BK  = a la  prima  sia  pa- 
rallela all’  asse  delle  y , la  seconda  all’  asse  delle  x , che 
BK  = AH  , e che  per  lo  stesso  valore  di  m si  abbia  ltC  » ma , 
HCi  = mb  ; cosi  risulteranno  quanto  alle  rette  AC  ed  A,C, 
le  equazioni 


AC  : y< 


bx 


> A.C,  : y 


mb 


Eliminandone  m si  perviene  all’ equazione 
J a(c — a)  ’ 

la  quale  ha  forma  identica  coll’equazione  2,  e rappresenta 
diverse  curve  secondochè  c sarà  quantità  positiva  o negati- 
va , finita  o infinita. 

Ritorniamo  all’equazione  2.  I seguenti  numeri  dimostre- 
ranno che  la  forma  dell’equazione  2 dipende  dall’essere 

k > 1 , k < 1 , k = l. 

Nel  primo  caso  si  avrà  l’ellisse,  nel  secondo  l’iperbole, 
nel  terzo  la  parabola. 

Queste  tre  curve  costituiscono  le  linee  del  2”  ordine, 
essendoché  le  coordinate  dei  loro  punti  sono  rappresentate 
da  equazioni  di  2"  grado.  Diconsi  ancora  sezioni  coniche, 


Digitized  by  Google 


— 618  — 

poiché  la  superfìcie  di  un  cono  retto  a base  circolare  sarà 
tagliata  da  un  piano  E in  un’  ellisse  , quando  un  piano  £' 
condotto  pel  vertice  del  cono  parallelamente  al  piano  E,  ta- 
glierà tutte  le  genitrici  senza  coincidere  con  due  od  una  di 
esse  ; la  sezione  sarà  poi  un’  iperbole  se  il  piano  E'  abbia 
colla  superficie  conica  comuni  due  generatrici,  ed  una  pa- 
rabola , se  ne  abbia  una  comune. 

L’  equazione  , di  sopra  ottenuta  , 

±(x  — c = k(x*-f  y*)~ 

conduce  facilmente  all’equazione  polare  delle  sezioni  coni- 

I 

che,  ponendovi  (x*  + y") i=3  f cd  x «=  r cos  t ; cosi  si  ot- 
tiene 

8.  (k  cos  t)  r ss  ± c , 

equazione  che  rappresenta  un’  ellisse , un’  iperbole  od  una 
parabola , secondochè  sarà  k>l,  k < 1,  k = 1. 

148. 

L' ellisse. 

Poiché  rispetto  all’ellisse,  per  le  cose  dette  nel  n*  prece- 
dente , dovrà  nell’equazione  2 essere  k > 1 , potremo  far 
c negativa  e porre 

k’  — 1 _ b*  c b* 

~~k?  "à*  ’ T"==T'  ’ 

così  avremo 

a>b,  k = 7- , c== — — , 

(a*  — b*)*  (a*  — b')  ‘ 

e l'equazione  2 del  n°  147  ci  darà 
1.  a*y*  + bV  — 2ab’x  = 0 , 
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che  costiluisce  l'equazione  al  vertice  dell’ ellisse.  L’as- 
se delle  ascisse  è tagliato  dalla  curva  in  due  punti,  imperoc- 
ché facendo  y=sO,  si  ha 

b*x*  — 2ab’x  = 0 , cioè  x = 0 , x = 2a. 

Trasportisi  l’ origine  nel  mezzo  di  2 a , vale  a dire  nel  pun- 
to la  cui  ascissa  è x -j-  a ; e l’equazione  1 assume  la  forma 
più  semplice 

2.  a*y*  + b*x*  «=»  a*b*  , ovvero  -f-  = 1 , 

D £1 

che  si  trasforma  in  quella  del  cerchio  ponendovi  òsa,  c 
che  dicesi  equazione  al  centro  dell’ellisse. 

Fatta  2/==0,  si  ha  x *=>  + a , ovvero  x = — a ; e fat- 
ta in  vece  x = 0 , si  ottiene  y =»  -f-  6 , ovvero  y = — b ; 
vale  a dire  che  l’asse  delle  ascisse  è intersecato  nei  punti 
-f - a e — a , e quello  delle  ordinate  nei  punti  -j-b  e — b. 
E poiché  ad  ogni  valore  di  y corrispondono  due  valori  e- 
guali  ed  opposti  di  x e viceversa , è chiaro  la  curva  esser 
simmetrica  si  rispetto  all’  asse  delle  x che  a quello  del- 
le y. 

Inoltre  conducendo  comunque  per  l’ origine  una  retta,  la 
cui  equazione  sia  y =*  A* , avermo  per  determinare  le  a- 
scisse  dei  suoi  punti  d’ intersezione  coll’  ellisse  1’  equazione 

(a*A*  +b’)  x’  = a’b*  ; 

avrà  dunque  la  x due  valori  eguali  ed  opposti , vale  a dire 
che  i due  punti  d’ intersezione  saranno  equidistanti  dall’  o- 
rigine.  Questa  in  conseguenza  ha  nell’  equazione  2 la  pro- 
prietà di  bisecare  ogni  retta  che  per  essa  si  conduca.  Quin- 
di questo  punto  dicesi  centro,  e diametro  ogni  retta  che 
vi  è condotta. 

Nel  n*  147  ponendo  x -f-  —7—  in  vece  di  x a fin  di  ol- 

*~r  I 

tenere  l’ equazione  2 , si  è trasportata  l’ origine  da  F ( Fig . 11) 
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in  A.  Donde  segue  che  sarà 


af=t+t 


= a—  (a*  — h*)* 


a + (a* — b*)1 


avendo  sostituito  a k e c i già  trovati  valori.  Quindi  per  FC — e 
si  l>a 


: a — AF  ~ (a*  — b*)‘, 


Or  la  curva  essendo  simmetrica  si  rispetto  all’asse  delle  x 
clic  a quello  delle  y,  ne  segue  che  dovrà  esservi  sopra  AA' 
un  secondo  punto  F'  il  quale  sarà  distante  da  A1  per  quan- 
to F lo  è da  A , dimodoché  considerando  CF  nel  suo  valo- 
re assoluto  6i  ha 

CF  = e = (a*  — b*)*1, 

quando  le  ascisse  si  prendano  positivamente  da  C verso  A. 
La  retta  D , secondo  il  n°  147 , dista  da  F della  quanti- 

b* 

tà  <?,  vale  a dire  della  quantità  Essa  costituisce  la  d i- 

rettrice,  ed  a cagione  della  posizione  simetrica  dei  punti 
F ed  F'  dovrà  ad  essa  corrispondere  una  parallela  D' la  quale 
disterà  di  c dal  punto  Ft. 

Per  ogni  punto  M dell’  ellisse  i punti  F ed  F'  hanno  la 
proprietà  che  FM-f-MF'  = 2a.  Per  dimostrare  questa  pro- 
prietà poniamo  FAI  = d F'AI  = dk  : avremo 


d*  = (c-X)’-1-y\  d:  = (e  + x)*  + f. 

Or  introdccendo  in  queste  espressioni  di  d*  c rf*  il  valore 
di  yl  tratto  dall'equazione  2,  si  ha 

d’  = a’‘-f2cx  + ^-,  d:  «=  a* -2ca  + 

d d 

donde  , considerando  essere  a > — , risulta 
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d. 


• d + d,  = 2a. 

I punti  F ed  F'  diconsi  fuochi,  la  loro  disianza  e dal  cen- 
tro G è l’eccentricità,  e le  rette  FM,  F,M  sono  i rag- 
gi vettori. 

In  questa  proprietà  dell’  ellisse , vale  a dire  che  la  som- 
ma dei  raggi  vettori  è eguale  all’  asse  maggiore  , si  ha  un 
mezzo  di  meccanica  descrizione  della  curva,  mentre  la  si  di- 
segna con  una  punta  che  tende  un  filo  fissato  coi  suoi  ca- 
pi estremi  in  F ed  F,. 

La  stessa  proprietà  serve  ancora  alla  descizione  della  cur- 
va per  punti , quando  di  essa  son  dati  gli  assi  2o  e 2 b.  De- 
scrivendo un  arco  di  cerchio  col  punto  F come  centro  e con 
una  porzione  AP  p.  e.  del  suo  asse  maggiore  come  raggio , 
questo  arco  intersecherà  l’altro  descritto  col  centro  F,  e col 
raggio  PA„  nei  due  punti  L ed  L„  simmetricamente  situati 
rispetto  ad  AA,  e che  apparterranno  all’ ellisse.  Si  otterran- 
no ancora  due  altri  punii  simmetricamente  ai  primi  rispetto 
all’asse  BB,  dall’intersezione  dell’arco  circolare  che  ha  per 
centro  F,  ed  il  raggio  AP  coll’altro  che  ha  il  centro  in  F 
ed  il  raggio  PAt. 

Anche  nell’equazione  7 del  n°  147  avvi  un  mezzo  di 
costruire  l’ ellisse  per  punti.  Imperocché  poneudovi  c *=  2a  , 
ne  risulta 

y’=Ìl(2ax-x»), 

vale  a dire  l’equazione  1.  Quindi  se  a cominciare  da  B (Fig.  12) 
dividansi  i lati  BC  = h,  BE  = o del  rettangolo  ACBE  in  eguaj 
numero  di  parti  eguali  , e si  conducano  da  A pei  punti  di 
divisione  e , c, , e„, . . . e da  A,  pei  punti  di  divisione  c, 
e, , e,,  . . delle  rette  , queste  a coppie , cioè  Ac  con  A,c  , 
Ac,  con  A,c, , . . andranno  ad  intersecarsi  sull’  ellisse. 
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149. 


Tangente. 


Collo  stesso  metodo  , seguito  nel  n°  146  per  ottenere  l’e- 
quazione della  tangente  al  cerchio  , si  perverrà  a quella  del- 
la tangente  all’  ellisse.  Ed  in  vero  conducendo  una  retta  pei 
due  punti  ar,  yt , ed  a-,  yt  dell’  ellisse  , ne  avremo  1’  e- 
quazione 


E poiché  i due  punti  sono  definiti  dalle  relazioni 


b* 


y,*  (a’-O  » y •*  “ 7T  (»*-0  » 


ovvero  dall’  unica  relazione 


— (x,  — x,  ) , cioè 


y,— y» 

*»— *.  “*  y*+y»  ’ 


cosi  l’equazione 

y — y. 


y«+y« 


(x-x.) 


in  cui  trasformasi  l’equazione  1 , rappresenta  l’equazione 
di  una  segante  dell’ellisse.  Or  passando  la  segante  a 
tangente  , ossia  divedendo  x%=  xx , yt*=  J/i>  1’  ultima  equa- 
zione si  trasformerà  in 


b*  *>  , y • 

2.  y — y,'3  — ~ V *•/» 

e congiungendo  questa  alla  relazione 

a*y,*  -f-  b’x,*  » a*b*  , 


si  avrà  l'equazione  della  retta 
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3.  a*yy,  -f  b*xx,  =»  a’b*  , 


cbe  tocca  1’  ellisse  nel  punto  x,  , yt. 

Il  punto,  in  cui  questa  retta  taglia  l’asse  delle  x , avrà 
r ordinata  y = 0 , e quindi  per  l’ equazione  2 1’  ascissa 


4. 


Questo  valore  di  x è indipendente  da  b.  Quindi  se  più 
ellissi  abbiano  comune  l’ asse  maggiore  2 a , le  loro  tangen- 
ti in  punti  aventi  una  medesima  ascissa,  ossia  giacenti  sul- 
la medesima  perpendicolare  all’asse  comune,  s’  incontre- 
ranno nello  stesso  punto  dell’asse  maggiore  prolungato.  Da 
ciò  risulta  un  mezzo  per  condurre  da  un  punto  Q una  tan- 
gente all’  ellisse.  Essendo  il  cerchio  un’  ellisse  in  cui  gli  as- 
si 2 a e 2 b sono  eguali  , si  condurrà  dal  punto  Q una  tan- 
gente al  cerchio  descritto  sull’ asse  2a  dome  diametro;  dal 
punto  di  contatto  F si  abbasserà  la  perpendicolare  FN  al- 
l’asse 2a  , e congiungendo  il  punto  Q col  punto  M in  cui 
la  FN  taglia  l' ellisse  , sarà  QM  la  richiesta  tangente. 

Or  per  menare  una  tangente  al  punto  x„  y,f  dell’ellis- 
se , si  consideri  che  la  retta  menala  per  lo  stesso  punto 
perpendicolarmente  alla  tangente  , per  l’ equazione  5 del 
n°  142  ed  anche  per  la  precedente  equazione  2 sarà  rap- 
presentata da 


y_yl  = ^-(x~xl). 


Questa  retta  MN  (Fig.  11)  dicesi  normale  della  curva.  Ed 
il  raggio  vettore  FM  , menato  al  punto  di  contatto  M , ha 
per  equazione 

Quindi  chiamando  a ed  «,  gli  angoli  che  il  raggio  vettore  FM 
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e la  normale  formano  coll’  asse  delle  x , avremo 


od  in  conseguenza  tgFMN  «=>  tg(a, — o) 


<8*»— *gg 
1+tgalga, 


ovvero 


tgFMN  ì 


ey. 


Nello  stesso  modo  si  troverà 


IgF.MN  — -Ri- 
sono dunque  eguali  gli  angoli  FMN  , F.MN  che  i raggi 
vettori , menati  al  punto  di  contatto  , formano  colia  normale. 

159. 

Diametri  coniugali. 

Trasportando  1’  equazione 

1.  aY  + bV«=aV 

dell’  ellisse  ad  un  sistema  di  coordinate  obblique  , avente  la 
medesima  origine  , ed  i cui  assi  delle  x ed  y facciano  ri- 
spettivamente coll’ «asse  2a  gli  angoli  a ed  a,  , avremo  die- 
tro le  equazioni  7 del  n°  130  , per  le  nuove  coordinate 
x,  ed  yt  le  equazioni 

x =»  Xicosa  -f-  y.cosa,  , y =»  x,sena  + y.sena,  : 
quindi  dall’equazione  1 risulterà 

2.  (a*sen*a,-|-b*  cos’a,)  y,’  -f- (a’scn’a-f  bacos’a)x.* 

+ 2(a*sen  asen  a»  -j-b’ cosa  cosa»)  x»yi=  a*b*. 
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Essendo  in  questa  equazione  arbitrarli  gli  angoli  « ed  a,  , 
potremo  utilizzarli  a rinvenire  quel  sistema  di  coordinate 
obblique  , nel  quale  l'equazione  2 conserverà  la  forma 
dell’equazione  1.  Rispetto  a questo  sistema  dovrà  essere 

« b* 

3.  a’senaseno^-f-b'coSacosajsaO,  ossiatgatga^ r , 

cosicché  l’equazione  2,  scrivendovi  x ed  y in  vece  di  xt  ed 
yt,  prenderà  la  forma  più  semplice 


4.  (a’se^a,^-  b’cos*»,)  y*  -}-  (a*sen*a  b’cos*a)  x*=a’b\ 

Or  avendosi  in  3 una  sola  equazione  per  determinare  gli 
angoli  a ed  a, , vi  saranno  infiniti  sistemi  di  coordinate  ob- 
blique che  daranno  all'equazione  dell’ellisse  la  stessa  forma 
dell’equazione  1.  Poniamo  che  l’asse  delle  x sia  incontra- 
to dalla  curva  nei  punti  y = 0 , ar  = ±:A,  e quello  del- 
le y nei  punti  x = 0 , y = ± B , avremo  per  determina- 
re A e B le  relazioni 


A* 


a*b* 

a*sen*a-f-b*cos*a 


, B*  i 


a’b* 

usen‘aI-J-b“cos*a1  ’ 


dimodoché  l’equazione  4 potrà  scriversi  sotto  la  forma 

5.  A’y’  + B*x*  = A*B“ 

1 diametri  2A  e 2B  diconsi  coniugati  , poiché  , come  di- 
mostra 1'  equazione  5 , le  corde  parallele  a 2A  sono  divise 
per  metà  dal  diametro  2B,  e viceversa. 

Moltiplicando  i valori  di  A"  c B*  , ed  avendo  riguardo  al 
quadrato  della  prima  equazione  3 , si  avrà 

6.  A’B*  = -irr~r r > 

a b sen’^o,— -a) 

vale  a dire  che  sarà 


ABsen(a^ — a)  = ab,  ovvero  4ABsen(«I  — a)  = 4ab  , 

ossia  che  il  parallelogrammo  dei  diametri  coniugati  , eirco- 
Fr>hk*  Geov.  Aiul.  40 
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scritto  all’ ellisse,  è costante,  e propriamente  eguale  al 
rettangolo  degli  assi. 

Introducendo  negli  ottenuti  valori  di  A*  e B*  le  relazioni 


sen*a 


tg*« 

l + ig*«  ’ 


sen*a1 


si  avrà 


tg**  — 


ba(a*— A*) 
a”  (A*— b*) 


tg**, 


b*(a’— B’) 

a* (B* — b*)  ’ 


e se  queste  due  equazioni  si  moltiplichino  e si  abbia  riguar- 
do alle  equazioni  3 , ne  risulterà 

7.  a*-f  b*=  A‘-f  B\ 


Siano  y = xtgat  , y = xtga, 

le  equazioni  dei  diametri  coniugati  A e B , riferiti  agli  as- 
si dell’  ellisse.  Sia  questa  incontrata  da  A nel  punto  x , , yt: 
si  avrà  rispetto  al  diametro  A 


quindi  a cagione  di  Iga  tg  a,  — , si  avrà  pel  diame- 

tro B 


Ma  la  tangente  all’  ellisse  nel  punto  x,  y , ha , per  1’  equa 
zione  2 del  n°  149 , viene  espressa  dall’  equazione 


y — y. 


a“y, 


(*  — *,)  » 


dunque  la  tangente  all’  ellisse  in  un  estremo  del  diametro 
A è parallela  al  suo  coniugato. 

Siano  inoltre  fi  e fi,  gli  angoli  che  faranno  coll’  asse  mag- 
giore due  corde  condotte  dai  suoi  punti  estremi  ad  un  punto 
dell’  ellisse  , si  avrà 
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quindi  tg/3tg/3,  = — ÌL- «==  tgatga,, 

Tale  a dire  che  le  corde  sono  parallele  ai  diametri  coniugati. 

Finalmente  deducendo  dall’  equazione  6 il  massimo  valore 
di  AB , che  avrà  luogo  quando  sia  A = B , si  trova  che  i 
diametri  coniugati  eguali  sono  paralleli  alle  corde  che  con- 
giungono gli  estremi  degli  assi. 

151.  ' 

L’ Iperbole. 

L’  equazione  2 del  n°  147  , cioè 

1.  k*y* + (k*— l)x“-f  2kcx  = 0 , 

appartiene  all’iperbole  , quando  sia  &<1.  Pongasi  come  nel 
nu  148 

1-k*  _ b*  c _ b* 
k*  ~a*”  * ~k  ~ a ’ 

dimodoché  sarà 

k 1)8 

(a*-fbV  ’ ’ (“*+b')T 

Così  dall’  equazione  ’ risulterà  : 

2.  a*y*  — b‘x*-|-2ab,x  = 0 , 

ovvero,  riponendo  l’origine  nel  punto  ar-f-a  dell’asse  del- 
le ascisse  . 

“ a“y h*xa=  — a!b’,  ovvero  ~r<=* — 1. 

b a* 

Le  equazioni  2 e 3 , comparate  alle  equazioni  1 e 2 del 
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n*  U8  , dimostrano  che  si  perviene  dall’ eqnnzione  dell*  i- 
perbole  a quella  dell’  ellisse  , e viceversa  , scambiando  b con 

IV  — ì. 

Risultando  dall’  equazione  3 che  per 

yt=0  si  ha  x=*-f  a , ovvero  x = — a , 
e che  per 

x = 0 si  ha  y = + bV^  — 1 , ovvero  y = — bl/  — 1 > 

è chiaro  che  l’ asse  delle  x è incontrato  dall’  iperbole  nei 
punti  -1 -a  e — a,  e Tasse  delle  y in  nessun  punto.  Da 
ciò  è derivalo  il  nome  di  asse  reale  dalo  a 2a , e quello 
di  asse  immaginario  dato  a 2 b. 

Ad  ogni  valore  reale  di  y corrispondendo  due  valori  di  x, 
per  ar>a,  e viceversa,  la  curva  è simmetrica  sì  riguar- 
do all’  asse  delle  x che  a quello  delle  y. 

L’equazione  3,  ovvero  l’equazione 


dimostra  eh  aromentc  che  y è reale  soltanto  nel  caso  di 
x>n,  e che  per  v&u>rj  sempre  crescenti  di  x , sarà  cre- 
scente anche  y.  La  curva  ha  dunque  due  rami  simmetri- 
ci , e prolunganti  alTinii0ito. 

Si  comprende  ancora  facilmenv»  <>he  l’origine  delle  coor- 
dinale dell’ equazione  3 è centro  dev.^  curva,  giacché  l’e- 
quazione y — A*  di  ogni  retta  menata  p<-v  v origine,  quan- 
do si  congiunge  all’  equazione  3 , mena  alla  relanoue 

(a* A1  — b*)  xa  » — a*b*  , 

e quindi  a due  valori  eguali  ed  opposti , e che  sa-ar-ij)  rea- 
li finché  sia  a* A*<b’. 

Nello  stesso  modo  , che  nel  n°  148  si  è tenuto  por  1 el- 
lisse, si  troverà  ancora  che  nell’asse  reale  dell  iperbole  vi 
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■ono  due  punti,  i quali  hanno  la  proprietà  di  esser  equidistan- 
ti dai  due  vertici  A e A,  (Fig.  13)  della  curva , e di  rende- 
re ancora  soddisfalla  per  ogni  punto  M di  ciascun  ramo  i- 
perbolico  la  relazione 

4.  FM  — F.M  — 2a. 

Anche  per  questa  curva  i punti  F ed  F.  ne  sono  fuochi, 
eccentricità  la  loro  distanza  dal  centro,  cioè  FC  = e = 

I 

(a*-}-b*)r,  raggi  vettori  le  rette  FM  ed  F.M,  ed  in 
fine  direttrici  le  rette  D e D,  le  quali  distano  dai  fuochi 

b1 

F ed  F,  della  quantità  c — . 

Nella  proprietà  rappresentata  dall’  equazione  4 avvi  un 
mezzo  di  trovare  i singoli  punti  dell’  iperbole , quando  sono 
dati  gli  assi  2a  e 2b.  Imperocché  il  cerchio  che  ha  per  rag- 
gio AP>2a  (Fig.  13)  ed  il  centro  in  F taglia  l'altro  cerchio 
che  ha  il  raggio  A.P  ed  il  centro  in  F.,  in  due  punti  M ed 
M,  i quali  si  trovano  l’uno  da  un  lato  e l’altro  dall’altro 
lato  dell’asse  delle  x.  E colle  stesse  lunghezze  AP  ed  A,P, 
scambiando  i centri  F ed  F.  , si  avranno  due  punti  dell’al- 
tro ramo  d’iperbole. 

Un’altra  costruzione  ci  è somministrata  dall’equazione  7 
n’  147.  Imperocché  ponendovi  c — x negativa,  e facendo- 
vi c = 2a  , ne  risulta  la  già  ottenuta  equazione  2 

? = — -^r(2ax— x*). 

Perciò  , indicando  ACBE  (Fig.  14)  il  rettangolo  dei  lati 
AC  = o,  CB  = b,  e divisa  BC  a contare  da  B,  egualmente 
che  EE.  = EB  a contare  da  E,  in  egual  numero  di  parti  e- 
guali  , le  rette  condotte  da  A pei  punti  di  divisione  e,  e,,  e, 
della  EE,  s’incontreranno  a coppie,  cioè  Ac  con  A.c,  Ae, 
con  Aicl , . . . con  quelle  che  da  A,  vanno  pei  punti  di  di- 
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•visione  c , c,  , e,  , . . . in  punti  dell'  iperbole  clic  passa  pel 
punto  B c pel  vertice  A. 

152. 


Tangente  ed  assintofl. 


Collo  slesso  metodo  con  cui  nel  n°  149  si  è pervenuto 
all’  equazione  della  tangente  dell’  ellisse , o più  semplicemen- 
te , sostituendo  nell’equazione  2 del  n°  149  — b‘  a b‘ , si 
perverrà  all’  equazione  della  tangente  all’  iperbole  , cioè 


4. 


b*  x,  . . 

y-y 

a y i 


Congiungendo  questa  equazione  coll’ altra  del  punto  di 
contatto  xt  , y,  , cioè 

aV-bV— -a’b’  . 

ne  risulta 

2.  a'yy,  — b’xx,  = a’b*. 

9 

Questa  retta  incontra  l’asse  delle  x nel  punto 


e poiché  questo  valore  di  x è indipendente  da  6 , cosi  la 
conseguenza  dell’  equazione  4 del  n°  149  rispetto  alle  ellis- 
si aventi  gli  stessi  vertici  A ed  A,  rimano  applicabile  a tut- 
te le  iperbole  che  hanno  vertici  comuni  (Fiff.  13). 

Nell’  iperbole  ancora  la  tangente  ad  un  punto  x, , y , for- 
ma angoli  eguali  coi  raggi  vettori  menati  allo  stesso  punto , 
del  pari  che  la  normale  coi  raggi  vettori  dell’ ellisse.  Ed  in 
vero  indicando  a ed  a,  gli  angoli  che  il  raggio  vettore  FM 
e la  tangente  QM  formano  coll’asse  delle  x,  si  avrà 


tg«. 


h*!» 

«*y, 


» <g<* 


y. 
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quindi 


tgQMF  = tg(a,— a) 


tg«,— tga 
l-ftga.lga  ’ 


ovvero  introducendo  i valori  di  tga,  e tga,  e contraendo, 


tgQMF 


b» 

ey,* 


Lo  stesso  valore  si  ha  per  tgQMF,,  poiché  ponendo  A,F1M=>3, 
si  ottiene 


Poiché  i due  rami  dell’iperbole  si  estendono  all’ infinito, 
così  presentasi  la  quistione  , se  la  tangente  ad  nn  punto  in* 
finitamente  lontano  trovisi,  in  tutta  la  sua  lunghezza,  infi- 
nitamente lontana  dalla  curva,  ovvero  se  una  parte  di 
essa  vi  sia  in  prossimità  finita.  Avendo  luogo  quest’  ultima 
circostanza,  la  tangente  al  punto  infinitamente  lontano  no- 
masi assintoto. 

Per  rispondere  alla  quistione  dovrà  farsi  j/,=  oo  éd  x,=soo 
nell’  equazione  2.  Ovvero  , introducasi  nella  stessa  equazio- 
ne il  valore 


y,  = r£—  (x* — a’)  4 tratto  da  a*y,* — b’x/ = — a’b*. 

Si 

Si  avrà  così , dopo  aver  diviso  per  x* , 


Or  come  il  punto  di  contatto  ar, , y,  si  allontana  dal  cen- 
ro  , x , diverrà  più  grande  , e per  ar,  = oo  sarà 

o, 

x“  ’ X,  ’ 

e cosi  l’equazione  precedente  darà 

, l» 

4.  ay  -t-  hx  = 0 ovvero  y = -t-  — x. 


V 
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Ha  dunque  l’iperbole  due  assintoti  , i quali  s’  interse- 
cano nel  centro  di  essa  , ed  incontrano  l’asse  delle  x sot- 
to gli  angoli  £ e /3,  , definiti  dalle  relazioni 

5.  Ig/3^  — -7» 

a a 

vale  a dire  che  gli  assintoti  formano  angoli  eguali  coll’asse  delle 

x.  Facendosi  ( Fig . 13)  A, E,  = CB,  si  ha-~^-==-^-  “tg^, 

e così  riesce  facilissima  la  costruzione  dell’ assiri  loto. 

Ponendo  a — b , si  ha  tg/3  = 1,  quindi  /3  = 45°  ; gli  as- 
sintoti s’ incontreranno  ad  angolo  retto  , e l’ iperbole  , #la 
cui  equazione  è 


dicesi  equilatera. 


153. 

Diametri  coniugati. 

Riferendosi  l’ iperbole  ad  un  sistema  di  coordinate  obbli- 
que  aventi  la  medesima  origine  , e che  facciano  coll’  asse 
delle  x gli  angoli  a ed  a,  , si  avranno  rispetto  alle  nuove 
coordinate  xt  ed  ytì  come  nel  n°  150,  i valori 

x ■=  x.cosa  -f-  y^osa,  , y *=  x,  sena  + y, sena, , 

e 1’  equazione  dell’  iperbole 

1.  ay  — bV  = — a*b* 
sarà  trasformata  in 

2.  (a’sen^a,  — b’cos'ajy,’  -f-  a*  (sen‘a  — b*cos*a)  x," 

4-  2(a’sen  a sen  a, — b*  cos  a cosa,)  x ,y , *=> — a*b*; 

e si  potrà  , come  nel  n°  150  , sottoporre  gli  angoli  a ed  »t 
alla  condizione  di  far  acquistare  all’equazione  2 la  forma 
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dell’equazione  1.  Questa  condizione  richiede  che  sia 

_ 1>* 

3.  a’senasena, — l/cosacosa,  =0  ossia  tgatga,t=—  , 
per  la  qual  cosa  , ponendo 

x » “a’b‘ p«  _ — ^ 

a’sen'a, — b*cos*a,  ’ a’scna* — b'cos’a  ’ 

l’equazione  2 assumerà  la  forma 
5.  A“y* — B*x*=s  — AaB* , 


quando  si  ponga  x ed  y in  vece  di  x,  ed  y ,.  Ma  poiché 
]’  equazione  di  condizione  3 non  determina  gli  angoli  a ed 

а ,  , così  vi  saranno  infiniti  valori  di  questi  angoli  , che  sot- 
to la  condizione  espressa  dall’  equazione  3 daranno  all’  e- 
quazione  2 la  forma  5. 

Ciascuno  degli  assi  dell’  equazione  5 ha  la  proprietà*di  bi- 
secare le  corde  parallele  all’  altro , e perciò  gli  assi  2A  e 
2B  diconsi  diametri  coniugati. 

Dalle  equazioni  3 e 4 , come  nel  n°  150  , si  deduce  fa- 
cilmente una  relazione  tra  gli  assi  principali  a e 6 , i dia- 
metri coniugati  A e B , e l’ angolo  a, — a delle  coordinate 
di  questi  ultimi  ; cioè 

б.  A* — B*=  a* — b*  , AB  sen  (a, — a)  = ab. 


Siano  in  fine  fi  e fi,  gli  angoli  di  due  corde  condotte  ad 
un  medesimo  puuto  dell’  iperbole  dai  vertici  A ed  A,  ; si 
avrà 


tgfi 


_y_ 

x-fa 


»g£, 


y 

ss  — 

x— a 


y 


quindi  coll’  aiuto  dell’  equazione  a*y* — b*x*=  — a’b* 
risulterà 


»g/3  tg/3i«  lgatgtf,. 


ne 


In  conseguenza , facendo  fi  sm  a , ne  risulterà  fi,  = a, , va- 


- G34  - 

le  a dire  che  le  corde  saranno  parallele  ad  una  coppia  di 
diametri  coniugali. 

154 


Eqnazionc  aprii  asintoti. 


Riponendo  gli  assi  coordinati  dell’equazione  2 del  n°  pre- 
cedente negli  assiutoti,  pei  quali  dall'equazione  5 dei  n°  153 
si  ha 

. b b 

tg*=-f  — , *g«,= — » 

a «1 


« ed  a,  indicando  gli  angoli  che  gli  assinloti  formano  col- 
l’asse delle  arisi  avrà 


cos*<x  = cos*a.  = - 

a’+b* 

quindi 


sen*a  = sen'a. 


b* 

a*+b*  * 


e 


a’sen*a, — b,cos*«,=  0 , a*sen*a  — b’cos’a  = 0 , 


2(a*sen  ssen  a , — b’cos  a cos  a,) 


4a*b* 
a'  + b* 


Così  f equazione  2 del  n*  precedente  acquista  la  semplice 
forma 

1.  xy  (a’-f  b1) , ovvero  xy  = c* , 


ponendo  -i_  (a'-{- 6*)  = c*.  E questa  l’equazione  agli  as- 
si n t o t i dell’  iperbole. 

Quanto  all’angolo  2*  degli  assintoti  dall’equazione  1 si  ha 


2. 


xysen2z  = c*sen2a  = — ab  , 


poiché  sen2a  = 2senacosa.  11  parallelogrammo  dèlie  coor- 
dinate di  un  punto  dell’  iperbole  , prese  parallelamente  agli 
assintoti , è dunque  costante. 
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La  superficie  2 ab  =*>  («’-f  6’)  sen2s  dicesi  potenza  del- 
l’ iperbole. 

155. 

La  parabola. 

Rimane  ancora  ad  esaminare  il  terzo  caso  nell’  equazio- 
ne 2 del  n°  147  , vale  a dire  quello  di  k = 1.  In  questo 
caso  dalla  mentovata  equazione  , ponendovi  c «=*  — p ri- 
sulta 

1.  y’=  px. 

Questa  equazione  1 toglie  il  nome  di  equazione  agli 
assi  e p quello  di  parametro  della  parabola. 

Questa  equazione  dimostra  che  la  curva  può  trovarsi  sol- 
tanto dal  lato  positivo  dell’  asse  delle  ascisse  ; che  per  que- 
sto lato  ad  ogni  valore  di  x corrispondono  due  valori  egua- 
li ed  opposti  di  y ; che  per  x = 0 è anche  p = 0 , ed  in 
conseguenza  la  curva  incontra  1’  asse  delle  x nell’  origine  ; 
e che  infine  crescendo  sempre  x crescerà  ancora  y , e per- 
ciò la  curva  si  estenderà  all’  infinito. 

Risulta  nel  tempo  stesso  dal  primo  modo  di  generazione 
delle  sezioni  coniche,  esposto  nel  n°  147,  che  il  punto  mo- 
bile M dista  dal  punto  fisso  P egualmente  che  dalla  retta 
fissa  D,  la  quale  è nuovamente  denominata  direttrice, 
mentre  il  punto  F dicesi  fuoco  e la  retta  FM  raggio  vet- 
tore. 

Poiché  la  costante  c nell’  equazione  1 e 2 del  n*  147  , 
ovvero  la  p nella  precedente  equazione  1,  indica  la  distanza 
del  fuoco  F dalla  direttrice  , e poiché  l’ origine  rispetto  al- 
l' equazione  2 del  n°  147  è stata  tituata  nel  punto 

c . . p 

X — X ^ . j » C10c  ^ ==  * -fj*  > 

cosi  ne  segue  che  il  vertice  della  parabola , cioè  il  punto 
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x — 0 , y =»  0 , dista  del  fuoco  egualmente  che  dalla  di- 
rettrice. 

Dalla  qui  avanti  mentovata  proprietà  , secondo  la  quale  o- 
gni  punto  della  parabola  dista  equalmente  dal  fuoco  F e dal- 
la direttrice  D,  ovvero  quella  di  essere  MF  = MN(Fig.  15), 
risulta  che  si  potrà  costruire  la  curva  per  punti , quando 
siano  dati  il  fuoco  e fa  direttrice.  Imperocché  per  ogni  pun- 
to P dell’  ascissa  è nota  la  sua  distanza  CP  dalla  direttrice 
D.  Or  elevando  da  P la  perpendicolare  MP  e tagliandola 
con  un  arco  di  cerchio  descritto  col  centro  F ed  il  raggio 
CP , nell’  intersezione  M si  avrà  un  punto  delia  parabola. 

Un’altra  costruzione  risulta  dall’equazione  7 del  n“  147. 
Imperocché  dandole  la  forma 


. b’cx  bV 

V * SZ^S  . — • - 

1 a(c— a)*  a(c— uj 

e ponendo  per  ogni  punto  della  curva  c = oo , si  ha 


equazione,  la  cui  forma  coincide  con  quella  dell*  equazione  1. 
Or  se  nell’ equazione  7 del  n°  147  la  lunghezza  c si  pone 
infinitamente  grande,  il  punto  A,  ( Fig . 10)  si  allontanerà 
all’  infinito  , e così  la  retta  A,C,  diverrà  parallela  ad  AH. 
Dividendo  in  conseguenza  i due  lati  contigui  BC  e BE(Fi<7. 16) 
di  un  rettangolo,  o di  qualsivoglia  parallelogrammo,  a comin- 
ciare da  B in  egual  numero  di  parti  eguali , e conducendo 
da  A delle  rette  ai  punti  di  divisione  e , e, , e, , . . . della 
BE,  e pei  punti  di  divisione  c , c, , c, , . . . della  BC  con- 
ducendo delle  parallele  all'asse  AC,  le  coppie  Ae  e kc,  Ae, 
e klcI , Ae,  e à,c, ,...  che  vanno  per  gli  omonimi  punti 
di  divisione,  s’incontreranno  in  punti  della  parabola. 
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Tangente. 


So  i punti  x,  y , , x*  y%  della  reità 

I y.-yt 


y — y,1 


(*— O 


debbono  giacere  nella  parabola  y*  = 2 px  , l’ equazione  1 do- 
tra  coesistere  colle  equazioni 

y:  = 2px.,  y’i  = 2px1, 

ovvero  coll’  eouazione 

A 

yl  — y!  = 2P  (x„  — x,). 

E poiché  da  quest’  ultima  si  ha  la  relazione 


y.— y.  _ 2p 

I1_II  Ja-j-yi  ’ 


così  dall’equazione  1 si  ha  l’ equazione  della  segante  la  pa- 
rabola : 


Or  ponendo  che  i due  punti  della  segante  coincidano  nel 
solo  x, , yt , risulterà  dall’  equazione  2 : 


y-y.— “(*— *,)> 

ovvero  combinandola  coll’equazione  i/’ = 2 pxt  del  punto  di 
contatto  , 

3-  yy,  = p(x  + *,) 

che  sarà  1"  equazione  della  tangente  la  parabola. 

Questa  retta  , secondo  l’ equazione  3 , incontra  1’  asse  del- 
le ascisse  nel  punto 
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y — 0 , x==  — x, , 

dimodoché  indicando  QM  ( Fig . 15)  la  tangente  alla  parabo- 
la nel  puuto  M , sarà 

QP  = 2AP  = 2x  , 


vale  a dire  che  la  porzione  dell’asse  delle  ascisse , compre- 
sa tra  Q e P,  e che  dicesi  sottotangente,  pareggia  il 
doppio  dell’ascissa. 

È dunque  facile  condurre  una  tangente  per  ogni  punto 
M dato  sulla  parabola. 

Anche  per  la  parabola  è rimarchevole  la  posizione  della 
tangente  rispetto  al  raggio  vettore.  Ed  in  vero  indicando 
> y,  il  punto  di  contatto  , ed  a,  a,  gli  angoli  che  la  tan- 
gente ed  il  raggio  vettore  formano  coll’  asse  delle  x , si  a- 
vrà 


y> 

p 


tgdc 


quindi 


tgQMF  = tg(a,  — a)= 


quindi  sono  eguali  gli  angoli  che  la  tangente  forma  coll’as- 
se delle  x e col  raggio  vettore. 

Poiché  si  ha  inoltre  CP  = NM  = FM  , cosi  la  tangente 
QM  giace  a perpendicolo  sulla  NF , e le  rette  NR  ed  FR 
per  ogni  punto  R della  langente  sono  eguali  tra  loro.  Quin- 
di per  condurre  una  tangente  alla  parabola  per  un  punto 
dato  fuori  di  essa  , basterà  costruire  il  triangolo  isoscele 
NRF  , i cui  lati  FR  ed  NF  sono  noti , ed  abbassare  sulla 
NF  la  perpendicolare  RQ. 

Con  modo  di  deduzione  analogo  a quello  del  n°  152  si 
troverà  che  la  parabola  non  può  avere  assintoto  alcuno. 
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Diametri  coniugali. 


Trasformando  l’equazione  agli  assi  della  parabola  ; y’=2 px, 
in  un’altra  relativa  ad  un  sistema  di  coordinate  obblique  , 
i cui  assi  delle  x ed  y facciano  coll’  asse  delia  parabola  gli 
angoli  a ed  a,  , c la  cui  origine  sia  indicata  dalle  coordi- 
nate h , k ; secondo  le  equazioni  7 e 9 del  n°  139  si  a- 

vranno  per  x ed  y i valori 

% 

x = h -j-  x.cosa  + y.cosa,  , y — k -f  x.sena  + y.sena, , 
e quindi  qual  equazione  della  parabola  risulterà 

1.  yI*sen’a,-|-x1*sen’a-|-2x1yIscnasenaI-|-2xI(ksena — pcosa) 

+2y  ,(k  sen  a, — p cosa,)-)-k* — 2pJi  ==  0. 

Ed  affinchè  questa  equazione  prenda  la  forma  dell’  equazio- 
ne agii  assi  , dovranno  esser  soddisfatte  le  tre  condizioni 

2.  sena  = 0 , k*  — 2ph  = 0 , ksena,  — pcosa,  = 0 , 


dimodoché  1’ equazione  1 si  ridurrà  all’ equazione 


3. 


y.  — - 


2p 


la  quale  dimostra  che  l’asse  delle  xt  biseca  le  corde  paral- 
lele all’asse  delle  yt.  Per  questa  proprietà  l’asse  delle  x, 
è denominato  diametro  della  parabola. 

La  prima  delle  tre  equazioni  2 , cioè  sentì  = 0 , espri- 
me che  il  diametro  è parallelo  all'  asse  delle  x , vale  a di- 
re all’  asse  della  parabola.  La  seconda  condizione  , A*=2ph, 
dice  che  l’ origine  del  nuovo  sistema  giace  sulla  parabola  , 
e che  avvi  un’  infinità  di  tali  sistemi.  Finalmente  dalla  ter- 
za equazione  di  condizione 


Digitized  by  Google 


ksena, — pcosa,  = 0 , ovvero  tga, 


si  rileva  che  l’asse  delle  y,  si  confonde  colla  tangente  al 
punto  hy  k , e che  per  questo  valore  di  tg»,  vale  rispetto 

al  parametro  — ^ — la  relazione 

sen  «, 


2P 

sen*  a, 


— 2 (p  + 2h)  , 


e che  in  conseguenza  il  parametro  risulta  eguale  al  doppio 
raggio  vettore  del  punto  h , k. 


C.  Altre  lince  curve. 

158. 

La  lemniscata. 

Ogni  linea  curva,  come  ogni  forma  geometrica,  per  po- 
ler  divenire  subbietto  di  ricerche  matematiche  , è d’  uopo 
che  sia  generata  secondo  una  certa  logge.  Ma  poiché  la  leg- 
ge di  generazione  sì  pel  concetto  geometrico  che  per  l’al- 
gebrico può  esser  di  molto  varia  , così  un  subordinaraenlo 
delle  curve  ad  un  più  generale  punto  di  veduta  non  è sem- 
pre attuabile.  Perciò  ci  faremo  a considerare  quelle  curve 
soltanto  , che  la  frequenza  dell’  uso  rende  importanti. 

Un  punto  M muovasi  in  un  piano  in  modo  che  il  rettan- 
golo delle  sue  distanze  d e d,  da  due  punti  fissi  A ed  A, 
dello  stesso  piano  rimanga  eguale  ad  quadrato  costante  A*, 
ovvero  che  sia  dd,  — k*. 

Ponendo  nella  retta  AA,  = 2 a l’ asse  delle  x , e nel  suo 
punto  medio  C l’origine  delle  coordinate  rettangolari,  si  ha 

d‘«»(a-x)*  + y,  d,*=.(a-f  x)' + y'  ; 

quindi 
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U‘  = [(a — x)*  + y*][(a-f  x)*  + J*]- 

Mercè  questa  curva  di  quarto  grado  Cassini  pensava  rap- 
presentare il  moto  della  terra  intorno  al  sole  più  esattamen- 
te che  per  mezzo  di  ellisse.  La  sua  forma  varia  secondochè 
si  ha 

k y&V'lT,  k>a  e nel  tempo  stesso  k<nl//‘2,  ovvero  k<al/2. 
Ponendo  k = a , si  ottiene  dall’ equazione  1 : 

2.  (x*  + y*)*  = 2a*  (x* — y*). 

La  curva  rappresentata  da  questa  equazione,  dicesi  lem- 
niscata (linea  a nodo)  a cagione  della  sua  forma  oo , si- 
mile ad  un  nodo.  Essa  disegna  in  pari  tempo , com’  è faci- 
le a conoscersi,  il  luogo  geometrico  del  punto  in  cui  la  tan- 
gente all'iperbole  equilatera  è incontrata  dal  diametro  me- 
nato ad  essa  perpendicolarmente. 

L’asse  delle  ascisse  essendo  intersecato  nel  punto  i/=0, 
ne  viene 

x*  = 2a*x*  , cioè  xs  = 0 , x*  = 2a\ 

li  primo  caso  , x*  = 0 , dimostra  che  la  curva  taglia  due 
volte  l’origine,  ed  il  secondo  caso,  x*=2 a*,  ne  dà  x=-\- a\/~i 
od  x = — njX2  per  terzo  c quarto  punto  d’ intersezione 
della  curva  coll’  asse  delle  x. 

Nel  punto  x = 0 sarà  incontrato  l’asse  delle  ordinate;  per 
questo  punto  si  avrà  in  conseguenza 

y‘  = — 2a’yl  , 

equazione  che  ammette  la  sola  radice  reale  y = 0. 

L’ equazione  2 rimane  inalterata,  ponendovi  x = +x, 
od  x = — x,  ; e Io  stesso  vale  per  due  valori  di  y eguali 
ed  opposti.  La  curva  è dunque  simmetrica  sì  rispetto  all’as- 
se delie  x che  a quello  delle  y. 

lina  retta  j/  = mx,  condotta  per  l’origine  C , incontra 

Fharkc  Geom.  Amai. 
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la  curva  nei  punii  , le  cui  ascisse  sono  contenute  nell'e- 
quazione 

x*(l  -f-m*)1  = 2a*  (1  — m*) , 

ottenuta  mercè  l’eliminazione  di  y dall’equazione  2 e da 
y ssa  vix.  I valori  di  x saranno  dunque  eguali  ed  opposti  , 
vale  a dire  che  la  retta  sarà  bisecata  dall’origine  , ovvero 
che  questa  sarà  centro  della  curva. 

Ponendo  in  fine  x — rcost  ed  y — rsent  nell’ equazio- 
ne 2 , si  avrà  I’  equazione  polare  della  lemniscata 

3.  r“  = 2a*  cos  2t. 

159. 

La  carta  logaritmica. 

Un  punto  muovendosi  talmente  in  un  piano  che  le  sue 
ascisse  formino  la  progressione  aritmetica 

<*  > 2a  , 3 a , 4a , . . . n a , 
mentre  le  ordinate  seguono  la  progressione  geometrica 
b*  , b*“  , b,a  , bta  , . . . b"a; 
rispetto  allo  m,imo  punto  della  curva  si  avrà 
ma  ==  Abma , 

A indicando  una  costante.  E poiché  ma  rappresenta  l’ ordi- 
nata corrispondente  all’  ascissa  ma  , si  avrà  in  generale 

ir  i 

y = Ab*  , ovvero  y = Ae~  ponendo  b = e~  , 

o pure  , trasportando  l’origine  nel  punto  ml~  dell’asse 

delle  ascisse  , vale  a dire  Costituendo  a;  4 -mi—  ad  x , 

1 a 

* 

1.  y*=me“. 
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Questa  equazione  dimostra  che  y rimane  reale  per  ogni 
valore  reale  di  x , e che  la  curva  si  estende  nel  senso  del- 
le x positive  egualmente  che  in  quello  delle  x negative.  Si 
ha  inoltre  che  ad  x = 0 corrisponde  y *=■  m , y = co 
ad  x = -f- co  , ed  y = 0 ad  x = — oo.  La  curva  dunque 
si  estende  all'  infinito  nel  senso  delle  x positive  , ma  in  quel- 
lo delle  x negative  va  sempre  più  avvicinandosi  all'asse  del- 
le ascisse  , e questo  asse  è nel  tempo  stesso  un  assintoto 
della  curva. 

La  Fig.  17  rappresenta  in  LBT  la  curva  logaritmica. 

160. 

la  catenaria. 

Se  la  curva  logaritmica  LBT  (Fig.  18)  facciasi  girare  in- 
torno all’asse  delie  y , finché  ritorni  nel  suo  piano  , si 
avrà  una  seconda  logaritmica  LtBT,  , la  cui  equazione  sarà 

x 

1 . y b=  me  “ . 

Or  se  la  porzione  di  ogni  ordinata , compresa  tra  le  due 
curve,  p.  e.  min,  si  divida  per  metà  in  M,  il  luogo  geome- 
trico del  punto  M costituirà  la  catenaria.  Cosi  l'ordina- 
ta MP  di  questa  curva  sarà  data  dall’  equazione 

MP  = -i-  (Pm  -J-  Pm,)  , 

quindi  sostituendovi  i valori  di  P7ii  e Pmjt  dati  dalle  equa- 
zioni 1 di  questo  numero  e del  precedente  , si  avrà 

2. 

per  equazione  della  catenaria,  in  cui  m si  denomina 

parametro.  Da  questa  equazione  si  rileva  che  dando  ad  m 

* 
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valore  positivo  , la  curva  giacerà  nel  senso  delle  y positi- 
ve , c simmetricamente  a questo  asse  , giacché  y non  si  at- 
tera ponendo  x = — x,  ed  x = + x,. 

x 

Risolvendo  l’ equazione  2 rispetto  ad  c si  avrà  un’  e- 
quazione  di  2*  grado  , le  cui  radici  saranno  espresse  da 


3. 


— y±(j*-mV 

e ™ = , 


x avrà  dunque  i due  valori 


y+(y’— 

x =s*  m I , x = m 


, y — (y* — m*)  * 

1 — > 


che  sono  eguali  cd  opposti  , giacché 


y+(y*— m*)‘  y— fy*— m'V 


La  funzione  esponenziale  j/=aeix+  be  possiede  la  pro- 
prietà che  per  tre  valori  di  x tra  loro  differenti  di  a,  cioè 
x , x + a , x + 2a  , i corrispondenti  valori  di  y , che  indi- 
chiamo con  y,  , yt  , y,  , soddisfaranno  alla  relazione 


y.+y, 

y* 


ka  . — k* 

c -+  e 


Quindi  se  due  ordinate  , yt  ed  i/!  , della  catenaria  si  allon- 
tanino di  a da  uua  terza  y,  , l’ equazione  2 ci  darà  come 
relazione  della  somma  delle  due  prime  alla  terza  l' espres- 
sione 


y.+y. 

y* 


a 2_ 

em  + e m 


in  conseguenza  una  quantità  costante.  Quindi  se  son  date 
due  ordinate  y,  ed  y,  ed  è data  ancora  la  loro  distanza  , 
si  troverà  facilmente  la  ordinata  yt  che  ne  dista  egualmen- 
te. Se  p.  c.  la  retta  H,H  dei  punti  di  sospensione  di  una 
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catena , che  abbandonata  al  proprio  peso  , forma  una  cate- 
naria , sia  orizzontale  e parallela  ad  X,X  , e disti  di  c dal 
punto  infimo  B ; e C disti  da  H di  2 a,  si  avranno  pei  pun- 
ti B ed  H le  ordinate 

AB  = m , H K = m -f-  c , MP  = y. 


quindi 


AB  + HK  _ 2m-j-c 
MP  “ V,  ' 


, e“ -f-  c 


ma  per  la  stessa  legge  si  ha  ancora  rispetto  ad  AP,=  AP=  a 


MP  + MP, 


AB 


2y,  i-  . 

= e’“  4-  e “ , 


in  conseguenza 

2m-fe  2y,  I i 

— = , ovvero  y,  =»  — [2m  (2m+c)]*. 

y,  ni  2 

Similmente  rispetto  ai  punti  Q e Q, , quando  sia  AQ  = AQ, 

*=  a , si  ottiene 

NQ+N.Q,  AB4-MP  . . 2NQ  rn  + y, 

SS  ■ ' — , cioè  — C=3  — , 

AB  fliy  ’ m NQ 

1 i. 

ovvero  NQ  =*  y4  = — [2m(m  + y«)]‘  • 

Questi  valori  di  y , ed  y%  sono  facili  ad  esser  calcolati  o co- 
struiti , ed  in  conseguenza  per  mezzo  dei  tre  punti  H , B , H, 
si  potranno  determinare  le  ordinate  di  quanti  altri  punti 
si  vogliono. 

161. 


La  cicloide. 

Se  un  cerchio  vada  rotando  sopra  una  curva  fissa  , ogni 
punto  della  circonferenza  descriverà  una  curva,  la  cui  for- 
ma e natura  dipenderà  dalla  curva  fissa.  Si  hanno  le  più 
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semplici  corvè  di  questo  genere  , quando  la  linea  fissa  è 
una  retta  ovvero  la  circonferenza  di  un  cerchio. 

La  retta  A A,  (Fig-  19)  su  cui  movesi  il  cerchio  di  rag- 
gio MC  = a , sia  tolta  ad  asse  delle  * , ed  il  punto  A , in 
cui  il  punto  descrivente  M del  cerchio  tocca  la  retta  , si 
prenda  ad  origine  di  coordinate  rettangolari.  Se  il  cerchia 
abbia  girato  da  A in  D , avrà  sollevato  dalla  retta  AD  Tarn 
co  MD  , ed  in  conseguenza  sarà  AD  = MD  , e per  l'ango- 
lo MCD  = t si  avrà  AD  = a{.  Or  oomluccndo  la  MN  per- 
pendicolarmente all’  ordinala  MP  del  punto  M , si  ha 

AP  = x = AD  — MN  , MP  = y = CD  — CN  , 

= asen  t » CN  = a cosi  , 

quindi 

ì.  x = a(l-^sent)  , y = a(l — cosi). 


Facendo  t<r  , sarà  AP<AD  c nel  tempo  stesso  seni  sa- 
rà positivo  ; quando  sia  (>r  e t<2r  , si  avrà  AP>AD  o 

seni  sarà  negativo.  Ponendo  inoltre  t > e ( < , si 

A - « 

avrà  MP>CD  e cost  sarà  negativo  ; ma  se  sia  t>0  e<~-  , 

ovvero  t >—  e <2r,  sarà  MP<CD.  Donde  s»  rileva  che 

i segni  de’  valori  di  <t  ed  y rimarranno  inalterati  , quando 
t vada  crescendo  da  zero  a 2r. 

Quando  sia  t = 2r,  il  punto  descrivente  M rerrà  di  nuo-. 
vo  a giacere  in  un  punto  A,  della  retta  AA,  , cosicché  si 
avrà  AAi  = 2<7t:  e di  là  il  cerchio  rotante  comincerà  di- 
nuovo  a generare  la  stessa  curva. 

Le  due  equazioni  1 della  cicloide  si  uniranno  in  una  so-< 
la  . quando  ne  venga  eliminala  t ; imperocché  essendo 


CCS  I ; 


sarà  scn  t = 


(2ay — j’)~ 
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e quindi 

2.  x = a.arccos — -i (2ay — y*)*. 

Volendo  trasportare  l'origine  nel  più  alto  punto  B,  del- 
la curva  e porre  i nuovi  assi  paralleli  agli  antichi  , biso- 
gnerà nelle  equazioni  1 scambiare  x con  x -f-  ar,  ed  y con 
2a  — y : cosi  si  avranno  i valori  delle  nuove  coordinate: 

3.  x = a(t — r — seni)  , y = a(l-f  cost) , 
donde  eliminando  t risulta 

A X — 

x ==  — ar-f- aarccos  — (2ay — y’)*. 

Ma  se  l’asse  delle  ascisse  si  consideri  procedere  positiva- 
mente da  B,  a sinistra  , dall'  ultima  equazione  si  avrà 

4.  x = aT  — aarccos — 1-  (2ay  — y*) 

Quest’  ultima  equazione  potrà  facilmente  adoperarsi  a fi- 
ne di  costruire  la  curva  per  punti.  Imperocché  se  MH  sia 
perpendicolare  a B,B  , e tagli  in  m il  cerchio  che  ha  B,B 
per  diametro  , si  avrà 

ar  — aarccos = arcB.m  , e (2ay — y*)*  = mH; 

a 

quindi  MH=arcB,m-j-n»H,  ed  in  conseguenza  Mm=arcmBI. 
Facciasi  dunque  AB  = a?r  nell’  ipotesi  che  sia  a il  diametro 
del  cerchio  BmB’ , conducasi  in  questo  cerchio  una  paralle- 
la ad  AB,  e sia  MH  , e prendendo  sulla  parte  sporgente  del 
cerchio  la  Mm  = are. MB, , si  avrà  in  M un  punto  della  ci- 
cloide. 

Se  il  punto  descrivente  non  sia  il  punto  M della  circon- 
ferenza , ma  un  punto  M,  giacente  fuori  di  essa , ovvero  un 
punto  interiore  M, , si  avrà  nel  primo  caso  la  cicloide  a c- 
corciata  e nel  secondo  la  cicloide  allungata. 
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Sia  (Fig:  20)  il  punto  descrivente  , C.M,=  b , od  o~ 
riginc  il  punto  A , vale  a dire  il  punto  in  cui  M tocca  l’as- 
se  delle  ascisse  nella  rotazione  del  cerchio  ; avremo  per  co- 
ordinate di  M, 

AP=  AD — PD , MtP=sCD  — CN  ; 
quindi  per  la  cicloide  accorciata  si  avranno  le  equazioni 
5.  x=»at — bsent,y=a — bcost 

Rispetto  alla  cicloide  «allungala  il  punto  descrivente  M. 
giace  tra  M e C , quindi  per  M,C  ==  b , le  equazioni  5 ser- 
viranno ancora  ad  esprimere  lo  coordinalo  di  questa  specie 
di  cicloide. 

162. 

Ir 

L’ epicicloide. 

Sia  C il  centro  e CB  =»  a il  raggio  di  un  cerchio  che  gira 
sul  lato  convesso  di  un  cerchio  fisso  che  ha  C,  per  centro  ed 
il  raggio  C,B  = a,  ; sia  M il  punto  descrivente,  C,  origine 
di  coordinate  rettangolari  , AC,  l’asse  delle  ascisse  , ed  A 
il  punto  in  cui  M toccava  il  cerchio  fisso.  Quindi  toccan- 
dosi i cerchi  in  un  altro  punto  qualunque  B , e facendo 
l’angolo  AC,B  — t,%  MCB  = 1 , sarà  a,t,  = al.  Si  elevi  C,N 
perpendicolare  all’  asse  delle  x ed  MK  a quello  delle  y , 
avremo  per  le  coordinale  MP  e C,P  della  curva  AM  descrit- 
ta dal  punto  M , i valori 

x = C,N  + KM  , y = CN  — CK  » 

ovvero  , essendo  l’angolo 

MCR  = t-KCB  = t-|f-t.J  = t-f  t,-- ì, 
x = (a -j- ascosi,  — acos(t-f-t,) 

y = (a -(-a,)  seni,  — asen  (t-f  t,)  , 
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e poiché  a,t,  =*  at  , sarà 

2.  x = (a,4-a)cost,  — acos  t,  , 

y e>  (a,  -|-a)  sen  t,  — asen  ft. 

E queste  sono  le  coordinale  della  curva  denominata  epici- 
cloide. 

Se  il  raggio  del  cerchio  mobile  sia  eguale  a quello  del  cer- 
chio fisso  , vale  a dire  che  sia  at  = a , quindi  t,  s=  f , lo 
equazioni  1 c 2 , per  essere 

cos2t  = 2cos’t  — 1 e sen2t  = 2scntcost , 

si  trasformano  io 

x = a(2  cos  t — 2cos*t  -f  1) 

y = 2asent(l  — cosi) , 

ovvero,  trasportando  l’origine  delle  coordinate  dal  centro 
C,  del  cerchio  fisso  in  A e scambiando  in  conseguenza  x 
con  a — x , 

x = 2acost(oost  — 1) 
y = 2asent(l  — cosi). 

Dividendo  la  seconda  di  queste  due  equazioni  per  la  prima 
si  ha 

y j 

tgt  = -. , ovvero  cost  = - r , 

(**+y*)T 

ed  addizionando  in  vece  i loro  quadrati , ne  risulta 

3.  x*  -f  y’  = 4a*  (1  — cosi)? 

Introducendo  il  già  ottenuto  valore  di  cosi,  l'ultima  equa- 
zione diviene 

xl+y2=a2a(x  + [x*  + y»]^), 
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ed  in  fine  facendo  sparire  il  segno  radicale  , si  avrà 
i.  (x*  -f  y*)*  - 4 ax  (x’ + y *)  - 4 a’  f = 0. 

Dall’equazione  3 risulta  ancora  l’equazione  polare 

5.  r = 2a(l  — cost). 

La  curva  , a cui  appartengono  le  equazioni  4 e 5 , di- 
cesi  cardiode  a cagione  della  sua  figura  cordiforme.  Essa 
ha  comune  col  cerchio  di  raggio  a la  proprietà  che  ogni 
corda  condotta  pel  polo  A ha  la  lunghezza  costante  2a  , e 
che  la  perpendicolare  abbassatavi  da  C.  la  divide  in  due 
parti  eguali. 

Se  il  punto  M , descrivente  l’ epicicloide  , non  sia  sulla 
circonferenza  del  circolo  girante  , ma  che  disli  della  quan- 
tità b da  C , si  avranno  le  equazioni  dell’  epicicloide  accor- 
ciata od  allungata  , cioè 

6.  x = (a-j- a,) cosi,  — bcos  t,  , 

y = (a4-ai)scnti  — bsen  t,  , 

nello  stesso  metodo  con  cui  nel  n“  precedente  si  è perve- 
nuto alle  equazioni  della  cicloide  accorciata  e dell'  allungata. 

163. 

L' Ipociclolde. 

Se  un  cerchio  giri  sul  lato  concavo  di  un  cerehio  fisso, 
un  punto  M della  circonferenza  del  cerchio  rotante  descri- 
verà l’ ipocicloidc. 

Sia,  come  nel  n°  precedente,  C(Fig.22)  il  centro  e 
CB  = a il  raggio  del  cerchio  girante,  C,  il  centro  e C,B=a, 
il  raggio  del  cerchio  fisso  ; sia  inoltre  A il  punto  , in  cui 
il  punto  descrivente  M era  a contatto  del  cerchio  fisso  , C* 
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l’origino  o C,A  l’asse  delle  ascisse  di  un  sistema  di  coordi- 
nate rettangolari  : condotte  la  CN  parallela  all'asse  delle  y 
e la  MK  a quello  delle  x , si  avranno  per  le  coordinate  C,P 
ed  MP  del  punto  descrivente  M i valori 

x = C,P  = C,N  — MK  , y = MP  = CN  — CK. 

Or  ponendo  P angolo  AC,B  = t , , MCB  «=  t , sarà  Y angolo 

MCK=»  t — KCB=t—  [r-jj— t.jj  — (t — t^,  quindi 

1.  x = (a, — a)  cost, -f  acos(t — t,)  , 
y = (a, —a)  sent,  — asen  (t — t,) , 

cd  a cagione  di  a,t,  = at  , 

8 — 8 

2.  x=*(a, — a)  cost,  -f  acos  — 1, , 

8 

y = (a,— a)  sent,  — asen— — — t,. 

8 

Queste  equazioni  2 risultano  dalle  equazioni  2 del  n8  pre- 
cedente , quando  in  quelle  si  muti  -{- a in  — a. 

Se  il  raggio  del  cerchio  fisso  sia  doppio  di  quello  del  cer- 
chio mobile  , ovvero  sia  o,  = 2a  , quindi  t =»  2*, , dalle  e- 
quazioni  1 risulteranno  : 

'4‘ 

3.  x = 2acost,  , y = 0 ; 

vale  a dire  che  P ipocicloide  sarà  trasformata  in  una  retta 
che  possa  pel  centro  C,  del  cerchio  fisso. 

Le  equazioni  dell’  ipooicloide  accorciata  od  allungata  sono, 
indicando  b la  distanza  del  punto  descrivente  dal  centro  C 
del  cerchio  mobile  , 

4.  x = (a,  — a)  cost,  -|-  bcos  (t — t,)  , 
y = (a,  — a)  sent,  — bscn(t — t,)  , 

e se  in  queste  poniamo  n,  — 2<j  , e da  esse  eliminiamo  gli 
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angoli  te»,,  avremo 

V*  I* 

5 y | — | 

(a  — b/*  “ (a-fb)u  ’ 

ed  in  conseguenza  l’equazione  di  un'ellisse  , i cui  semias- 
si sono  a — b ed  a -}-  b.  Ma  se  poniamo  a,  = 4a  , e gli 
angoli  te»,  siano  eliminati  dalle  equazioni  2 , ne  avremo 
l’ equazione 

* a a 

6.  x~  + y <=»,*• 

164. 

le  spirali. 

Le  equazioni 

1.  y = ax  , y*  = ax  , xy  = a*  , y = a'  > 

riferite  a coordinate  reltangolari  , esprimono,  coni’ è nolo, 
ordinatamente  , una  retta  , una  parabola  , un’  iperbole  , una 
curva  logaritmica.  Ma  se  y indichi  un  raggio  vetlore  ed  x 
l’angolo  che  esso  forma  con  un  asse  immobile  , ovvero  se 
nelle  precedenti  equazioni  poniamo  r in  vece  di  y e t in 
luogo  di  x , le  equazioni  j, 

2.  r = at  , r*  = at  , rt  = a*  , r = a* 

esprimeranno  linee  curve  , che  indefinitamente  si  aggirano 
intorno  ad  un  punto  fìsso,  il  polo.  Queste  curve  dioonsi  spi- 
rali , e corrispondentemente  alle  equazioni  1 , la  prima  di- 
cesi lineare  , la  seconda  parabolica  , la  terza  iperbo- 
lica , e la  quarta  spirale  logaritmica.  La  prima  dicesi 
ancora  spirale  di  Archimede,  perchè  Archimede  ne  sco- 
vriva le  proprietà.  Per  ciascuna  di  queste  spirali  se  ne  tro- 
va un’  altra  opposta  ed  eguale  , quando  l’ angolo  t si  pren- 
de negativamente. 
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Dalle  proprietà  delle  linee  rappresentate  dalle  equazioni  1 
si  possono  dedurre  le  corrispondenti  proprietà  delle  spirali 
delle  equazioni  2 , avendo  riguardo  al  significato  delle  coor- 
dinate polari  e parallele.  Intanto  la  geometrica  dipendenza 
Ira  le  linee  delle  equazioni  1 e le  corrispondenti  spirali  è 
molto  significante.  Immaginiamo  che  una  curva  piana  C gi- 
ri intorno  ad  un  asse  giacente  nel  suo  piano  , e che  su  es- 
sa muovasi  un  punto  M in  modo  che  la  sua  ascissa  , presa 
sull’  asse  di  rotazione  , sia  proporzionale  all’  angolo  di  giro  ; 
il  punto  M descriverà  sulla  superficie  di  rotazione  una  curva 
K a doppia  curvatura.  La  proiezione  perpendicolare  di  questa 
curva  K su  di  un  piano  normale  all’  asse  di  rotazione  A , 
sarà  una  spirale  rappresentata  dall’equazione  r = aF(i), 
supponendo  che  la  curva  generatrice  sia  disegnata  dall’  equa- 
zione y — F(x)  , e che  l’asse  delle  ascisse  si  confonda  con 
quello  di  rotazione. 

165. 

La  spirale  di  Archimede. 

La  spirale  di  Archimede  è prodotta  dal  movimento  del 
raggio  vettore  AP  ( Fig . 23)  intorno  al  punto  fisso  A in  mo- 
do che  la  lunghezza  di  AP  = r vada  crescendo  in  ragione 
dell’  angolo  PAX  = t , che  il  raggio  AP  forma  coll’  asse  im- 
mobile AX.  Quindi  se  per  ( = 2sr  si  abbia  r = a , la  legge 
del  movimento  sarà  espressa  da 

r t at 

T=27’  °VVer°  r==  IT 

E da  ciò  risulta  la  seguente  proprietà  della  spirale.  Siano 
t = 2t  -|-  a , t — 4t  a , t = 6r  -f-  a , . . . 
gli  angoli  che  tra  loro  differiscono  di  un  giro  , ed 
r «=  r,  , r «=  r,  , r « r, , . . . 
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i raggi  vettori  corrispondenti  ; si  avrà  per  1*  equazione  1 


r,  2 ir  + a r«  __  4“  + * 

T=as-!T—  ’ ~7  2r 


ovvero 


quindi  r,  — ]rt  *=  a , r,  — r,  = a , . . . 

È dunque  eguale  ad  a la  parte  del  raggio  vettore  com- 
presa tra  due  successivi  giri  della  spirale. 

In  questa  proprietà  avvi  un  mezzo  di  costruire  per  pun* 
ti  la  spirale  di  Archimede  , quando  il  primo  giro  sia  dato. 
1 punti  poi  del  primo  giro  si  troveranno  dividendo  in  parti 
eguali  sì  a che  la  circonferenza  descritta  dal  centro  A col 
raggio  a,  e togliendo  da  ciascuno  dei  raggi  vettori  condotti 
pei  punti  di  divisione,  una  parte  corrispondente  al  punto  di 
divisione  di  egual  nome. 


166. 

La  spirale  iperbolica. 

La  spirale  iperbolica  risulta  dal  molo  del  raggio  vettore 
intorno  al  punto  fisso  A (Fig.  24)  in  modo  che  esso  raggio 
varii  in  ragione  inversa  dell’angolo  che  forma  coll’ asse  im- 
mobile AX  ; dimodoché  per  un  numero  costante  a si  ottiene 

1.  r = — , ovvera  rt  = a. 

i 

Quindi  r diverrà  più  piccolo  come  l' angolo  t sarà  più  gran- 
de, e viceversa,  cosicché  sarà  r =» 0 per  l — , ed  r = so 

per  t = 0. 

la  spirale  dunque  si  avvolgerà  indefinitamente  intorno  al 
polo  , senza  poterlo  giammai  raggiungere  , ed  i suoi  punti 
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infinitamente  lontani  saranno,  a cagione  di  t»0,  a distan- 
ze eguali  dall’asse  AX.  La  curva  ammetterà  dunque  un  as- 
intoto rettilineo  , parallelo  all’asse  AX  ; ed  in  forza  del- 
l’equazione 1 questo  assintoto  starà  alla  distanza  a dall’as- 
se AX. 

Un  mezzo  di  descrivere  la  curva  per  punti  si  ha  dalla  se- 
guente considerazione.  Sia  NN'  un  arco  descritto  con  qual- 
siasi raggio  AN  a cominciare  dall’  asse  AX  : prendendo  l’ar- 
co NM  = a , si  avrà  per  AM  = r , ed  NAM  *=  t ; 

AM.  t = a , ovvero  rt  = a , 

M è dunque  un  punto  della  spirale  iperbolica. 

167. 

spirale  logaritmica. 

Se  i raggi  vettori  di  una  spirale  cangino  in  ragione  geo- 
metiica  , mentre  gli  angoli  od  archi  siano  varianti  in  ragio- 
ne aritmetica,  ne  risulterà  la  spirale  logaritmica  (Spi- 
ra mirabilis  di  Giac.  Bernoulli).  La  sua  equazione  è 

r = a‘,  ovvero  r = cent , 

la  quale  dimostra  che  per  valori  positivi  sempre  crescenti 
di  t anche  r aumenta  indefinitamente  , e che  per  valori 
sempre  negativamente  crescenti  , il  raggio  vettore  andrà 
sempre  diminuendo  fino  ad  essere  r = 0 per  t — ■ oo.  Im- 

perocché si  ha 

r = 1 , a , a*  , a’  , . . . per  t = 0 , 1 , 2 , 3 , . . 

, I 1 1 

1 ’ 7’  Per  t=0,  — 1 , — 2,-3,. 

^ egli  angoli  od  archi  positivi,  a cominciare  da  tea 0,  la 
curva  con  innumerevoli  giri  sempre  più  si  allontana  dal  po- 
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lo  , e vi  si  avvicina  poi  continuamente  nella  direzione  de- 
gli angoli  negativi.  ■— 

Prendasi  sull’asse  AX  ( Fig.  25)  la  lunghezza  AB  eguale 
all’  unità,  ed  a cominciare  dal  punto  B,  si  nel  senso  positivo 
clic  nel  negativo  , dividasi  in  parti  eguali  l’ arco  circolare  MN 
descritto  col  raggio  AB  : ne  risulterà  a questo  modo  la  se- 
rie di  rapporti 

AB  : Am  : Am,  : Am,  . . . = 1 : a : a*  : a'  . . . 

iti 

AB  : An  : An,  : An,  . . . = 1 : — : — : —, 

supponendo  che  Am  ==  « sia  la  base  di  un  sistema  di  lo- 
garitmi ed  AB  l’unità  di  lunghezza  del  raggio  vettore,.  Or 
essendo 

AB  : Ani  = Am  : Am,  , Am  : Am,=  Am,  : Am, , . . . 

Am  : AB  = AB  : An  , AB  : An  ==»  An  : An,  

è chiaro  come  per  mezzo  di  medie  proporzionali  si  possano 
facilmente  costruire  i raggi  vettori. 

168. 

La  tangente. 

Tangente  ad  una  curva  dicesi  quella  retta  che  colla 
curva  ha  comuni  due  punti  prossimi  in  modo,  che  nessun 
altro  punto  possg  giacervi  in  mezzo  ed  appartenere  nel 
tempo  stesso  alla  retta  ed  alla  curva.  La  tangente  risulta 
dunque  dalla  segante , quando  questa  rota  intorno  ad  uno 
dei  suoi,  punti  d' intersezione  M , in  modo  che  l' altro  o gli 
altri  punti  d’intersezione  si  avvicinino  indefinitamente  al 
punto  di  rotazione  ài , ovvero  passino  nei  punti  prossimi 
ad  M.  Quindi  se  F (x , y)  = 0 sia  l' equazione  di  una  cur- 
va riferita  a coordinate  parallele  , e siano  x„  y„  ed  x.-4-^x,, 
y,-\-  Ay,  due  punti  di  essa  , la  reità  y «=  ni  -(-  b , la  qua- 
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le  passa  per  questi  punti , avrà  per  equazione  , a norma 
dell’  equazione  4 del  n°  141  , 


Or  se  il  secondo  punto  si  avvicini  sempre  più  al  primo,  Ayt 
e A x,  diverranno  sempre  più  piccole,  e pel  punto  prossimo 
ad  x, , y si  troverà  Ay,  trasformata  in  dy,  e Ai,  in  dx,  ; 
dimodoché 


1. 


y — y.= 


dy. 


di. 


<*—*.) 


disegnerà  l’equazione  della  retta  che  tocca  la  curva 
F(i,y)  = 0 nel  punto  x, , yt  ; ed  essendo 


dy, 

a , ovvero 

di, 


»ga  , 


ne  segue  che  la  derivata  prima  di  y rispetto  ad  x,  pei  va- 
lorix,  , y.  dinota  la  tangente  trigonometrica  dell’  an- 
golo a che  la  retta  forma  coll’asse  delle  x. 

Poiché  la  derivata  — -è  da  prendersi  dall’  equazione  del- 
la curva  F (x , y)  = 0 , e che  per  ogni  punto  della  curva 
dovrà  esser  soddisfatta  la  relazione 


dy  dF  dF 

di  dx  " dy  ’ 


è chiaro  che  I’  equazione  della  tangeute  alla  enrva  F (x,  y)  =0 
potrà  esser  ancora  rappresentata  da 


3. 


(y-y.) 


(*-*.) 


dF 

dx, 


0. 


La  retta  che  pel  punto  di  contatto  x,  y,  va  perpendico- 
larmente alla  tangente,  dicesi  normale  alla  curva.  Quin- 
di se  l’equazione  dell’ultima  e l’equazione  1 siano  riferite 
a coordinate  rettangolari,  per  l’equazione?  del  n"  142 
Fazwac  Giom.  Ahal.  42 


/ 
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si  avrà  come  equazione  delia  normale 

4.  y-y.=  --^(*-*.), 

ovvero,  avendo  riguardo  all'equazione  2 , 


i>. 


dF 


dF 


(y-yO^-(*-*,%==° 


Ma  se  gli  assi  siano  inclinati  sotto  l’angolo  e siano  a ed 
a,  le  tangenti  trigonometriche  degli  angoli  a ed  a,  che  la 
tangente  e normale  formano  coll’  asse  delle  x , a norma 
dell’  equazione  3 del  n°  141  ed  attesa  1*  inclinazione  rettan- 
golare delle  due  rette , avrà  luogo  tra  a , at  e <?  la  rela- 
zione 

l -f  aa,-}-  (a  + a,)  cos  <?  = 0. 


Or  essendo 


dy,  dF  . dF 

d*ì  di,  * dy, 


si  avrà  mercè  questo  valore  dall’  ultima  equazione  : 


quindi  1’  equazione  della  normale 

y — y. = a,  (x— x.) 
si  trasformerà  nella  seguente  : 


La  porzione  dell’  asse  delle  ascisse  , compresa  tra  la  tan- 
gente e l’ordinata  del  punto  di  contatto  , dicesi  so tto tan- 
gente , e la  porzione  del  medesimo  asse  compresa  tra  la 
stessa  ordinata  e la  normale  , dicesi  sottonormale.  Indi- 
cando con  Tf  la  sottotangente,  con  N,  la  sottonormale  , con 
T la  porzione  di  tangente  tra  il  punto  di  contatto  e 1’  asse 
delle  ascisse  e con  N la  porzione  di  normale  tra  lo  stesso 
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punto  di  contatto  e Tasse  delle  x ; dalle  equazioni  1 e 4 
si  avranno  per  queste  parli  1 valori  : 


7. 


N, 


T^y,  — , N = y,  -p- , essendo  ds  = (dx ^-f-dy ,*) * . 
tiy,  cix, 

Da  ciò  risultano  ancora  i valori  delle  porzioni  che  la  tan- 
gente determina  sugli  assi  coordinati  ; imperocché  dinotan- 
do con  X ciò  che  essa  taglia  sull’  asse  delle  x e con  Y la 
parte  che  defluisce  sull’asse  delle  y , dalle  equazioni  7 ov- 
vero dall’equazione  1 si  avranno  i valori 


8. 


X 


1 


Y = y.-x. 


Jy. 


E sempio  l.  Dall'  equazione  al  centro  dell’  ellisse 

a*v* -4- b*x*  ■=  a*b*  risulta  4—  — — —r — » 

J 1 di  a*  y 


quindi  per  T equazione  1 si  ha 

a‘  (y — y.)y.  + b*  (x — x,)x,  = 0 * 

ovvero  , mercè  l’equazione  a*y*  -f-  b'x'  = n*6’  del  punto 
di  contatto  , 

a’yyI  + b'xx,  ==  a*b*  , 


eh’  è T equazione  della  tangente  , ed  in  conseguenza 

b*  (y — y .)*«  — a*  (x — x.)y , — 0 

sarà  quella  della  normale  , come  già  si  è trovato  nel  n"  148. 
Per  mezzo  delle  equazioni  7 si  ottiene  ancora 

T.— , T“&(»V+bV)“  » 

*1  *1 
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N, N--^(aV  + b‘0*. 

o a 

Queste  equazioni  , del  pari  che  quelle  della  tangente  e nor- 
male valgono  ancora  per  l’ iperbole  , sol  che  vi  si  muti  6 * 
in  — b\ 

Riferendosi  l’ iperbole  equilatera  ai  suoi  assintoti , si  avrà 
xi/  = e’  ; quindi  dalle  equazioni  8 risulterà 

X = 2x,  , Y = 2yt,  donde  XY«=4e*. 

Or  il  triangolo  formato  dalle  porzioni  X , Y degli  assi  e dal- 
la tangente  essendo  proporzionale  al  prodotto  XY , sarà  co- 
stante. 

Dall'  equazione  della  parabola 

\*  = 2px  risulta  — = — , 

J ili  y 

quindi  mercè  1’  equazione  1 si  avrà  per  la  tangente  1’  equa- 
zione 

y.  (y — T.)  — P(*~  *.)  = o> 

ovvero  n,  = P(x  + x,)  » 

c p(y— y,)  + y,  (*—*.)  = o 

sarà  quella  della  normale.  Inoltre  sarà 

T,  = 2x,  , T (2x, [2x,  -f  p])*  , 

N,  = p,  N=(p[2xi-fp])“. 

Dal  valore  di  T,  segue  che  rispetto  alla  parabola  la  sotto- 
tangente pareggia  il  doppio  dell’  ascissa  , come  già  si  è di- 
mostrato nel  na  156  , e da  N,  si  rileva  che  la  sottonorma- 
le è eguale  al  parametro  , ed  in  conseguenza  costante. 

Le  equazioni  della  tangente  e normale  , come  ancora  i 
valori  di  T e T,  , ^ ed  N,  si  sarebbero  trovati  nel  tempi» 
stesso  applicabili  all’  ellisse  , iperbole  c parabola  , se  si  fos- 
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sero  dedotti  dall1  equazione  generale  delle  sezioni  conicità 
y*  = Mx-f  Nx\ 

Esemplo  2.  Dall’  equazione  della  curva  logaritmica 

S dy  y 

y = me™  segue  — - = e—  — : 
dx  m 

quindi  per  l’equazione  1 sarà 

™ (y—y.)  — y,  (*—*,)  = <> 

1’  equazione  della  tangente  , ed 

y.(y— y.) + “(*—*.) — o 


quella  della  normale  alla  curva  logaritmica.  Si  avrà  ancora 
facilmente  dalle  equazioni  7 


T,  «*■  m , T =j=  (m*  -f-  y,*)  • , 


N. 

in 


m 


:K+j')7. 


La  sottotangente  T,  è dunque  costante  ed  eguale  all1  ordi- 
nata m dell’origine. 

Similmente  dall1  equazione  della  catenaria 


, y±(y* — m*)‘  m . . 

x = mi , ovvero  y = — - (e  “-fé  ■) 

A 


m 


si  avranno  facilmente  i valori 


dy  _ (ya  — m %Y 

dx 


m 


1 i *. 

— (e"1  — e -) 


•f.°±  "iy—  , — !»■)«, 


(y-mY 
T — — — , N »— • 
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Il  primo  valore  di  offre  un  mezzo  di  condurre  una  tan- 
gente ad  un  punto  M (Fig.  18)  della  catenaria.  Ed  in  vero, 
supponendo  AB,  = AB  = m,  B,K„  parallela  ad  AB,  ed  AR,= 
AR  = y , sarà 

B,R,=(y*  — quindi  = = 


La  retta  dunque  , menala  pel  punto  M parallelamente  ad 
AR,  , sarà  la  tangente  richiesta. 

K«cmplo  5.  Dalle  equazioni  delle  coordinate  della  ci- 
cloide : 

x = a (t  — seut)  , y = a (1  — cost) 

risulta 


dy  sont' 

dx  1 — cost 


I . 

= cot  — t , ovvero 

4 


dy  ( 2a — y j-f 


quindi  le  equazioni 


y — Y.  — c°l  y*(*-  *•>> 

y - y,  = - ‘e  -j  ‘ (*— x«)  ; 


di  cui  la  prima  appartiene  alla  tangente  , la  seconda  alla 

dy  . , 

normale  della  cicloide.  Il  valore  di  - — dimostra  che 

dx 


~-L  = so  per  t s=n  0 , 2t  , ir  , 6r  , . . . 

= 0 per  t = t , 3t  , 5?r , 7t  , . . . 

Nell’  origine  , o in  generale  , nel  luogo  in  cui  il  punto  de- 
scrivente incontra  AA,  , la  tangente  è dunque  perpendico- 
lare all’  asse  , ma  nel  vertice  l1  è parallela. 

Rispetto  a T,  , N,  , T,  N valgono  le  espressioni 
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T*  = Y.h^37Ì:  » N.  = (2ay.— y,T=PD, 

T =y«!2^7rS‘  * N = (2ay,)^=MD. 

Dal  valore  di  N,  ovvero  di  N risulta  die  MD  ( Fig . 19)  di- 
nota il  luogo  e la  lunghezza  della  normale , in  conseguenza 
MD,  disegnerà  la  tangente  al  punto  M. 

Nello  stesso  modo  dalle  equazioni  esprimenti  le  coordina- 
te dell  epicicloide  , secondo  il  n°  162  , 

x = (a-}- a,)  cosi,  — acos  — — 1 1, 
y = (a-j-a,)  sen  f,  — asen  t, 

il 


si  ha  per  esprimere  la  posizione  della  tangente  l’ equazione 

«’y  COSt  — COS(l-H,)  1 yq  ■ 

d*  seni — scn(t-|-t,)  ® 2 ' ' 1 

Ma  la  retta  che  unisce  il  punto  C (Fig.  21)  col  punto  me- 
dio della  corda  MB,  forma  coll’asse  AC,  l’angolo 

A 

dovrà  dunque  la  tangente  in  M esser  parallela  a questa  bi- 
secante, ed  MB  esser  la  normale  ; quindi  la  normale  passerà 
pel  punto  di  contatto  dei  due  cerchi  , e la  tangente  pel 
punto  estremo  B,  del  diametro  BB,. 

Mercè  analoghe  illazioni  si  troverà  che  la  normale  dcl- 
1'  epicicloide  si  confonde  colla  corda  MB  (Fig.  22)  e la  tan- 
gente colla  corda  MB,  pel  punto  di  contatto  M , e che  la 
tangente  MB,  prolungata  farà  con  B,C,  sulla  baso  C,A  un 
triangolo  isoscele. 


Digitized  by  Google 


— C64  — 
169. 


Continuazione. 


Per  ottenere  espressa  in  coordinate  polari  nna  funzione 
dell’angolo  a , che  la  tangente  alla  curva  forma  coll’asse 
delle  x , si  porrà  il  polo  nell’origine  A ( Fig . 26)  , l’asse 
polare  nell’  asse  AX  delle  ascisse , e cosi  per  trasformare  le 
coordinate  rettangolari  si  avranno  le  equazioni 

x = r cos  t , y = rsen  t. 

Differenziando  i secondi  membri  di  queste  equazioni  rispet- 
to e t ed  r , si  avranno  i valori  di  dx  e dy  , dai  quali  si 
dedurrà  l’ equazione 

dy  drsen  t + rdt  cosi 

tea  = — =3  - — ; 

d*  drcosl — r di  seni 

del  cui  secondo  membro  dividendo  numeratore  e denomina- 
tore per  dr  , e quindi  risolvendo  1’  equazione  rispetto  ad 

, ne  risulterà 


rdt 

dr 


1. 


rdt 


tga  — tgt 


dr 


1+tgalgt 


*g  C« — 0- 


rdt 


Si  avrà  dunque  in  la  tangente  trigonometrica  dell’  an- 
golo formato  dal  raggio  vettore  AM  e dalla  tangente  TM  , 
come  si  potrà  vedere  immediatamente  sulla  figura  , quando 
si  facciano  variare  di  poco  l’ angolo  ed  il  raggio  vettore. 

Menando  pel  punto  A sul  raggio  vettore  AM  la  perpen- 
dicolare NT  , e prolungandola  fino  ad  intersecare  la  tan- 
gente MT  in  T e la  normale  MN  in  N , la  porzione  AT  di 
essa  perpendicolare  , compresa  tra  il  polo  e la  tangente  t 
sarà  la  so  ttotangente,  e sottonormale  la  AN  compre- 
sa tra  il  polo  e la  normale.  Indicando  , come  nel  n'  pre- 
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cedente  , la  sottotangente  AT  con  T, , la  sottonormale  AN 
con  N,  , la  porzione  MT  della  tangente  con  T e la  porzio- 
ne NM  della  normale  con  N , avremo  per  mezzo  dei  trian- 
goli MTA  ed  RINA  i valori 


2.  T,  — rtg  (<,—  !)_  1ÌL,  T=-i(dr'+p-dl')-  , 
N. N-J-(<Ir-+r-d.-)± 


tg(a  — l) 

Esemplo  1 . Rispetto  alla  spirale  di  Archimede  , la  cui 
equazione  è = — . si  ha 

2r 


dr  = £dt,  tg(a-t)-%-L 


Questa  equazione  dimostra  che  l’asse  tocca  la  curva  nel  po- 
lo. Quindi  si  ha  per  T, , T , N, , N : 

T,=ìr’  t=-s-(,+1'F. 

».-■ £•«— È-o+«r. 


donde 


T.  « N,.t*  , T » N.t. 


La  sottonormale  è costante. 

Esemplo  2.  Dall’  equazione  della  spirale  iperbolica  risso 
si  deduce 

rdt 

-t  = tg(«-t) 


dr  ■■  rdt 

t~  * dr 


T,  a,  T = (a‘  + r’)‘ 

N, , N = I(a-+r')t 


La  sottotangente  è dunque  costante  , cioè  che  il  punto  e- 
stremo  della  tangente  descrive  un  cerchio  di  raggio  a. 
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I 

Esempio  S.  L’ equazione  delia  spirale  logaritmica  r=me™ 
ci  dà 

— = c'“  , lg(«— t)==m  , 


vale  a dire  che  la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  , che 
il  raggio  vettore  fa  colla  tangente  , è costante  , e quindi 
lo  è l’angolo  stesso.  Si  ha  inoltre 

T,  = mr  , T-r(l+m*)'S‘, 

N =*  — , N = — (1  + m*)^, 

x ni  rn  v ' 

quindi  T,  «=  N,.mm  , T = N.m. 

I valori  di  N,  c T,  dimostrano  che  i punti  estremi  della 
normale  c della  tangente  descrivano  ancora  dalle  spirali  loga- 
ritmiche, che  sono  simili  alla  primitiva,  hanno  con  essa  co- 
mune il  polo,  e sono  similmente  situate  rispetto  al  suo  asse 
polare. 

Esemplo  *.  Dalle  espressioni  generali  delle  quantità  Tt, 
T , N, , N ottenute  in  questo  numero  e nel  precedente  può 
dedursi  la  posizione  della  curva  rispetto  alla  tangente  e nor- 
male. Cerchisi  a cagion  di  esempio  la  curva , la  cui  sotto- 
tangente sia  costante  ed  eguale  alla  quantità  a,  e che  inol- 
tre la  curva  sia  riferita  a coordinate  rettangolari  : si  avrà 
mercè  le  equazioni  7 del  nu  precedente 


yd« 

dy 

quindi  integrando  , 


a 


ovvero 


arfy 

y 


= dx, 


c-fx  = al  y. 


Or  essendo  y = a nell’  ipotesi  di  x «=a  0 , si  ha  c *=  ala  , 
quindi  l’ ultima  equazione  diviene 
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x = a 1 -j-  , ossia  y = ae  * , 


vali*  a dire  l’equazione  della  curva  logaritmica. 

Esemplo  5.  Cerchisi  la  curva  per  ogni  punto  della  qua- 
le sia  costante  1’  angolo  clic  la  tangente  forma  col  raggio 
vettore. 

Per  r esempio  3 è noto  che  la  spirale  logaritmica  pos- 
siede questa  proprietà , è dunque  da  dimostrarsi  che  vernn 
altra  curva  la  possegga.  Dinotando  con  t ed  a gli  angoli  che 
il  raggio  vettore  e la  tangente  formano  coll’asse  polare, 
dovrà  a — t esser  costante  ; ed  in  conseguenza  anche 
tg  (oc  — t)  dovrà  avere  valor  costante.  Indicando  con  a que- 
sto valore,  avremo  tg  (a  — t)=a.  Ma  dall’equazione  2 
risulta 

rdt  adr 

— — = a , ovvero  dt  ; 

dr  ’ r 


quindi  per  integrazione 

alr  = t -f-  c. 

Essendo  c = ala  nell’ipotesi  di  t = 0,  si  avrà  dall’ ultima 
equazione 

al  — = t , ovvero  r =>  ac“  , 

d 

vale  a dire  l’equazione  della  spirale  logaritmica. 

Volendo  risolvere  il  problema  per  mezzo  di  coordinate  ret- 
tangolari , pongasi  l’ origine  di  queste  nel  polo  , e l’ asse  del- 
le x nell’asse  polare.  Cosi  si  ottiene 


tg  (oc  — 1)< 


dy 


tga  — tgt 

i + ‘ga,s‘ 


c poiché  lgt=-j—  , lga  = — , si  avrà 
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ydx  — xdy 

'x~dx~4-y  dy~  B a » ovvero  (ay  -h  x)  dy  = (y  — ax)  dx. 

Per  poter  integrare  questa  equazione , omogenea  rispetto 
ad  x ed  y,  poniamo  y—ux,  in  conseguenza  dy=udx^-xdu  ; 
con  ciò  si  iia 

adì  du  audu 

x ^ 1 + u*  1 + u*  ’ 

quindi  alx  = arctgu — le  (1 -}- u*)  , 

m 

ovvero  restituendo  ad  u il  suo  valore , 

are lg  ~ = -j- 1 c (x*  -{-  im- 
pongasi x = 1 per  y = 0 , e si  avrà  per  determinare  c l’e- 
quazione 0 = — le  ; dimodoché  l’ equazione 

«slg  7 — -yl(x‘'H’) 

rappresenta  la  curva  richiesta.  Or  questa  equazione  appar- 
tiene alla  spirale  logaritmica , come  si  troverà  facilmente 
per  mezzo  dei  valori  di  x ed  y tolti  dalle  equazioni  x = r cosi, 
y = r sent. 

Cercando  la  curva  nella  quale  1’  angolo  formato  dalla  tan- 
gente col  raggio  vettore  sia  la  metà  dell’  angolo  t che  la 
normale  forma  coll’  asse  polare  si  perverrà  all’  equazione  del- 
ia cardioide. 

no. 

• GII  us sàntoli. 

Si  è già  osservato  nel  n°  154  che  sotto  il  nome  di  as- 
sintoto  sia  da  intendersi  quella  tangente  ad  un  punto  infi* 
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nitamenlc  lontano  di  una  curva  , la  quale  tangente  trovasi 
in  uno  spazio  finito  in  vicinanza  degli  assi  coordinati.  L’e- 
sistenza degli  assintoti  può  dedursi  dalle  equazioni  8 del  n* 
168  , cioè 


1. 


X 


Y = y 


nelle  quali  X ed  Y dinotano  le  parti  rispettivamente  defi- 
nite dalla  langente  su  gli  assi  delle  * ed  y.  Imperocché  se 
ciascuna  od  anche  una  sola  delle  quantità  X ed  Y tanto  più 
si  avvicini  ad  un  dato  limite  come  x diverrà  più  grande  , 
la  tangente  alla  curva  ed  in  conseguenza  la  curva  stessa  si 
approssimerà  ad  una  retta  di  definita  posizione , dimodoché 
la  distanza  della  curva  da  questa  retta  potrà  supporsi  mino- 
re di  ogni  linea  assegnabile. 

Anche  la  posizione  degli  assintoti  potrà  riconoscersi  nei 
valori  di  X ed  Y , poiché  questi  definiscono  sugli  assi  coor- 
dinati i punti  che  pei  valori  sempre  crescenti  di  x apparter- 
ranno all’  assi nto lo.  Se  col  continuo  crescere  di  x uno  dei 
valori  di  X ed  Y divenga  infinito , allora  1’  assintoto  risul- 
terà parallelo  all’  asse  delle  x quando  sia  X = oo  , ed  al- 
l’ opposto  sarà  parallelo  all’asse  delle  y nell’  ipotesi  di  Y = oo. 
Se  poi  col  crescere  di  x spariscano  X ed  Y , gli  asssintoti 
passerauno  per  l’ origine  delle  Coordinate.  In  questo  caso 

^ * dy 

la  loro  posizione  sarà  determinata  da  — - per  x crescente. 


Se  la  curva  sia  riferita  alle  coordinate  polari  r , t , si 
potranno  adoperare  le  stesse  equazioni  1 per  distinguere  l’ e- 
sistenza  e posizione  degli  assintoti , ricorrendo  alle  equazio- 
ni ausiliarie  x <=  r cos  t , y = r sen  f. 

Esempio  i.  L'equazione  ge'nerale  delle  sezioni  coniche 

j*=  Mx  -f-Nx* 


rappresenta  la  parabola  nel  caso  di  N = 0,  l'ellisse  quando 
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sia  N<0,  e l’iperbole  nell’ipotesi  di  N >0.  Per  «covrire 
1’esistenza  degli  assintoti , sono  da  definirsi  secondo  l’equa- 
zione 1 i valori  di  X ed  Y.  Eliminandone  y , si  ottiene 


Ponendovi  x = co  , queste  quantità  divengono 


N = 0 rende  infiniti  X ed  Y ; la  parabola  non  ha  dunque 
assintoti.  N<  0 rende  Y impossibile;  quindi  l’ellisse  an- 
cora non  ha  verun  assintoto.  Ponendo  N > 0 , si  hanno  per 
Y due  valori  reali  ed  assolutamente  eguali  ; l’ iperbole  ha 
dunque  due  assintoti,  ed  egualmente  inclinati  all’asse  delle 
x.  Questa  loro  inclinazione  si  troverà  facilmente. 

Esempio  SS.  L’equazione 

x’-j-  V5—  3axy  = 0 , 

che  rappresenta  la  foglia  di  Cartesio  , conduce  ai  valori 


X = x + y 


y1— ax 


axy 


Y=y+x 


x— ay 


axy 


x* — ay  x“— a y * ’ yl— ax  y‘— ax 

dai  quali  bisogna  eliminare  y per  «covrire  i valori  di  X ed  V 
corrispondenti  ad  x = oo.  A tal  uopo  sostituendo  ut  ad.  y 
nell’  equazione  della  curva  , si  avrà 


u’x-fx  — 3au  = 0, 


donde 


i 3au 

far 


ed  y 


3aù* 

I+u*’ 


Or  ponendo  u’-f-  1 = 0,  x ed  y diverranno  infiniti.  Ma  per 
y •=  ux  i valori  di  X et'Y  divengono 
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au 


— I 


, Y = 


au 

* a 

uJ 

X 


quindi  per  x = oo  ed  in  conseguenza  u = — 1 , si  avrà 


X = — a , Y = — a. 

L’assintolo  è dunque  inclinato  di  45°  all’asse  delle  x,  o 
la  sua  equazione  è 


y = — x — a. 

Esemplo  3.  L’  equazione  della  spirale  iperbolica  rt  = a 
trasforma  le  equazioni  delle  coordinate  x ed  y,  cioè 

x sa  rcost  , y sa  rsent, 
in  x*=-i-cost,  y = -j~sent , 


cosicché  si  ha 


«Jy  sen  t — tcost 

<lx  cos  t -)- 1 sen  t 


Quindi  dall’ equazione  1 si  ha 


Xa  -,  a 

sa  — Y = 

sent  — tcost  cost  + tsent 

Per  un  punto  infinitamente  lontano  sarà  r = oo  , quindi 
t = 0 dovendo  essere  rt  <=>  a.  Così  si  avranno  per  X ed  Y 
i valori 

X = oo  , Y = a. 

L’ assintoto  è dunque  parallelo  all’  asse  polare  , da  cui  dista 
della  quantità  a. 
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Il  circolo  oscillatore. 


Supponiamo  che  un  cerchio  , rappresentato  dall’  equazio- 
ne a coordinate  rettangolari 

1.  (x  a)*  -f-  (y  fi)*  = p*  , 

tocchi  una  curva  F (ar , y)  — 0 nel  punto  x, , y, , vale  a di- 
re che  il  cerchio  abbia  iu  questo  punto  una  comune  tan- 
gente colla  curva:  il  raggio  del  cerchio  coinciderà  colla 
normale  della  curva.  Questa  normale  passando  in  conseguen- 
za pel  centro  del  cerchio  , vale  a dire  pel  punto  x =>  a , 
y = fi  , giusta  1'  equazione  4 del  n°  168  avrà  per  equazione 

2.  (y — fi)  dy  -f-  (x — at)dx=*»0. 

È chiaro  darsi  infiniti  cerchi  che  potranno  soddisfare  le  e- 
quazioni  1 e 2,  essendoché  per  la  determinazione  delle  tre 
quantità  a , Q , p , che  dinotano  il  luogo  del  centro  e la 
lunghezza  del  raggio  , non  si  hanno  che  due  sole  equazio- 
ni- laonde  per  determinare  completamente  il  cerchio  fa 
d’  uopo  di  una  terza  equazione  , la  quale  si  avrà  differen- 
ziando l’equazione  2.  Questa  terza  equazione  è 


3.  (y — fi)  d’y  -f-  dy*  -f-  dx*  = 0 , 


quando  si  riguardi  x come  variabile  indipendente.  Da  que- 
st’ ultima  equazione  si  ha  il  valore  di  /3  , quindi  quello  di  a 
dall’ equazione  2 , e quello  di  p dall’equazione  1 ; vale  a 
dire  che  ponendo  per  brevità  ds*  = dx%  + dy * , si  avrà 


4. 


» 


5. 


DO  + 


ds" 

.li  d'y 


» 
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l>er  dichiarare  il  significato  del  doppio  sogno  di  p,  sia  M 
il  punto  x„y,  ed  M,  il  punto  x,-\-dxi  y.-f-di/,  suppo- 
nendo che  la  funzione  F ( x,y)  = 0 resti  continua  per  que- 
sti punti.  Il  triangolo  formato  dai  cateti  dx  , dy  ha  per  i- 
potenusa  la  porzione  di  curva , compresa  tra  le  ordinate  yt 
e y,  -f-  dy.  Ma  i punti  M ed  M,  son  prossimi,  e perciò  in 
questi  due  punii  l’arco  si  confonderà  colla  tangente  ; dimo- 
doché si  potrà  supporre  che  l’arco  compreso  tra  i punti  M 
ed  M,  sia  per  sito  e grandezza  eguale  alla  corrispondente 
porzione  della  tangente.  Indicando  con  s I’  arco  della  cur- 
va fino  al  punto  M,  sarà  ds  l'arco  compreso  tra  M ed  M„ 
dimodoché  risulterà  l’equazione  .<&*  = dx*  + dy1 , la  qua- 
le sarà  più  specialmehteiesaminata  nel  n°  174.  Or  se  p cre- 
sce mentre  cresce  s,  p ed  s avranno  Io  stesso  segno , vale 
a dire  che  p sarà  positivo  ; ma  se  p cresce , mentre  s di- 
minuisce , e viceversa , p ed  s avranno  segni  differenti. 

11  cerchio,  il  cui  raggio  è rappresentato  nell’  equazione  5, 
ha  benanche  il  significato  di  potere  per  un’estensione  infi- 
nitesima sostituire  la  curva  nei  due  lati  del  punto  di  con- 
tatto. Quindi  disegnando  con  s l’ arco  della  curva  fino  al 
punto  di  contatto  , v 1’  angolo  che  la  tangente  a questo  pun- 
so  forma  coll’asse  delle  ascisse,  ed  x ricevendo  l’incremento 
dx  ; varieranno  y di  dy , s di  ds  e v di  dv , poiché  si  è 
supposta  continua  la  funzione  F (ar,  i/)  = 0,  e le  quantità 
se  r,  come  dipendenti  da  x ed  y saranno  dal  pari  continue. 
Quindi  se  prendasi  ds  qual  arco  di  cerchio,  e propriamente 
del  raggio  p , si  avrà 

dy 

ds  «sa  pdv  , od  a cagione  di  tgv  = -,  - : 


dss=  fdarclg 


<t.v 

,1  x 


V ultima  equazione  è identica  all’  equazione  1.  Il  cerchio 
dunque  dell’ equazione  4 e 5 ci  dà  la  misura  della  cur- 
KitANne  Geom.  AAal.  43 
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vatura  della  linea  F(x  , j/)*=0  nel  punto  x,  y ; perciò  di- 
cesi cerchio  di  curvatura  e p si  nomina  raggio  di  cur- 
vatura di  essa  linea. 

L’equazione  5,  secondo  la  variabile  indipendente  e le  coor- 
dinate, prende  diverse  forme.  Vi  si  è considerata,  per  esem- 
pio , x come  variabile  indipendente.  Ma  se  ciò  non  fosse  , 
essa  sarebbe  sostituita  dall'  equazione 


(y — P)  d’y  + (x— a)  d"x  -f  dy*  -f  dxm  «=  0 , 

e quindi  si  avrebbe 

c <Ì8‘ 

* P==“  dscTy— ’ 

cosicché  se  y è la  variabile  indipendente  , il  raggio  di  cur- 
vatura sarà  dato  dall’equazione 

_ . ds* 

7.  p = H , 

e se  la  variabile  indipendente  è l’ arco  s , lo  sarà  dall'  e- 
quazione 

Q 1 < <d’y  .•  • di  d’y  dy  d’x 

8-  ~F  = tai  + b?1  • 0,vero  7 “ * -rf  — JT7 !•  ’ 


come  si  è dimostrato  nell’ esempio  4 del  n°  14. 

Se  x ed  y sono  funzioni  di  una  terza  variabile  t,  l’ equa- 
zione 6 potrà  tuttavia  servire  , ovvero  mercè  la  sostituzio- 
ne delle  derivate  rispetto  a t ai  differenziali  assumerà  la  se- 
guente forma  : 


9.  , 


±K£)+(£)'r 


. $dx 

d»T 

dy  d’x  f 

( dt 

dt* 

"d T di*  )i 

Siano  inoltre  x ed  y funzioni  delle  variabili  r e t liba- 
te per  mezzo  delle  equazioni  x = rcost  , i/*=rscnt  , e t 
sia  la  variabile  indipendente  tra  le  due,  r e t ; secondo  Fe- 
quazione  9 di  questo  numero  , ovvero  secondo  l’ esempio  4 
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del  li®  14  il  raggio  p sarà  espresso  in  coordinate  polari  mer- 
cè l'equazione 

«0-'-*^  + (T)V+  + «(x)-'Sf 

Se  il  cerchio  e la  curva  sono  riferite  a coordinate  obbli- 
que  inclinate  sotto  l’ angolo  <p  , 1'  equazione 

(x— «)*  + (y— &T  + 2 (x— a)(y— /3)  cos?  =»  r* 

dovrà  sostituirsi  all’equazione  1 , e mercè  differenziazione 
due  volte  eseguita  riguardando  x come  variabile  indipenden- 
te , se  ne  avrà 

11.  p-±Sl  + 2^-cos?+(lf)l‘  :Ssen?- 

Finalmente  trasportando  l’origine  delle  coordinate  nel 
punto  dj  contatto  x,  , y,  , e prendendo  la  tangente  per  as- 
se delle  ascisse  e la  normale  per  asse  delle  y , si  avrà  a?,=0, 

y,ssO  , = 0 , ed  in  conseguenza  , dopo  la  soslituzio- 

CLOC  i 

ne  delie  derivate  rispetto  ad  x ai  differenziali , le  equazio- 
ni 4 e 5 daranno 

io  n 1 d*y  1 _ *'-T  . 

I/J.  a — v,  — = di,  , - dxi  , 

c colla  stessa  trasposizione  delle  coordinate  l’ equazione  11 
diverrà 

1 d\Y 

13.  — = scrii». 

P <ix*  r 

Esemplo  l.  Dall’equazione  al  centro  dell’ellisse 
l'x'  = aTV  si  ha  mercè  le  equazioni  4 e 5 : 


!>*  / ds  y 

‘ .Vj*  ’ \ dx  / = 


a*y*-Fb*xm' 


quindi 
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a*— b* 


».  (aV+Mi*). 

b‘  y ’ P a*b* 


1 raggi  di  curvatura  pei  vertici  dellvellisse  sono  dunque 
p=-i-per  x = 0 , y = b , 
b*  n 

p = — per  y = 0 , x = a. 

11  raggio  ed  il  centro  di  curvatura  dell’  iperbole  si  avran- 
no dalle  forinole  precedenti  scambiandovi  6“  con  — 6*.  Se 
poi  dell’iperbole  si  abbia  l’equazione  agli  assintoti  xy—c', 
risulterà 

*(«■  + j‘)‘1 


2c* 


Nello  stesso  modo  dall’  equazione  della  parabola  y1  = 2 px 
si  dedurranno  i valori 


a = 3x  + p , >3  > 


(2j)~  l'p  + 2l): 

; , p B 7 


p*  p* 

Inoltre  l’equazione  della  catenaria  , equazione  2 n*  160, 
ci  dà 


dy  J_  , jl _i.  d’y 

__  9 t,em  e 


y • • y* 
— — , quindi  p * 

tn*  1 m 


dx  2 

Ma  per  1’  esempio  2 del  n°  168  si  ba 

I 

(y* — m*)‘  m ...  m . 

tgv  =Hh , ovvero  y= , quindi  p=— sec  v, 

8 — m * cos  v ’ * ' 2 ’ 


v indicando  1*  angolo  che  la  tangente  forma  coll’  asse  delle  x. 
L’ espressione  di  p dimostra  che  il  suo  valore  è minimo 
quando  è y = m ovvero  v = 0 , vale  a dire  che  la  curva- 
tura è massima  nel  vertice  ; e che  il  raggio  di  curvatura  1 
come  quello  del  cerchi* pareggia  la  normale  , ma  va  di- 
retto in  senso  contrario. 
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Esemplo  9.  Essendo  che  nelle  equazioni  della  cicloide 
x — a (t — sent),  y*=a(l — cost) 


le  coordinate  x ed  y dipendono  da  t , dovranno  perciò  &- 
doperarsi  le  equazioni  6 ovvero  9.  Or  si  ha 


quindi 
dx  d*y 

di  di* 


dx  = adt(l — cost),  dy  = adtsent, 
d’x  = adt'scnt , d’y  = adt*cost  , 


dy  d*x 
dt*  "di*" 


2a’sen*-i- 1 , = 2a  sen  y t, 


e p=>4asen  -ì.t  = 2MD  (Fig.  19)  ; 

dunque  nel  vertice  B,  il  raggio  di  curvatura  sarà  eguale  a 
due  volte  il  diametro  del  circolo  generatore. 

Dall’  equazione  2 n“  162  dell’  epicicloide  si  dedurrà  nello 
stesso  modo 


di  d*y  dy  d*i 

di  di*  dt  di* 


• tt  (a+a.)’(l— cost)  , 


quindi 


= 4 t?  —cosl)  5011  \ 1 » 

(■■ +»,)  ...  1 . 
p =c  — - — ; sen  — t. 

“ 2a-j-a,  2 


I 


Ma  (Fig.  21)  la  corda  MB  = 2«sen  — t , dunque 


2a-|-a, 


MB. 


Nell’ origine  si  ha  t «=  0,  quindi  p = 0 ; nel  vertice  ètar, 
. ..  4a  (a-f-a,) 

Ponendo  n,  = a , l’epicicloide  diverrà  cardioide  , quindi 

4 

per  questa  curva  si  ha  oas— MB.  Ponendo  <r,«=aoe  I’epi« 
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cicloide  si  trasforma  in  cicloide  , quindi  p = 2 MB  , comesi 
è già  trovato. 

Egli  è poi  facile  dedurre  dall' epicicloide  il  raggio  di  cur- 
vatura dell’  ipocicloide. 

Esempio  3.  L’equazione  polare  della  limniscata  r*=a’cos2t 
ci  dà 

dr  (a1 — r4/*  d*r  a4-4*r4 

dt  r ’ di*  r* 

donde  per  l’equazione  10 

a® 

f==_. 

Similmente  rispetto  alla  spirale  di  Archimede  , r = At  : 

_ (A’  + r*)T  . 

' 2A»-J-r®  ’ 

quanto  alla  spirale  iperbolica  , n = a : 

(a*+r®)7 

P = ? r> 

• ... 

e rispetto  alla  spirale  logaritmica  r = cm  : 
p— £.(l  + m tf. 


dimodoché  il  raggio  di  curvatura  della  spirale  logaritmica  è 
proporzionale  al  raggio  vettore. 

Esemplo  *.  Per  un  sistema  di  assi  coordinati  rettango- 
lari si  cerca  una  curva  il  cui  raggio  di  curvatura  r sia  pro- 
porzionale al  cubo  della  normale  N , ovvero  che  si  abbia 
o’r  =*  N*  , a*  indicando  una  costante. 

Ponendo  in  x la  variabile  indipendente,  dall’equazione  7 
del  n°  168  e dell’equazione  5 di  questo  numero  si  avrà 


N = x 


ds 

tìt 


ds5 

«licfj  ’ 
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quindi  per  N’  = a*r  : 


a* 


ovvero 


d’y  a* 

di1*™  "y7 


Moltiplicando  questa  equazione  per  2 ed  integrando  » 

OX  • 

ne  risulta 


Ì?-V=c-Lil 


(iL 

V.  di 


c -{ — — , ovvero  dx  «= 


yJy 


e da  questa  , mercè  una  seconda  integrazione 

i-to’+cVf-C  + T. 


A fin  di  determinare  una  delle  costanti  ceC  pongasi  che 
y debba  sparire  insieme  ad  x ; si  avrà  Ce  «=»  a ; quindi 

5*  «sa  2ax  + ex*  , 

vale  a dire  che  l'equazione  di  una  sezione  conica  renderà 
soddisfatta  la  condizione  proposta. 


172. 


Curve  o «colatrici  In  generale 

Quando  due  curve  s’ incontrano  nel  loro  corso  , può  av- 
venire che  si  tagliano , o che  si  toccano , o che  siavi  con- 
tatto ed  intersezione  ad  un  tempo.  Se  le  due  curve  , rap- 
presentale dalle  equazioni 

y = Fx,  y = fx 

s’intersecano  nel  punto  yt,  le  loro  ascisse  ed  ordinate 
dovranno  esser  eguali  per  quel  punto,  vale  a dire  che  do- 
vrà essere 

Fx,  «=  fxf. 
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Ma  se  le  curve  si  (oceano  nel  punlo  yt,  dovranno  con- 
ieinporaneaiuente  essere 

Fx,  =*=  fx,  c F'x,  = f'x„ 

giacché  esse  avranno  una  tangente  comone , e F'x,  ovvero 
f'x,  determina  la  posizione  di  questa  retta.  Se  poi  le  curve 
abbiano  a tagliarsi  nel  punlo  di  contatto  , ciò  dipenderà  dal- 
la grandezza  delle  due  ordinale  che  per  le  due  curve  cor- 
rispondono alle  ascisse  x,  -f-  h ed  x,  — h,  li  disegnando  un 
infinitamente  piccolo.  Imperocché  , ponendo  sempre  che  h 
sia  infinitesima , se  avrà  luogo  la  relazione 

F(x,-f-  h)  > f(x,+  h)  e nel  tempo  stesso  F(x, — h)>f(x, — h), 

od  anche 

F(x,-f-h)<  f(x,+h)  enei  tempo  stesso  F(x, — h)<f(x, — h), 

c curve  potranno  non  intersecarsi  nel  punto  di  contatto  , 
essendoché  prima  e dopo  dello  stesso  punlo  1’  ordinata  del- 
la curva  y = fx  è minore  nel  primo  caso  e maggiore  nel 
secondo  della  corrispondente  ordinala  della  curva  y = Fx. 
Ma  se  nel  tempo  stesso  si  abbia 

F (x1-f-  h)  > f(x,4-  h)  e F (x,—  h)  < f(x,— • h) 

le  curve  dovranno  tagliarsi  nel  punto  di  contatto  x,  , yt. 
Quindi  se  la  differenza 

F(x,+  h)-f(x,+  h)  \ 

muta  segno  a miscora  che  h è positiva  o negativa  , le  due 
curve  si  taglieranno  ; se  poi  il  segno  si  conserva  , le  duo 
curve  non  si  faglieranno  nel  punlo  di  contatto  x,  , yt. 

11  contatto  o 1’  osculazione  , abbia  o pur  no  luogo  un’  in- 
tersezione, può  essere  di  diverse  specie.  Imperocché  lascian- 
do identica  la  curva  y =■  Fx  c prendendo  diverse  curve  j/=/x, 
potrà  ncll’ipolcsi  di  h infinitesima  la  precedente  differenza 
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esser  ora  più  grande  ed  ora  più  piccola , ovvero  possono 
le  curve  oltre  al  punto  di  contatto  cd  i due  che  gli  son 
prossimi  , averne  altro  di  comune  o nessuno.  Questa  distin- 
zione apparisce  chiara,  quando  le  ordinate  F(xr-f-  h)  e 
f (x,+  li)  siano  svolte  nella  serie  di  Taylor.  Imperocché  se 
le  funzioni  Fx  ed  fx  restino  continue  in  vicinanza  di  x,  , 
h sia  infinitesima  , e Fx  ed  fx  non  cangino  di  segno  per 
x =*  x,  -J-  /(  ed  x xt  — h ; le  somme  dei  secondi  mem- 
bri delle  due  serie: 

F (x,+  h)  = Fx,  + hF'x,  + — F"x,  + ~ F"'x,  + 


2.  3 . . u 


F(n)(x,+Ah), 


+ *0  = fx,  + l>Fx,  + ~ f"x,  + f"x,  + 


h° 


2.3. .n 


f(n)(x.+A,h)  » 


avranno  lo  stesso  segno  del  primo  termine  che  non  si  annulla. 

Se  dunque  sia  Fx,  = fx,  e F'x,  = f x, , ma  che  F"x,  ov- 
vero fx,  non  si  annulli  , allora  avrà  luogo  un  semplice 
contatto  senza  intersezione  , imperocché  il  terzo  termine 
A'  h%  ... 

~r  x ovvero  — f x,  ed  in  conseguenza  la  somma  di  que- 
sto termine  e dei  seguenti  , non  muterà  segno  per  — li  c 
-|-  li.  Questo  caso  avviene  quando  una  delle  linee  è linea 
retta. 

Se  inoltre  sia 


Fx,  =>  fx,  , F'x,  = Fx,  , F"x,  = f'  x,  , 

c che  non  si  annulli  Fmx,  o f"xl , le  due  curve  si  toccheran- 
no più  intimamente  che  nel  primo  caso  e nel  tempo  stesso 

. h*  4* 

si  taglieranno  , poiché  il  segno  di  -F'"x  o di-— — f'x  , 

A.o  2. j 

cangcrà  come  quello  di  li. 
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Se  all’opposto  si  abbia 

Fx,  = fx, , F'x,  « f'x,  , F"x,  = F'x,  , F"x,  « f"'x,  , 

e che  la  derivata  quarta  di'  Fa;,  o fx , non  si  annulli  , il 
contatto  delle  due  curve  sarà  più  intimo  ancora  , ma  esse 
non  si  taglieranno,  poiché  passando  — h in  + h resterà  im- 
mutalo il  segno  di  F"x,  o di  Vxt. 

Queste  deduzioni  si  potranno  facilmente  continuare  ; e si 
dirà  che  le  curve  i/  = Fx  ed  y—fx  hanno  nel  punto  xt , y, 
un  contatto  dello  n*lu*°  ordine  , quando  si  abbiano 


Fx,  =:  fx, , F'x,  I 


1 f'x, , F''x,  = f 'x, , . . . F(n)x,  = f(n)x. 


e che  le  derivate  (n  -f-  1)*““  delle  due  funzioni  non  si  an- 
nullino nel  tempo  stesso.  Avrà  luogo  un  contatto  senza  in- 
tersezione se  n è impari  ed  un  contatto  con  intersezione 
se  n è pari. 

Mercè  queste  deduzioni  si  potrà  facilmente  trovare  una 
curva  y — fx  la  quale  abbia  colla  curva  y — Fx  un  con- 
tatto dell’ordine  ?»““*,  e che  non  ne  ammetta  uno  di  or- 
dine superiore , poiché  la  cyrva  dovrà  soddisfare  soltanto 
la  condizione 


ed  in  conseguenza  sarà  della  forma 

y «=  A -f-  A.x  -(-  A,x*  4-  A,x*  + • ■ • -f-  Amxm. 

Le  curve  di  questa  forma  diconsi  parabole,  e quella  del 
n°  155  distinguesi  dal  nome  di  parabola  apollonica.  Per 
determinare  nel  modo  più  semplice  i coefficienti  A , A,  , 
A,  . . . Am  , basterà  scambiare  x con  x,  + (x  — x,)  , e mer- 
cè la  serie  di  Taylor  svolgere  y secondo  le  potenze  di  x — x,. 
Cosi  si  avrà 
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, , x rfy.  , («—*.)•  d’y«  , (*-**.)•  a'y.  , 
y = y.  + (*-*.)  +— T"  “dif  + “2^“dv+- 

(x-i,r  d"y. 
2.3.  ..m  dx,m  ’ 

e poiché 

y.-fr.»  S:  - F'x.  » “ rx«  » • • • » 8i  avrà 

y - Fx.  + (x-xJFX  + £=±Lf"x  + F%  +/•• 

~ 2.  3 . . . m 1 


173. 


Punti  singolari  dello  enrve. 

Se 

!.  F(x,y)«=0 


rappresenti  una  curva  riferita  a coordinate  parallele  , e 

d’y 


1’  una  o l’ altra  delle  derivate  , 

dx  ’ dx * 

dovranno  dedursi  dalle  equazioni 

dF 


2. 

3. 

4. 


, dF  <*y  . 

dx  di  ‘ dx 


dF  d*y  d*F  <dy,‘ 

dy  di*  dy*  ( dx  > 


0, 

d*F  dy 


dF 

d’y  1 3 

( d*F 

dy 

dx*  13 

1 dy* 

d*F 

L&r 

T 

dy*dx 

C dx  > 

dydx  dx 
d*F  ) d*y 


d’F  dy 


ecc. 


dydx*  dx 
ecc. 


dx* 


d*F 


che 


dx* 


dx  dy  di  ) dx* 


d*F  ( dy  / 
dy*  ( dx  \ 


4- 


£L=o 

__u, 


risulti  nulla,  infinita,  o prenda  la  forma  indeterminata ~ 

por  un  punto  x,  , y,  della  curva  ; questo  punto  ar,  , y,  si 
dirà  punto  singolare. 
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Cominciamo  colla  prima  derivata  Questa  per  un  da- 
to punto  potrà  avere  uno  o più  valori  , e quanti  saranno 
i suoi  valori,  tanti  saranno  i rami  che  passeranno  per  quel 
punto  , essendoché  ad  ogni  ramo  apparterrà  una  tangente, 
nulla  importando  che  le  diverse  tangenti  coincidano  o pur 
no  , siano  o pur  no  reali,  li  punto  in  cui  coincidono  più 
rami  di  una  curva  , dicesi  punto  multiplo  , ed  all’ oppo- 
sto si  dirà  semplice  , quando  vi  passa  un  solo  ramo. 

dF  dF 

Se  nell’  equazione  2 le  derivale  parziali  — , — non  si 

dy  , 

annullino  nel  tempo  stesso  per  un  dato  punto,  — avra  un  so- 
lo valore  , ed  il  punto  sarà  semplice.  Quest’  unico  valore 
potrà  esser  finito  , infinito  o nullo. 

Se  ~~  = k , la  tangente  formerà  un  angolo  coll’  asse 
dx 

delle  ascisse;  quando  -y^-  = oo  , la  tangente  gli  sarà  per- 
pendicolare ; ed  in  fine  sarà  parallela  al  dello  asse  , quan- 
do si  avrà  — = 0.  In  quest’  ultimo  caso  le  ordinate  del- 
dx 

la  tangente,  che  precedono  e seguono  quella  del  pnnto  di 
contatto  , potranno  esser  minori  o maggiori  di  quelle 
che  nella  curva  corrispondono  alle  medesime  ascisse.  Se  es- 
se son  minori  , la  curva  da  un  Iato  e dall’altro  del  pun- 
to di  contatto  si  allontanerà  dall’  asse  delle  ascisse  , e sarà 
in  conseguenza  convessa  verso  il  medesimo  asse.  Se  poi 
le  coordinate  della  retta  saranno  maggiori  , la  curva  si 
avvicinerà  d’  ambo  i lati  all’  asse  delle  ascisse , e quindi  sa- 

, , , , dy  , 

ra  concava  verso  questo  asse.  Lo  stesso  vaierà  per  ~ 

Inoltre  , sia  ~ = k o — =0,1’  ordinata  della  tangen- 
ti dx 

<c  potrà  esser  minore  di  quella  della  curva  pel  punto 
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x ss  x,  — h , e maggiore  invece  pel  punto  x = x,  -f-  h , o 
Ticeversa.  In  questo  caso  la  tangente  avrà  colla  curva  un 
contatto  di  sccond’  ordine  , e perciò  , come  si  è dimostra- 

((•« 

io  nel  n°  precedente  , sarà  «=  0.  Questa  proprietà  si 


accorda  coll'  altra  , che  essendo 


de* 


= 0 sarà  p 


oo . Un 


punto  , che  ha  questa  proprieià  , dicesi  punto  d’infles- 
sione , se  la  tangente  taglia  la  curva  , vale  a dire  se  la 
curva  comincia  dall’  esser  convessa  verso  1’  asse  delle  ascis- 

d*i/ 

se  e por  diviene  concava,  o viceversa.  Quindi  se  — -mu- 

dx* 

la  di  segno  per  xl  -f-h  , ed  xt  — h , il  punto  x,  , y,  sarà 
un  punto  d’ inflessione.  La  tangente  si  confonderà  tanto  piu 
intimamente  colla  curva  , per  quante  più  derivate  succes- 
sive , \f"  , y’r , . . . si  annulleranno  , ed  avrà  luogo  un 
punto  d’inflessione  quando  l’ ultima  delle  derivate  che  si 
annullano  , sia  di  ordine  pari  , c muti  segno  tra  x,-f-h  ed 
x,  — h. 

Se  y'  ha  un  solo  valore  ed  y"  è diversa  da  zero , il  pun- 
to non  avrà  veruna  distinzione  ; sarà  in  vece  un  punta 
d’ inflessione  se  sia  y"  — 0 ed  un  punto  d’ inflessione  di 
ordine  superiore  se  più  coppie  delle  derivate  successive  ad 
y"  si  annullano  e mutano  segno  tra  x, -f h ed  xt—-h. 

Poniamo  il  caso  che  nell’  equazione  2 sia 


5 

di 


0 , quindi 


0 

o 


11  vero  valore  di  y'  si  troverà  allora  per  mezzo  dell’  equa- 
zione 3. Ma  questa  trasformandosi  in 

dy*  ( di  * ' dydi  di  ‘ di*  ’ 

darà  per  y'  due  valori , e quindi  due  rami  s’ incontreranno 
nel  punto  xt , y, , supponendo  che  le  derivate  parziali  del 
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ferzo  o di  allro  ordine  superiore  di  F (x,  y)  s=  0 non  si  an- 
nullino. 

Or  se  i due  valori  di  y' , tratti  dall’  equazione  preceden- 
te , siano  reali  e diseguali  , le  due  tangenti  si  taglieranno 
ed  in  conseguenza  anche  i rami  della  curva.  Ma  se  i due 
valori  di  y sono  reali  ed  eguali  , le  due  tangenti  si  confon- 
deranno in  una  , ed  i due  rami  di  curva  si  toccheranno. 
Se  in  fine  i due  valori  di  i/1  sono  immaginarii,  non  esiste- 
ranno corrispondenti  rami  di  curva , ed  il  punto  sarà  iso- 
lato o coniugato;  poiché  y sarà  immaginaria  sì  per 
x = x,  + h che  per  x = x,  — /». 

Se  y'  abbia  due  valori  eguali  , ed  y divenga  immagina- 
ria per  x = x,  -J-  li,  .ovvero  per  x = x, — h,  la  curva  non 
esisterà  da  un  lato  dell’  ordinata  yl  , ma  presenterà  in  ve- 
ce in  x,  , yl  nn  punto  di  regresso  , che  diressi  punta 
o becco  , sccondochè  la  tangente  comune  si  troverà  trai 
due  rami  di  curva  , o ne  starà  fuori. 

Pel  fin  qui  detto  è facile  a comprendersi  che  se  le  de- 
rivate parziali  dell’ equazione  3 si  annullano  tutte  senza  ec- 
cezione , il  valore  di  yt  sarà  da  trovarsi  per  mezzo  del- 
F equazione  4 , e che  in  conseguenza  si  avrà  un  punto  tri- 
plo , purché  tutte  le  derivate  parziali  della  stessa  equazio- 
ne non  si  annullino  ad  un  tempo. 

Sarà  facile  estendere  queste  conclusioni  ai  punti  quadru- 
pli e multipli. 

Esempio  I.  L’equazione  della  cosi  detta  curva  dei  seni 

i . ,,  dy  x 

y = nson  — ci  da-v-  = acos  — 

* c di  c 


rispetto  all'inclinazione  della  tangente  all’asse  delle  x.  Que- 
sto valore  diviene  — per  x = 0 , or  , 2 cr  , . . . ncr.  E 
poiché  per  x = ncr  si  ha 


£l 

dx* 


0, 
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così  il  raggio  di  curvatura  in  questo  punto  sarà  infinita- 
mente grande.  Or  per  conoscere  se  la  curva  sia  convessa 
o concava  verso  l’asse  delle  x o abbia  qualche  punto  di 
flessione  , poniamo  x =*  n ex  -f-  h ed  x «=  ncr  — h ; con  ciò 
avremo 


d’y  n 

di*  c* 

<l*y  a 

di*  “*  "c7 


sen 

sen 


( , h ) a h 

tnr  H — *s cosnrsen  — 

( c ) c*  c 

< h ) a b 

5nr  — — [ — - cosnrsen  — 

\ c ) c*  c 


1 


quindi  nel  punto  y = 0 , x — n et  avvi  un  punto  di  fles- 
sione , e questa  è semplice  , stantechè  la  derivata  di  ter- 
zo ordine  non  si  annulla. 

Esemplo  2.  L’equazione  della  lemniscata 


(x*  + x*)*  _ 2a‘  (x*  — y’)  — 0 = F (x  , y) 

ha  nel  punto  ar  = 0,  j/  = 0 un  punto  doppio.  Imperocché 
avendosi  rispetto  al  detto  punto 


= 4 (x*  + y’)  y + 4a'y  = 0 
ÌLB=4(x*  + y*)x-4a*x  = 0, 


d*F 

"di7 


4 a* 


d'F 
d»  dy 


F equazione  3 si  trasforma  in 


4a’  — 4a*  = 0 , quindi  ± 1. 

E poiché  le  seguenti  derivate  del  terzo  ordine  non  si  annul- 
lano in  pari  tempo , cosi  i due  rami  della  lemniscata  si  ta- 
gliano nell’  origine  , e propriamente  ad  angolo  retto , il  qua- 
le rimane  bisecato  dall'asse  delle  ascisse. 

Collo  stesso  metodo  si  troverà  che  la  cordioide  presenta 
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un  punto  di  regresso  , una  punta  , in  a?  — 0 , y — 0 e 
che  la  tangente  dei  due  raìni  si  confonde  coll’ asse  delle  x. 
Esempio  3.  Dall’  equazione 

x«  + y«+2xY-8axy,  = 0 
si  ha  per  x = 0 ed  y = 0 ; 

*j’  + Ix’j  — 16aij  =■  0,  — *x'+*ij*— ì 

"=0,  J1F_=0,— = 0; 

dy*  ’ dx  ily  di* 

— Ma,  <1F 

dx3  ’ dy“dx 


dydx 


d:F 

dx3 


r — 0 j — — 0- 


La  curva  rappresentata  dalla  proposta  equazione  ha  dunque 
in  £ = 0 , y = 0 un  punto  triplo.  L’equazione  4 diverrà 


d*F 


quando  non  vi  si  ponga  il  precedente  valore  di  — ■ Si 
avrà  quindi 

|Ì|’=0,.HÌ- 48.-0.  . 

(dx)  ’ dx3  dx 


La  prima  di  queste  due  equazioni  dimostra  che  nel  sud- 
detto punto  due  rami  della  curva  si  toccano  c formano,  co- 
me è facile  a trovarsi , una  punta.  La  seconda  poi  ci  dà 

dy  d3F’  „ 

-v-  s=s  ao  a causa  di  — r = U. 
dx  dx* 

il  ferzo  ramo  taglia  dunque  nello  stesso  punto  l’asse  del- 
le x ad  angolo  retto. 

La  curva  della  precedente  equazione  componesi  di  due 
foglie  che  si  uniscono  nell’  origine,  e potrà  aversi  dal  cer- 
chio, aggiungendo  e togliendo  dall’ ordinata  di  ogni  punto  M 
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della  circonferenza  la  corda  menata  allo  stesso  punto  dal 
vertice  A , cosicché  si  avrà  PM,«=PM-}-MA  > PM,=PM— MA. 
Similmente  della  curva 

+ x*  — 8ax*  + 4a*x*  — 4axy*  = 0 

si  troverà  che  nel  punto  * = 0 , i/  = 0 due  rami  si  toc- 
cano e tagliano  1'  asse  delle  x ad  angolo  retto  ; che  i due 
rami  si  tagliano  nel  punto  x =»  a , y =»  0 e sono  inclinati 
ad  angoli  eguali  verso  l'asse  delle  x,  dei  quali  angoli  la  tan- 
gente trigonometrica  è ±a». 

Questa  curva  si  compone  di  due  ellissi  che  si  tagliano  e 
toccano  nel  punto  x — 0 , y — 0 , ma  che  si  tagliano  nel 
punto  x ==>  a , y — 0.  Essa  risulterà  da  un  cerchio  di  raggio 
a,  quando  all’ordinata  si  aggiunga  e tolga  la  corrisponden- 
te ascissa  presa  dal  vertice. 


174. 

GII  archi  delle  curve. 

Per  rettificare  una  curva  BC  (Fig.  28),  vale  a dire 
per  determinare  la  lunghezza  dell’  arco  BC  mercè  le  ascis- 
se AD  ed  AH  dei  suoi  punti  estremi , rapportiamo  la  cur- 
va ad  un  sistema  di  coordinate  rettangolari  ; e prendendo 
in  essa  un  qualunque  punto  M , le  cui  coordinate  siano 
AP  =»  x , PM  = y , facciamo  che  l’ ascissa  AP  si  accresca  di 
PP,=  Ax  , con  ciò  l’ ordinata  PM  diverrà  P,M,=  y -f*  Ay  , 
in  vece  dì  BM  avremo  BM,—  s -f-  As , e le  quantità  Ay  e 
As  saranno  positive  o negative  ; e poniamo  infine  che  l’ e- 
qnazione  della  curva  , y =*  F x , rappresenti  una  funzione 
continua  rispetto  ad  ar  tra  x = AD  ed  x = AH.  Or  potrà 
supporsi  Ax  cosi  piccola  , ovvero  che  M,  si  avvicini  di  tan- 
to ad  M , che  il  valore  di  y tra  PM  e P,M,  vada  sempre 
crescendo  o decrescendo,  dimodoché  l’arco  MM,  resti  con- 
Fainic  Gzom.  Aiul.  A4 
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cavo  o convesso  verso  l’ asse  delle  x.  Rappresentino  inoltre 
M,K  ed  MK  le  tangenti  alla  curva  nei  punti  M ed  M,  , 
le  quali  s’ incontrano  in  R ; sarà  l’ angolo  KM,N  sempre  ot- 
tuso , in  conseguenza  KN>  KM,  ed  MN>  MK-}-KM,.  Ma 
l’arco  As  evidentemente  è più  grande  .della  corda  MM,  , 
e minore  di  MR  -f-  KM,  ; sarà  dunque  As  compreso  tra  MN 
ed  MM,. 

Or  la  corda  MM  ==(£*•+  &y*)T,  e della  tangente  TM  , 
che  passa  pel  punto  N , cioè  x -f-  Aar  , y -f-  Ay  , 1’  equa- 
zione , a norma  della  1 del  N°  168  , è 

Ay  = -^Ax  ; quindi  MN  = Ax  jl  -f- 

Sarà  dunque 

As*>Ax'jl  + (£)1  , e As*<Ax*Sl  + (Ì)l* 

Ma  il  punto  M,  avvicinandosi  sempre  più  ad  M fino  a di- 

. r . A?/  . dy 

venirgli  contiguo  , Ai  si  trasformerà  in  ax  , in  , 
c As  in  ds  , dimodoché  per  questi  limili  si  avrà 

1.  ds*=dx*|l  + (^)j,  ovvero  ds=dxjl-f(^)  j» 

= (dx*  + dy‘)‘. 

T.a  radice  sarà  positiva  se  s cd  x aumentano  o diminuisco- 
no nello  stesso  tempo  , in  contrario  sarà  negativa.  E dall’e- 
quazione 1 si  avrà  qual  integrale  T arco  stesso  , cioè 

2.  s = /<lijl  + .£ljS-  + C = ti  + C, 

la  costante  G determinandosi  per  mezzo  della  condizione  che 
1’  arco  debba  esser  nullo  per  x = AD  = a , vale  a dire  per 
mezzo  dell’  equazione 

3.  0 = fa  -f-  C , donde  s = fx  — fa. 
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t/jf* 

Poiché  si  ha  I -f-  -tt  ■=»  sec*a  , o indicando  l’angolo  che 

UX* 

la  tangente  alla  curva  forma  coll’  asse  delle  x , così  l’ equa- 
zione 2 prenderà  ancora  la  forma 


4.  s <=  f dxscca  -(-  C ; 

e dalle  equazioni  1 e 4 risultano  rispetto  ad  s ed  « le  re- 
lazioni 


5. 


di 

cosat  = — — , sena 
Us 


dy 

dT 


Se  fi t non  rimanga  continua,  allora  dall’equazione  della 
curva  y = fx  si  cercherà  dedurre  x = <?y  , e si  riguarderà  y 
come  variabile  indipendente  ; così  si  avrà 


6.  s=/dyjl-f  ^r^+c. 

Se  in  fine  la  curva  sia  riferita  a coordinate  polari , dal- 
le equazioni  x s=  rcost  , y — rsenf  si  avrà  per  $ il  valore 

7.  s=/(dr*4-r‘dt1)“.  ' 


Esemplo  I.  Dall’equazione  della  parabola  t/* 

sulta 


dy 

dx 


S P >T 

W 1 


seca 


2 px  ri- 


quindi per  l’equazione  4 si  ha 

i+if- 


Facondo jl  + — o , ossia  x = 

S = /*  vdx  sss  VX  — f xdv  , 

i C dv  , i , 
ovvero  s*=vx— — p \ « vx  + — pi 

* 


- , si  ha 

v + 1 

v — l ’ 
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o pure  s« 


j.+^-+TP> 


(2i/  + (ar+p)» 
_(2x)*+(2i-fp)' 


+ c. 


Prendendo  1’  integrale  tra  i limiti  a = 0 ed  x — x,  sarà 
C = 0.  Del  resto  l’ arco  s cresce  coll’  ascissa  x ; quindi  s 
ed  x hanno  il  medesimo  segno. 

Dall’equazione  della  curva  yz  *=  px'  , che  dicesi  para- 
bola di  Neil  , risulta 


jl  + yPs}T+C, 


e contando  l’ arco  dal  punto  x = 0 , y *=  0 , si  ha 


Esemplo  2.  Rispetto  all’arco  dell’ellisse  à‘y'-\-bix*=a'bt 
si  ha 


s 


a* — (a* — h*)!* 
a»  (a*— i*) 


a* — e’i* 
a*  — x* 


ponendo  o*  — 6*  = a’c*.  Questo  integrale  per  le  note  fun 
zioni  dei  numeri  precedenti  non  può  aversi  sotto  forma  ti 
nita.  Ma  ponendo  x = aa  , ne  viene 


0— eVj* 

__  t 

(t-z*)» 

e questo  integrale  è contenuto  nell’equazione  13  del  n°  70. 
Or  integrando  tra  s = 0 c 3=1,  e quindi  tra  ar  = 0 ed 
x =*=  a , ne  risulta  per  lunghezza  del  quadrante  ellittico 


S*1 


dx 


(a1 — e’x*)  ’ 
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Se  nell'equazione  che  dà  il  valore  di  s pongasi  x=acosj>, 


si  arra 
8 : 


C,  (a*— C . J. 

\dx 1 — =;  — a\dp(l — e’cos*?)*  , 

J (a  •— x*)*  J 


o svolgendo  (1 — e*cosly)’  colla  formola  del  binomio  , ne 
risulta 

8===  a?  + ^d?  cos*?+  c°sV  + -^j  cosV-f  . • . 

Or  se  x deve  prendersi  da  x = 0 fino  ad  x =»  o , 9 dovrà 
esserlo  tra  ? = jc  ? = 0 , e quindi  si  avrà  in  generale 
un  integrale  della  forma 


^ Tcos*n9d$>  =3  — ^ * cos*°©dp. 


Questo  integrale  trovasi  nell’ esempio  3 n*  75  , e conduce 
all’  espressione  di  sopra  trovata. 

Similmente  rispetto  all’iperbole  amy*  — b' V = — a‘b*  si 
avrà  l’equazione 


s = \ dx  — —■ — , ponendo  a*  -f-  b*  = aV. 

J (*’— a*)1" 

Or  essendo  x > a , sostituiscasi  x = — - — ; si  avrà  tra  1 — a 

COSI? 

ed  x = x 


s = a 


ovvero 


C*  **  d?  r.  _ coi* 9 (r 
J coi‘9  { c*  ) ’ 

2c  e ) r(2  4c*  ^ 2.4  6e* 


6e‘ 
1.3.5  co»*  9 
~2.t.U  Se* 


+ ••{• 
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Esempio  S.  L' equazione  della  catenaria 


j = Y (e™  -f  e '")  ci  dà  seca  =*  y (e,n  -f  e ")  » 


quindi  s=xy^(e'“  + e ") dx  = y (e™  — e m). 


Ma  per  l’esempio  2 del  n°  168  si  ha 


1 -s-  — dy  - j dy 

y (em  - e , quind.  s = m — • 

}*1.  * 

Il  punto  infimo  della  catenaria  ha  l’ascissa  x — 0 ; quindi 
l’arco  di  questa  curva,  misurato  dal  punto  più  basso,  è 
proporzionale  alla  tangente  dell’angolo  che  forma  coll’ asse 
delle  x la  tangente  menata  al  punto  estremo  dell’arco  ; e 
per  un  punto  qualunque  M (Fig-  18)  avendosi 


ilx 


, sarà  B,R,= 


sS. 


Dalle  equazioni  delle  coordinate  della  cicloide  si  ha 

secaci  + col’y  tj  »== — , dx  «=*  2asen*  y tdt  , 

* scn—  t 

2 

quindi  s=  ^2ason  y tdt  = — 4acosyt  + C. 
Numerando  gli  archi  da  x ==  0 , ne  risulta 


s==  ^ 2asen  y tdt  = 4a. 

•'  o 

Esempio  4.  L’ equazione  della  spirale  logaritmica  r=  me- 
dà  in  conseguenza  dell’  equazione  7 : 

t 

s = (1  4 m’)’  r , quindi  s = T , 
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sopponendo  che  l’ arco  sia  contato  dal  polo  , e che  T rap- 
presenti la  porzione  della  tangente  , compresa  tra  l’asse  ed 
il  punto  di  contatto. 

Similmente  si  ottiene  per  la  spirale  di  Archimede,  r=A(: 


s = (A*  + r*):  • + 41-  + (A>  + r>)  * 


2A 


espressione  equivalente  a quella  della  lunghezza  di  un  arco 
di  parabola  , di  cui  sia  r l’ ordinala  e 2A  il  parametro. 


175. 


Le  superficie  delle  curve. 

Determinare  la  superficie  di  una  figura  piana  , termina- 
ta da  linee  rette  e da  un  arco  di  curva , o soltanto  da  una 
curva  , è ciò  che  dicesi  quadrare  la  curva.  Quando  la  cur- 
va sia  riferita  a coordinate  parallele  , allora  si  tratterà  di 
una  superficie  , come  DBCH  (Fig.  29)  la  quale  è terminata 
dall’  arco  BC  , dalle  ordinate  BD  , CH  dei  punti  estremi  e 
dalla  corrispondente  porzione  DH  dell’ asse  delle  ascisse. 

Or  sia  M un  qualsivoglia  punto  della  curva  BC.  Facendo 
crescere  l’ascissa  AP  = x di  PP,  = Ax  , 1’  ordinata  PM  = y 
varierà  di  Ay  , vale  a dire  che  si  avrà  P,M,  = y + Ay,  e 
la  superficie  BD  PM  = F verrà  alterata  di  MPP,M,=  AF.  Or 
menando  MN  ed  M,L  parallele  all’  asse  delle  x , si  avrà 

PLM.P,  > PMM.P,  c PMNP,<  PM.M.P,  , 
ovvero , nel  sistema  delle  coordinate  rettangolari , 

AF  > y Ax  e AF  < (y  -f  Ay)  Ax  , 

. AF  af 

quindi  > y e nel  tempo  stesso  •— - < y -f-  Ay  , 

supponendo  tuttavia  che  Ax  sia  così  piccolo , che  I’  arco 
JVIM,  sia  o sollanto  convesso  o soltanto  concavo  verso  l’as- 


» 
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se  delle  ascisse.  Or  se  in  queste  ultime  comparazioni  Ai  e AF 
pervengono  ai  limili  dx  e db'  , si  avrà 

1.  , quindi  F «=*  /y  dx  -f  C. 

L’ equazione  1 suppone  che  la  superficie  F della  curva , 
rappresentata  dall’  equazione  y = fx  , si  valuti  tra  quei  pun- 
ti soltanto  , pei  quali  la  funzione  non  cessa  di  esser  continua  , 
nè  siavi  punto  multiplo. 

La  costante  C si  determinerà  riguardando  la  superficie  come 
cominciata  dall’  ascissa  AD  =?  a , vale  a dire  che  sia  F 0 
nell’ipotesi  di  x = a.  Cosi  rispetto  all’integrale 

f ydx  = fx  4*  C risulterà  0 = fa  -f  C , quindi 

2.  /ydx  = fx-fa. 

Se  poi  la  curva  sia  riferita  a coordinate  obblique  inclinale 
sotto  l’ angolo  <p  , si  troverà  facilmente  1‘  espressione  della 
superficie  dover  esscie 

3.  F ee=  J' y mi  <p  dx  -\-  C sen  <p  f y dx  -f  C. 

Quando  la  curva  sia  riferita  alle  coordinate  polari  t , r , 
e l'arco  t si  aumenti  di  A(  , il  corrispondente  raggio  vet- 
tore r si  aumenterà  di  dr , e la  superficie  compresa  tra 
l’arco  At  ed  i raggi  vettori  r ed  r-j-Ar,  si  approssimerà 
tanto  più  al  valore 

AF  = . r A t , ovvero  (r  + Ar)  At , 

per  quanto  At  sarà  più  piccolo.  Quindi  nel  limite  dei  valori 
di  Ar  sempre  decrescenti  si  avrà 

4.  dF**»-i-r’dt , donde  F=-4-  /r’dt-f-C; 

M A 

ti  la  costante  C di  questo  integrale  si  determinerà  nello  stesso 
modo  che  si  è tenuto  rispetto  all’  equazione  1. 
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Potremo  ancora  usar  dell’  equazione  4 in  caso  di  coordi- 
nate parallele  , quando  P ordinata  y non  possa  esprimersi  in 

V 

forma  esplicita;  allora  la  sostituzione  di  tga=*tgt  ad  - 

menerà  all'equazione  4 se  la  superficie  non  sia  terminata 
che  dalla  curva. 

Esempio  1*  L’  equazione  della  parabola  y'aa  2 px  ci  dà 

F=J(2pI)'id.-Ì(2p)^  + C, 

2 

ovvero  F — xy  -f-  C. 

Cominciando  la  superficie  dal  vertice , sarà  C * 0 , ed 
2 » 

F=s—yx  ; dunque  la  superficie  della  parabola,  compresa 

tra  1*  arco  cominciato  dal  vertice  , P ordinata  dell’  altro  es- 
tremo dell’  arco  e P asse  , pareggia  i due  terzi  del  rettan- 
golo dell’  ascissa  nell’  ordinata.  Se  x ed  y rappresentano  dia- 
metri coniugati , la  superficie  sarà  eguale  ai  due  terzi  del 
parallelogrammo  xysena,  a indicando  l’angolo  delle  coor- 
dinate. 

Dall’  equazione  dell’  ellisse  a* t/*4-  b‘x’=  a'b * si  ha,  meroà 
l’equazione  7 del  n"  , rispetto  alla  superficie  F: 

F - 7 ’ dx  =*  7 ■"  x"> I+  T MC  T » 

o v vero  F ® -i-  yx  -J — ab  are  sen-^-. 

La  prima  parte  di  questa  espressione  rappresenta  il  trian- 
golo delle  coordinate  , la  seconda  il  settore  ellittico , quan- 
do l’integrazione  si  comincia  dazsO.  Estendendo  l’inte- 
grale da  x = 0 fino  ad  x = a , si  ottiene  la  quarta  parte 
dello  spazio  racchiuso  dalla  curva  , cioè 
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dimodoché  l’intera  superficie  dell’ ellisse  sarà  rab  e quella 
del  cerchio  va*. 

Finalmente  dall’ equazione  dell’iperbole  a*y* — b*x*=—a’b* 
si  ha  per  la  superficie  F : 


.bi^'r^+c. 


La  costante  C si  annulla  prendendo  l’integrale  dai=»-fa; 
quindi 


„ 1 1,  , 
F = ¥xy-^abl 


Sottraendo  questa  superficie  dal  triangolo  — xy  , troveremo 

M 

che  ab  1 -j-  y-j  rappresenta  il  settore  iperbolico  coni- 

t 

preso  tra  il  raggio  vettore  (x* -f- y%) * » + ® e l’arco  iper- 
bolico esteso  dal  vertice  al  punto  x , y.  t-> 

Esemplo  2.  L’ equazione  della  catenaria 


m , — . — - . 
y = y(en,  + e - ) 

ci  dà  la  superficie 


fm  « » i _* 

F =*  V — (em  +.e  “)  dx  sa  — (era  — e * ) -f  C. 

e la  costante  C sparisce  nell’  ipotesi  di  x = 0.  In  questo 
caso , dietro  1’  esempio  3 del  n"  precedente , si  avrà 

F = m.  s = m’tg'a  , 

ovvero  ABMP  =>  2AB,R,. 
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Esemplo  3.  Trasportando  nella  cicloide  1*  orìgine  dal  pun- 
to A ( Fig . 19)  nel  vertice  B, , e prendendo  le  ascisse  po- 
sitive da  B,  verso  P, , si  avrà  per  le  nuove  coordinate , a 
norma  dell’  equazione  3 del  n°  164 

x = — ar  -f  a (t  — sen  t) , y = a (1  -j-  cos  t)  ; 
quindi  F=  a*/ sen'tdt  = — a*(t — sentcost)  -f-  C ; 

A 

la  cui  costante  annullandosi,  quando  l’ integrale  si  prenda 
da  t = 0 , si  avrà  in  questa  ipotesi 

F = -i-  a*  (t  — sent  cost)  = B,MP,. 

Or  essendo  — a’tcsMCD,  , -ì.  a*  sentcost  «MCN,  e pro- 
priamente positivo  quando  si  ha  > t > 0 , e negativo 
nell’  ipotesi  di  r > t > ; sarà 

B,MPt=  D,MN. 

Ma  se  l’ integrazione  si  estenda  da  ts=0  fino  a taair,  sarà 

B.MAH  =a  ~ a*r  , quindi  AB,A,A  e 3aV. 

Esemplo  *.  Dall’ equazione  della  lemniscata  r\=*a*cos2t 
risulta  secondo  l’equazione  4: 

F = yj  r*dt  = ^-a*  Jcos2tdt  = J-a*sen2t. 

Questo  integrale  può  esser  preso  soltanto  tra  i limiti  t=a—  ~r 
c 1 =+  -j-  r , ovvero  tra  r T e t = ~ r , giac- 
che  pei  valori  di  l compresi  tra  -r  r e — r , ovvero  tra 

w 4t 
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K 1 

— !r  c — v . r diviene  immaginario.  Si  ha  per  conseguenza 
4 4 


j.1, 


ed  a%  sarà  lo  spazio  racchiuso  dall’  intera  curva. 

Esempio  S.  Rispetto  alla  superficie  F del  settore  MC,A 
(Fig.  21)  dell’epicicloide  , chiamando  u l’angolo  MC,A  ed  r 
il  raggio  vettore  MC,  , cosicché  sarà 

tgu  = , u «=»  arclg  y , fai’  + j’, 

si  avrà  dall’equazione  4 

„ 1 C . du  ,,  1 f ( dy  „ dr, 

f=tV -5T7  dl-  = -2  Jì1  dir — s — t d‘- 

Or  dalle  equazioni  2 del  n"  162  si  ha 

■J— ■ (»,+*)  jcost,  — cos  t,J  , 

» — (a,  + a)  | sen  t,  — sen  " t,|  ; 

quindi  dietro  la  trasformazione  più  semplice  risulterà 

F = +■>)(., + 2a)^l  - cos  di,  , 

•nero  F = 

a, a ( 2 2 a * 

ed  in  vece  si  potrà  scrivere 

Fi  IJg  — ‘Imi- 

a. a (2  2 • 
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La  differenza  che  trovasi  nel  2°  membro  , esprime  il  seg- 
mento circolare  determinato  dalla  corda  MB. 

Rispetto  alla  spirale  di  Archimede  r = A t si  ha 

integrale  che  si  annulla  per  t *=  0.  Integrando  tra  i limili 
t = 2jw  e 1 = 2 (n-f-  l)r  , si  avrà 

I f •(»+»)*  , , 

uindi  Io  spazio  compreso  tra  lo  n,in"  e Io  («4*1)*“"  giro 
sarà  espresso  da 

4jn‘  + n + l|r*A*-45(n-l)*+n--l-f{|r5A-«8n>r*A% 

cosicché  questa  superficie  pareggia  2n  volte  la  superficie  del 
cerchio  descritto  col  raggio  2rA. 

176. 

Continuazione. 

L’  equazione  3 del  n"  78  offre  un  mezzo  per  quadrare 
approssimativamente  una  curva  , quando  siano  note  le 
ordinate  che  si  trovano  a distanze  eguali  ed  a sufficienza 
vicine.  Imperocché  indicando  y.  , y,  , y, , . . . y„  queste 
ordinate  , ovvero  in  rapporto  all’  equazione  data  sia 

fa  “ Y.  • f(a  + *)  = Y«  . f(a+2J)  - y, , . . . fl>  - 
e facendo 

-jj-  (fb»f  a)  sa  A t b — a ss  nJ  s=  c , 

si  avrà 
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5 fxdx=fjì-y-+y«+s-+'  ‘ ■ +yn-.+{y4""Ì7A‘ 

Nella  prima  parte  del  2“  membro  di  questa  equazione  si  con- 
tiene la  somma  dei  trapezi  esistenti  tra  due  ordinate  sue- 

% (• 

cessive  , e che  hanno  per  altezza  la  quantità  — . Dall’e- 
quazione 1 si  hanno  inoltre  talune  forinole,  le  quali  ora  per 
eccesso  ed  or  per  difetto  si  approssimano  al  vero  valore  della 
superficie.  E per  averne  una  delle  più  consciute , scompo- 
niamo la  superficie  in  istrisce  di  tre  ordinate  ciascuna , sup- 
ponendo che  l’ascissa  b — o = c sia  divisa  in  2n  parti  e- 
guali  ; e riferiamo  ciascuna  di  queste  strisce,  che  indichiamo 
con  F, , F, , F, , . . . F„ , all’equazione  1.  Rispetto  alla 
striscia  F, , alla  quale  appartengono  le  ordinate  ya,  y ,,  y„ 
si  ha  , essendo  n «=  2 : 

2-  F‘=tSt  Yo+y,  + -^-y.5-xA- 

Ma  se  si  considerassero  soltanto  la  prima  e terza  ordinala, 
y0  ed  y^t  la  superficie  F,  avrebbe  il  valore 

3.  F 1=3  T (Y°  + y .)  — caA , 

ed  F differirà  cosi  poco  da  F,  che  per  approssimazione  po- 
tremo sostituire  al  primo  il  secondo  valore.  Avremo  cosi 
nelle  equazione  2 e 3 due  valori  di  F„,  dai  quali  potremo 
eliminare  A.  In  tal  modo  ne  risulterà 

F.^l-Cy.  + ^y.-f  y0- 

Similmente  si  avrà  per  la  striscia  F„  alla  quale  appartengono 
le  ordinate  yt,  y„  y4, 

Fx=ir(y»+4y«  + 1«)» 
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e cosi  ancora  F.  = £(,4  + 4y.  -f  y<), 


F-==-^(y.a_.  + 4yM1_l  + yJ. 

Addizionando  questi  valori  di  F, , F, , F,  , F„  , e po- 
nendo r 

A = y.  4-y«  , B=>y,+ y*  + y,H l-y,a-„ 

c “ y« + y«  + y»  H 1-  y«-i  » e c «=■  2h , 

si  avrà  la  superficie  espressa 

f b h 

4-  J fxdx==  — (A  + 2B+4C), 

nella  quale  espressione  h rappresentala  la  distanza  di  due 
coordinate  successive.  L’ equazione  4 , perchè  trovata  da 
Tommaso  Simpson,  porta  il  nome  di  regola  di  Simpson. 

I.Mcnipl».  La  superficie  di  un  quarto  di  cerchio,  il  cui 
raggio  sia  10,  è 78 , 54.  Or  dividendo  il  raggio  in  10  par- 
ti eguali,  e colcolando  l’ordinala  corrispondente  a ciascun 
punto  di  divisione,  si  troverà  ad  uso  dell’  equazione  4,  A = 10 
B = 32 , 9631  , C = 39,6499  ; quindi  si  avrà  78  , 17  co- 
me valore  approssimalo  della  superficie  del  quarto  di  cer- 
chio. 

177. 

Le  evolute  ed  evolventi. 

Se  da  un  punto  all’altro  di  una  curva  y *=  fx  si  deter- 
mini il  corrispondente  raggio  di  curvatura,  questi  a due  a 
due  andranno  ad  intersecarsi  in  un  punto,  e la  serie  con- 
tinua dei  punti  d’ intesezione  formerà  una  curva,  alla  quale 
si  è dato  il  nome  di  evoluta  della  curva  y = fx  , ed  a 
questa  il  nome  di  evolvente  della  prima. 
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Le  coordinale  del  centro  di  curvatura  che  nel  n°  171  ab- 
biamo indicato  con  a e ) 3,  dietro  questa  dichiarazione  di- 
verranno variahiali  dipendenti  dall’ascissa  x dell’evolvente. 
Quindi  nelle  equazioni  1 , 2 e 3 del  citato  numero  , le 
quali  esprimono  la  grandezza  e posizione  del  raggio  di  cur- 
vatura , cioè 

1.  (x— /3)*  = p« 

2.  (x— -a)dx-f  (y— -/3)dy«=0 

3.  dx*  -f-  dy*  -f-  (y — 0)  d*y  = 0 , 

e che  valgono  per  una  variabile  indipendente  x , dovranno 
riguardarsi  a , Q e p come  dipendenti  dalla  stessa  x.  Or 
differenziando  1’  equazione  1 rispetto  ad  x , y , a , & , p , 
e combinandone  il  differenziale  coll’equazione  2 , ne  ri- 
sulterà 


4.  (a — x)da-f(/3 — y)d/3  = pdp  , ovvero  ^-^da-f-~ ^-d/3=do. 

Ma  ~j—  e rappresentano  i coseni  degli  angoli  chea 

forma  coll'asse  delle  x e quello  delie  y ; sarà  dunque 
„ “ — * d*  /S — y d<3 

O#  ■ e=  « — ss  • 

P dp  p dp 

Quindi  la  seconda  dell’  equazioni  4 si  trasformerà  in 
da*  -f  d>3*  «=  dp*  ; 

e poiché  rispetto  all’arco  a dell’ evoluta  si  ha  nel  tempo 
stesso  da’  = da*  -f-  d/3* , così  ne  viene 

dp  ss  da  , donde  p = a -j-  c , 

e rispetto  a due  raggi  p e pt  dell’  evolvente  e gli  archi  cor- 
rispondenti a e a,  dell’  evoluta  si  avrà  la  relazione 

6.  P.  — P — <f.  — ». 

Differenziando  inoltre  1’  equazione  2 rispetto  a tutte  le 
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variabili  , e componendone  il  risultamento  coll'  equazione  3, 
si  avrà 

7.  dxd»  -f-  dyd/3  =>  0 , ovvero  — + — ; 

J dy  da 

vale  a dire  che  la  normale  dell’  evolvente  si  confonde  col- 
la tangente  dell’  evoluta.  In  conseguenza  delle  equazioni  5 
e 6 F evolvente  è prodotta  dall’  evoluta  svolgendo  questa  da 
un  qualunque  suo  punto  ja  ed  estendendola  in  linea  retta. 
Il  punto  fi , del  pari  che  ogni  altro  punto  della  tangente 
in  fi  , descrive  una  curva  , la  quale  è F evolvente  ; e cosi 
ogni  evoluta  ammetterà  un’  infinità  di  evolventi  che  saran- 
no tante  curve  parallele  , mentre  a ciascuna  evolvente 
non  corrisponde  che  nna  sola  evoluta. 

Si  ha  del  resto  F equazione  dell’  evoluta  , eliminando  x 
ed  y dall’  equazione  dell’  evolvente  y = fx  , e dalle  equa* 
zioni  4 del  n°  171  , cioè 


8. 


x — a 


dy  ds*  _ ds* 

dx  d*y~  ’ ^ ^ d7" 


Per  dedurre  viceversa  dall’equazione  dell’evoluta  quella 
dell’  evolvente  si  dovrà  pervenire  ad  una  relazione  tra  * ed  y 
deducendola  dalle  equazioni  5 : 

da  d/3 

9.  x-a  = -P  — , y-/3  = _p  — , 

c da  quella  dell’  evoluta  d = F (a). 

■:*cmpio  t.  Dall’  esempio  1 del  n°  171  si  hanno  le  equa- 
zioni delle  coordinate  dell’  evoluta  dell’  ellisse  , 


7 » 


riferendosi  x ed  y all’equazione  al  centro  dell’ellisse.  In- 
troducendo i valori  di  x ed  y nell’  equazione  di  questa  cur- 
va , e ponendo  per  brevità 
fausta  Gtoa.  Anal. 
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si  avrà  per  equazione  dell’  evoluta  dell'  ellisse  , 

(7)*+ (£)*-'■ 

Questa  curva  presenta  quattro  punte  , che  a due  a due  si 
trovano  nei  punti  a = 0,  fi  — B , ed  a = A , fi  = 0. 

Nelle  medesime  circostanze  l’ iperbole  ha  per  evoluta  la 
curva 


(t)  " — (ttV= — * > essendo  A = — - — , B = — - — 
VA/  V B / a»+b*  ’ n*+b‘ 

Similmente  essendo 

“ — P + 3x  , fi  = 

le  coordinate  del  centro  di  curvatura  della  parabola  y*=2 px, 
si  avrà  per  equazione  dell’  evoluta 

8 (*— p)5 


fi'  — 


27  p 


vale  a dire  la  parabola  di  Neil. 

Esemplo  2.  Dall’equazione  della  cicloide 


x = aarccos- — — — (2ay — y*)7 


si  hanno  quali  coordinate  del  centro  di  curvatura 


y =»  — fi,  X=*>a  — 2 ( — 2afi — fi*)~ì  ; 

quindi  l’equazione  dell’evoluta  sarà 

a4-/3  JL 

oeaaarccos— ^ — |-  ( — 2 a/3 — /3*) * . 
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Ma  scambiando  a con  za  — a e B con  B — 2 a , si  ottiene 

a = aarccos-n~'" (2  a/3 — B')~  , 

vale  a dire  l’ equazione  primitiva  della  cicloide,  il  cui  asse 
delle  ordinate  trovasi  trasportato  al  disotto  di  quello  delle  x 
della  quantità  2 a , e l’ origine  trovasi  al  disotto  del  punto 
medio  B (Fig.  19)  della  AA'. 

Similmente  si  tro\erà  che  revoluta  della  catenaria  è 

-mi  — & (/3* — im*j* 

Esempio  3.  Trasformando  le  equazioni  8 in  modo  che  x 
cessi  di  essere  la  variabile  indipendente  , per  la  qual  cosa 
esse  divengono 

<lx<ts’  dyds* 

d'xdy — d ydx  ’ 3 d“xdy  — d*ydx  ’ 

si  potranno  utilizzare  queste  equazioni  per  le  curve  che  so- 
no riferite  a coordinate  polari.  Si  troverà  , per  esempio  , 
che  l’ evoluta  di  una  spirale  logaritmica  è ancora  una  spi- 
rale logaritmica , che  ha  lo  stesso  polo , ma  è diversamen- 
te situata  , proprietà  che  già  si  deduce  , secondo  l’ esem- 
pio 3 del  n°  171  , dal  dover  essere 

p = — (1  + m*) 

Imperocché  m dinotando  la  tangente  , ed  in  conseguenza 

— — — esprimendo  il  seno  dell’angolo  <p  che  il  raggio 

(1 +*»•)* 

vettore  forma  colla  tangente  , ossia  quello  che  la  normale 
forma  colla  retta  menata  dal  polo  perpendicolarmente  al 
raggio  vettore;  quest’angolo  dell’ ultima  retta  appartenente 
all’evoluta  sarà  costante,  e perciò  rispetto  all’evoluta  si 
avrà  tg<p  = in. 

* 
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Esemplo  4.  Sia  da  cercarsi  1'  evolvente  del  cerchio 
«'  + / 3*  = r*. 

Avendo  riguardo  alle  equazioni  9 si  ottiene 

rda  a. 

do  =>  ± -p-  , p =■  dt  rare  se n — , 

' a 

quindi  x — «w±(r'  — a*)*  arcsen  — , 

H . , . -1  a 

V — 0 = h (r  — a’)  • arcsen  — , 

* a ' * r 

ovvero,  eliminando  (r*  — a*)’*"  arcsen  , 
r’  =*  ax  + £y  , 

vale  a dire,  secondo  1’  equazione  4 del  n°  146  , l’ equazio- 
ne della  tangente  al  cerchio.  La  lunghezza  dell’  arco  svolto 
<p  essendo  r<p  , si  avrà  pel  raggio  vettore  11  di  un  punto  N 
della  richiesta  evolvente  , 

R*  <=*  r*  -f-  r*  p*  ==  x*  -f-  y* , 

dimodoché  ponendo  « = r cos  <p , & — r sen  ? , si  avrà  dal- 
la precedente  equazione  della  tangente 

r ==  x cos  <p  + y sen  <p , 

la  quale  relazione  unita  alla  precedente  espressa  in  r , ? , 
* ed  y , ci  dà  come  equazioni  dell’ evolvente  del  cerchio 

x =3  r (cos  y -f-  f sen  ©) , y = r (sen  o — © cos  ©). 

Questi  valori  si  possono  ottenere  immediatamente  consi- 
derando lo  svolgimento  del  cerchio.  Ed  in  vero,  supponen- 
do che  MN  ( Fig . 80)  sia  la  lunghezza  dell’arco  circolare 
AM  svolto  dal  punto  A , e che  ponendo  MCA.=  ? , l’ asse 
delle  ascisse  vada  condotto  pei  ponti  C cd  A;  saranno  coor- 
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dinate  rettangolari  del  punto  N dell’ evolvente  AN, 

CQ  = x=CP  + SN,  NQ  = y~PM  — MS. 

In  fine  si  troverà  facilmente  che  la  superficie  del  settore 
NCA  ha  per  espressione 

Ol*— a*)^ 
fa 

178. 


Le  traiettorie. 


Dicesi  traiettoria  quella  linea  che  secondo  una  data  leg- 
ge taglia  un  sistema  di  linee  contenute  in  una  comune  e- 
q unzione.  Sia  quindi 

1.  f(x  , y , a)  = 0 


l’equazione  di  una  curva  riferita  ad  un  sistema  di  coordi- 
nate rettangolari , nella  quale  si  diano  successivamente  ad 
a tutti  i valori  di  cui  sarà  capace  : si  avrà  cosi  un  sistema 
di  curve  omogenee,  che  saranno  intersecate  in  modo  dalla 
traiettoria , che  le  coordinate  di  ogni  punto  d’ intersezione 
rendano  soddisfatta  una  data  equazione  di  condizione.  Tutte 
le  quantità  che  entrano  in  questa  equazione  e che  sono  di- 
pendenti dalle  coordinate  di  un  punto  d’intersezione  , po- 
tranno esprimersi  per  mezzo  di  x,  y,  a dell’  equazione  1 ; 
dimodoché  1’  equazione  di  condizione  potrà  sempre  aver  la 
forma 


2. 


quando  le  derivate  , 4-4  »...  siano  determinate  mer- 
de da:* 

cè  l’equazione  della  traiettoria. 

All'  equazione  della  traiettoria  può  pervenirsi  per  due  di- 
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Terse  vie.  Esprimendo  in  x , y tutte  le  quantità  dipendenti 
dalla  natura  della  traiettoria  e elle  sono  contenute  nell’  e- 
quazione  2,  si  potrà  da  questa  e dall’  equazione  1 eliminare 
la  costante  a,  c l’equazione  in  tal  modo  ottenuta  conterrà 
le  condizioni  appartenenti  a tutti  i punti  d’  intersezione,  ed 
in  conseguenza  rappresenterà  la  traiettoria  stessa.  Intanto 
questa  eliminazione  non  sempre  è possibile  o attuabile. 

La  seconda  via  è poi  la  seguente.  Si  riguardi  1’  equazione 
1 come  quella  della  traiettoria  ed  a come  una  variabile  di- 

• « rfy  dly 

pendente  da  x ; cosi  le  quantità  y , , — j-  » • • • si 

QX  UX 

. . da  d'a  . , 

potranno  esprimere  m x , a , , — — > • • • e si  avrà 

un'equazione  differenziale  dal  cui  integrale  e dall’equazio- 
ne 1 eliminando  la  variabile  a , si  avrà  l’ equazione  della 
traiettoria. 

Per  avere  sott’  occhio  un  caso  particolare  facciamoci  a 
cercare  la  curva  che  tagli  sotto  un  dato  angolo  la  famiglia 
di  linee  dell’  equazione  1. 

L’  angolo  u sotto  cui  due  curve  s’ inclinano  , è eguale 
all’angolo  delle  loro  tangenti  nel  punto  comune,  e quindi 
alla  differenza  degli  angoli  a ed  a,  che  esprimono  le  incli- 
nazioni pel  medesimo  verso  di  esse  tangenti  all’asse  delle 
ascisse.  Laonde  indichiamo  con  x , y le  coordinate  del  punto 

d’  intersezione  ; scriviamo  p in  luogo  di  ~ , supponendo 

che  queste  derivate  si  riferisoano  alle  curve  intersecate  , e 
facciamo  tgu  = m:  ne  risulterà  1’ equazione  di  condizione 


3. 

4. 


m 


dy 

ilx 


P 


1 + P 


dy 

iU 


ovvero 


(ra-fp)  dx  -f-  (mp—  1)  dy  = 0. 


Digitized  by  Google 


— 711  — 

Or  differenziando  l’equazione  1 ed  eliminando  a dal  dif- 
ferenziale,  si  avrà  p espressa  soltanto  in  x ed  y ; e questo 
valore,  introdotto  nell’  equazione  4,  ci  darà  l’equazione  del- 
la traiettoria. 

Seguendo  poi  l’altra  via  e ponendo  in  vece  dell’equazione  1» 


5. 

si  avrà 


7 = F (x  , a) , 


p = 


dF 

dì 


dy 

di 


e così  l’equazione  4 diverrà 


7. 


in 


,j!L  . 

dF  da 

dx  + 

da  dx  ’ 

1 

] dF  da 

J da  dx 

Se  l’angolo  u,  sotto  cui  le  curve  dell’ equazione  1 deb- 
bono essere  intersecate  , è un  angolo  retto , la  traiettoria 
si  dirà  ortogonale.  Rispetto  ad  essa  si  ham  = oo;  quin- 
di dalla  3 risulterà  l’ equazione  di  condizione 

dx 


8. 


1 + P 


0, 


ovvero  , per  rispetto  all’equazione  6, 


9. 


l + — — — = 0 

1 + ( dx  ) ^ dx  da  dx 


Esemplo  I.  La  curva  dell’  equazione  5 sia  una  retta  con- 
dotta per  l’origine  c rappresentala  dall’equazione  i /<=ax. 

Essendo  p = a = --  , dall’  equazione  4 risulterà 

X 


j,n  4"  "y!  dx  -f-  ljdycaO  , 

ovvero  m (xdx  -j-  ydy)  4"  yd*  — xdy  = 0. 
Quindi  pel  u°  1 17  si  ha  l’ integrale 
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mi  (x*  -f-  y*)*  = arctg  -f-  C , 

e se  le  coordinate  rettangolari  si  strasformino  in  polari , fa- 
cendo 

x sa  r cos  (t  — C),  y = r sen  (t  — C)  , 
quindi  t ea  aro  tg^-  -}-  C , r*  = x*  -f-  y*  » 

t 

ne  risulterà  rese™  , 

vale  a dire  1’  equazione  della  spirale  logaritmica , coni’  era 
da  attendersi  dietro  l’esempio  3 del  n"  169. 

Se  poi  la  risoluzione  del  problema  si  faccia  dipendere 
dalle  equazioni  5 e 6 , cosicché  sarà 

i dF  da 

P = a ’ = ’ 

si  otterrà  dall’  equazione  7 : 

m (1  -f-  a*)  dx  -f-  x(roa  — 1)  da  = 0, 
donde  l’integrale 

mi  (x[l-|-at]'*  )■**  arctga  -}-  C , 


ed  essendo  a = — , si  avrà  come  sopra 

mi  (x*  + y*)  •'  «=  are  tg  4*  c« 

Se  le  rette  y <=ax  debbono  essere  intersecate  ad  angolo 
retto , allora  si  ricorrerà  alle  equazioni  8 e 9 , o più  sem- 
plicemente all’  integrale  già  trovato , il  quale  nell’  ipotesi  di 
Cscs-f-mlo*  si  trasforma  in 


m 


C* 
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equazione  che  nell'  ipotesi  di  m =»  oo  ci  dà 

•(x,4-y')“lc*  = -i-arclg  * =0,  quindi  x*  + y*  = c\ 

La  curva  è dunque  un  cerchio. 

Esempio  l.  La  curva  dell’  equazione  5 sia  una  parabola 
della  forma  y ==>  axn:  se  ne  cerca  la  traiettoria  ortogonale. 
L’equazione  8 ci  dà 

nax0-1  ~~  + 1 = 0 , e poiché  a =>—  » 
ny  dy  -f  xdx  = 0 , donde  ny*  + x*  = C. 

La  traiettoria  è dunque  un’ellisse  , i cui  assi  2A  e 2B  so- 
no dati  dalle  relazioni  A*  = C e B*  =s  — C , dimodoché  uno 

n 

degli  assi  resterà  indeterminato  insieme  con  n. 

La  traiettoria  generale  ha  un’  espressione  difficile. 
Esemplo  3.  Per  determinare  la  traiettoria  ortogonale  di 
tutte  le  curve  espresse  da 


in  cui  a sia  variabile,  si  ha  dalla  differenziazione  dell’e- 
quazione data  : 


ed  eliminando  a , 

y’— b" 

xy0-1  p = yn  — b"  , ovvero  p » ■ xy_-~  ; 

quindi  secondo  l’equazione  8 si  avrà  per  la  traiettoria  or- 
togonale 

(y"~b”)  “ + X5n“,«i0  , ovvcre  jy  — 
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Questa  equazione  ci  dà  per  mezzo  d’ integrazione 


1 

2 


x*-|-C , orvero  x*-{-y*  = 


21)”y2-" 
~2  — u ' 


fC. 


Nel  caso  di  n=2  , vale  a dire  che  l’equazione  data  espri- 
me ima  serie  di  ellissi  che  abbiano  comune  un  medesimo 
asse  minore-,  l’equazione  precedente 


b 


bn  | »ty 
y"~‘  ) ai 


trasformasi  in 


donde  per  mezzo  d’ integrazione  si  ha  l’ equazione 
JL  y*_  b*log  l-c=— lx2 , ovvero  x2-f  y*— 2b2log-^-=0. 

Esemplo  *.  Poniamo  che  le  date  ellissi  rimangono  simi- 
li , vale  a dire  che  un  asse  sarà  via,  se  l’altro  sia  espres- 
so da  a ; e perciò  , essendo  a variabile  , sarà 


y*  = m*  (a2 —x2) , — = — m*  -j • 

La  traiettoria  ortogonale  di  queste  ellissi  avrà  per  equazione 

— m*  — • 4-1  = 0, 

y di 

in  cui  la  variabile  è sparita  da  so  medesima.  L’ integrale  n’è 
m2logy  = Iogcx  , ovvero  ym2  = ex. 


Questa  traiettoria  disegna , secondo  Eulero  , la  direzione 
secondo  la  quale  la  forza  di  gravità  in  ogni  punto  della  su- 
perficie terrestre  spinge  i corpi  dentro  di  essa,  nell’  ipotesi 
che  la  terra  si  componga  puramente  di  strati  concentrici, 
i quali  siano  ellittici , simili  cd  in  equilibrio  in  virtù  della 
rotazione. 

Esempio  5.  Sia  da  cercarsi  la  curva  che  tagli  tulle  le 
parabole  y*  = iax  in  modo  che  la  superficie  compresa  ira 
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I’  arco  di  parabola  o le  coordinale  del  ponto  d’ intersezione 
resti  costante  per  ciascuna  parabola , vale  a dire  che  sia 

^ ydx  = b*. 

Differenziando  questa  equazione  ovvero 


^ (ax)»  dx  = b* 


rispetto  ad  a ed  x , si  avrà 

da 


ossia 


2 (ax)‘dx  -f- 


lkI  da 


^ (ax)“  dx  = 0 , 


2(ax)»dx-f— b*  — = 0 , ovvero  x‘dx-f-- 

Integrando  quest’equazione  si  ba 
2 i b*  _i 

i—  a * *=C  , 


da 


4 i. 
a» 


=0. 


ovvero  , introducendovi  il  valore  di  a tratto  dall’  equazione 
della  parabola  , 

2 i , , x*  „ 3b*£= 

— x*— b - = C , ovvero  y = — ; i 

y 2iT—  3C 

A misura  che  x diviene  più  piccola,  è d’ uopo  per  la  na- 
tura del  problema  che  y divenga  più  grande  ; e perciò  nel 
valore  di  y dovrà  essere  la  costante  C ssa  0.  Donde  risulta 

2xy  = 3b*, 

equazione  dell’iperbole  equilatera. 


Digitized  by  Google 


— 716  — 


179. 


Le  linee  d’ inviluppo. 


Se  l’ angolo  costante  « che  la  traiettoria  forma  colle  cur- 
ve rappresentate  dall’equazione  1 del  n°  precedente,  diven- 
ga nullo , la  traiettoria  toccherà  tutte  le  curve  dell’  equa- 
zione 

1 . f(x  , y , a)  = 0,  ovvero  y = F(x  , a). 


Allora  la  traiettoria  dicesi  linea  d’inviluppo,  c le  eurve 
da  essa  toccate  diconsi  linee  inviluppate. 

L’ equazione  7 del  n°  precedente  divenendo  pel  caso  di 
m = 0 


dF  da 
da  tU 


n dF  n 

0 , ovvero  —7—  = 0 , 
da 


egli  è chiaro  che  per  ottenere  l’ equazione  della  linea  d’in- 
viluppo bisognerà  eliminare  la  variabile  a dalle,  equazioni 


2. 


ovvero 


y = F(x , a). 


„ dF 
,0  ’ — 

f(i,y,.)-,0,  -£-0 


Se  l’equazione  generale  delle  curve  inviluppale  è 

3.  f (x  , y , a , b)  = 0 , 

l’ equazione  della  linea  d' inviluppo  si  avrà  da  un  integrale 
particolare  di  un’  equazione  differenziale  del  2°  ordine.  Que- 
sta equazione  si  ottiene  eliminando  a e b dall'  equazione  2 
e dalla  prima  e seconda  sua  derivata. 

Esempio  1.  I punti  estremi  di  una  retta  di  lunghezza 
costante  A , scorrono  su  j lati  di  un  angolo  retto.  Quale 
sarà  la  linea  d’inviluppo  di  questa  retta? 

Prendendo  i lati  dell’  angolo  retto  ad  assi  coordinati , ed 


• Digitized  by  Google 


t»  *J 


/ 


— 717  — 

indicando  con  a l’angolo  che  la  retta  forma  coll’asse  delle 
ascisse  , la  sua  equazione  sarà 

Ascila  "*■  Acosa  ~ 1 * 0,vero  Y = — xtga  + Asena. 
Differenziando  questa  equazione  rispetto  ad  a,  ne  risulta 
0 = — — j—  + A cosa,  quindi  cosa  = 

Con  ciò  l’equazione  della  retta  si  trasforma  in 


£ £ « 
ovvero  yJ  + xT  = A~ , 


vale  a dire  in  un’equazione  simile  a quella  dell’evoluta 
dell’  ellisse. 

Esemplo  2.  Sulla  retta  B,B  ( Fxg . 31)  sono  dati  due  pun- 
ti fissi  B,  , B.  Un’altra  retta  G,G  muovesi  in  modo  che  il 
prodotto  delle  ordinate  BJD,  e BD  rimane  eguale  ad  una 
quantità  data  c*  : qual  è la  linea  d’ inviluppo  della  retta 
mobile  ? 

Sia  C l’ origine  , CB  = CB,  = A , B,B  l’ asse  delle  ascis- 
se , e 

y = ax  -f  b 


equazione  generale  della  retta.  Pei  punti  B e B,  , ossia 
«A  ed  x =ss  — A si  avrà 


y«=>aA  + b,  y=»  — aA  + b, 
quindi  a norma  del  problema  sarà 

b*  — a*A*  « c* , 

ed  eliminando  b da  questa  equazione  e da  quella  della  ret- 
ta , ne  risulterà 

y = ax  ± (c*  -f  a'A’)'. 
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Differenziando  questa  equazione  rispetta  ad  a , ne  risulla 


u « a _L_  , j 

(c*  + a*A*)r 

ed  eliminando  a dalle  due  ultime  equazioni , si  ottiene 
AY+c*x*  = AV, 

equazione  di  un’ellisse,  come  era  da  attendersi  in  conse- 
guenza dell’ esempio  4 del  nJ  136. 

Collo  stesso  metodo  si  troverà  elle  una  retta  ay  4-  bx  = ab 
sarà  inviluppata  da  un’iperbole,  se  pssa  da  due  rette  incli- 
nate sotto  1’  angolo  a taglia  due  segmenti  tali  che  il  trian- 
golo ab  sena  resti  costante,  mentre  a,  ed  in  conseguen- 
za b , è variabile. 

Esempio  5.  ]1  centro  di  un  cerchio  muovasi  sopra  una 
retta  in  modo  che  il  quadralo  del  suo  raggio  variabile  risul- 
ta proporzionale  all’ascissa  del  centro. 

Essendo  y*  -|-  (a  — x)*  = ap 

l’equazione  del  cerchio,  e p indicando  il  fattore  della  pro- 
porzionalità , si  avrà  dalla  differenziazione  rispetto  ad  a : 

1 . 

a=  j P + x; 

e y'  = px  -f  \ p* 

sarà  F equazione  della  curva  inviluppante,  che  sarà  in  con- 
seguenza una  parabola 

Esempio  4.  Una  curva  C , a cui  va  unito  un  punto  INF , 
si  aggira  sopra  una  curva  fissa  K.  Qual’  è la  curva  descritta 
dal  punto  M ? 

Sia  D il  punto  comune  alle  due  curve  in  qualsiasi  po- 
sizione della  prima  , e col  punto  D come  centro  e con 
DM  =5  r come  raggio  descrivasi  un  cerchio  , la  curva  riebie- 
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sla  sarà  determinala  dai  punti  d’intersezione  dei  cerchi  suc-> 
cessivamente  descritti.  Siano  quindi  x , y le  coordinate  del- 
la curva  fìssa  R , ed  X , Y quelle  dei  centri  dei  cerchi,  sarà 


(X  — x)s  + (Y  — y)*  = r* 


F equazione  di  uno  di  questi  cerchi,  in  cui  y del  pari  che  r 
dipenderanno  da  x.  Quindi  differenziando  questa  equaiione 
rispetto  ad  x , si  avrà  la  relazione 


X — x -f-  (Y  — y)~j~  4 


rdr 

rìx 


o, 


dalla  quale  coll’aiuto  dell’equazione  del  cerchio  si  avranno 
le  coordinate  X , Y dalla  linea  d’ inviluppo.  Cosi  si  avranno  , 
usando  della  relazione  dx%  4-  dy%  — ds‘  , 


X = x ■ 

Y = y 


rdrdx 

ds* 

rdrdy 

ds* 


-^-(ds*-dr^, 


che  sono  le  coordinate  delle  linee  prodotte  dal  rotolare  di 
una  curva  sopra  un'  altra  , ed  alle  quali  appartengono  la 
cicloide  , l’ epicicloide  , l’ ipocicloide. 

Sia  p.  e.  la  curva  fissa  R una  retta  che  tolgasi  ad  asse 
delle  ascisse  , cosicché  sarà  y = 0 ; e sia  inoltre  la  curva 
mobile  un  cerchio  di  raggio  a , ed  il  punto  descrivente  al- 
lontanisi dal  centro  di  questo  cerchio  della  quantità  c ; si 
avrà  cosi  per  ogni  posizione  del  punto  M , quando  t dise- 
gni la  lunghezza  dell’arco  circolare  che  si  è distaccato  dal- 
la retta  , 

x = t , ^ = 3*4-0*  — 2accos  — , ed  -^-escsen-1* 

a dt  a 

Cosi  i valori  di  X , Y diverranno 

X =*  t — csen  — , Y = a — ccos 4" , 
a ’ a * 
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i quali  rappresentano  la  cicloide  , sia  allungala , raccorcia- 
ta o comune. 

180. 

Curve  slmili. 

« 

Due  curve  piane  C c C,  (Fig.  32)  diconsi  simili  rispet- 
to alla  forma,  quando  per  un  punto  qualunque  A del- 
la curva  C avvene  un  altro  A,  nella  curva  C,  > tali  che  i 
raggi  AM  ed  AN  , A,M,  ed  A,N,  , i quali  racchiudono  an- 
goli eguali  , siano  in  un  medesimo  rapporto  k , dimodoché 
si  abbia 

A,M,  A.N,  , 

*3  e=  K. 

AM  AN 

Se  gl’  indicati  raggi  siano  inoltre  paralleli  e diretti  nel  me- 
desimo senso,  le  curve  C e C,  si  diranno  simili  rispet- 
to al  sito  , ed  i punti  A ed  A,  si  diranno  punti  di  si- 
miglianza. 

Due  curve  , simili  per  forma  e sito  , avranno  infiniti  pun- 
ti di  simiglianza.  Imperocché  se  due  punti  B e B,  stiano, 
1’  uno  rispetto  ad  A , l’ altro  rispetto  ad  A,  in  modo  che 
A B 

sia  k , la  somiglianza  dei  triangoli  dimostra  che  an- 

che le  rette  B,M,  e BM , B,N,  e BN  si  troveranno  nel  me- 
desimo rapporto. 

Or  disegnino  in  generale 

1.  . . f(x , y)  = 0 , 2.  . . f,  (*,  i 

due  curve  C c C,  , simili  e similmente  poste  ; pongasi  in 
un  punto  A della  prima  curva  C l’ origine  delle  coordinale, 
e dicansi  a , Q le  coordinate  del  punto  di  simiglianza  A,, 
corrispondente  ad  A : le  coordinale  a;  , y ed  xk , y,  di  due 
punti  similmente  posti  M ed  M,  ci  daranno 
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M,P, 
MP 


k , ossia 


k disegnando  un  numero  costante  assoluto  , il  quale  sareb- 
be negativo  nel  casi»  che  i raggi  AM  ed  A,M,  , ccc.  aves- 
sero opposte  direzioni.  In  conseguenza  le  coordinate  delle 
curve  simili  e similmente  poste  , dovranno  soddisfare  le  con- 
dizioni espresse  nelle  equazioni  3.  Quindi  se  da  esse  toglia- 
mo i valori  x ed  y c l’introduciamo  nell’equazione  1 , l’e- 
quazione risultante 


dovrà  essere  identica  all’  equazione  2.  Laonde  si  formerà 
per  due  curve  date  l’ equazione  4 , c questa  si  farà  iden- 
tica all’equazione  2.  Se  da  essa  si  potranno  ottenere  valori 
reali  di  a , /3 , k , le  curve  date  saranno  sìmili. 

Siano  p.  e.  date  le  due  curve  di  2°  ordine 

5.  Axl-f  Bxy  -fCf-f  Dx -f  Ey  + F = 0, 

6.  AX  + B.x.y,  + C,y*  + D.x,  + E.y,  + F,  «=  0. 

Trasportando  nell’  equazione  5 i valori  di  x ed  y tolti  dalle 
equazioni  3 , si  ottiene 

Ax*-|-Bxty , 4-  Cy*4-  (Dk  - 2C£-Ba)xI-f-(Ek-2A«- B£)y, 
4-  A a*  4-  Baj3  + C/3*  — Dka  — Dk/3  4-  Fk*  » 0. 

Or  se  questa  equazione  debba  essere  identica  alla  6,  dovran- 
no aver  luogo  le  cinque  relazioni 


A B A C A Dk  — 2C/3  — Ba 


A _ Ek  — 2A«  — B,2  A _ Aa'+Ba^+C/'*— Dka— Dk04Fk* 

A.  = E,  ’ ~t  F, 

Frzn&e  Geom.  Awal.  ^ 
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Le  ullime  tre  equazioni  determinano  le  quantità  a,  0,  Ir, 
le  due  prime  conterranno  dunque  le  condizioni  della  sirai - 
glianza  delle  curve.  Quindi  se  due  sezioni  coniche  abbiano 
coefficienti  proporzionali  nei  tre  termini  di  2°  grado,  co- 
me nelle  equazioni  5 e 6 

_C_ 

A,  Ji,  ” C,  ’ 

le  due  curve  saranno  simili  per  forma  e sito. 

Se  queste  lince  sono  riferite  ai  loro  diametri  principali , 
cd  in  conseguenza  è B = B,  = 0 , basterà  alla  simiglianza 
la  condizione 


Se  le  curve  sono  iperboli , gli  assintoti  dell’  una  saranno 
paralleli  a quelli  dell’ altra. 

Se  in  fine  di  due  parabole  sia  Luna  riferita  all’asse  cd 
al  vertice , ciò  che  darà  B = Ct=D  = F = 0,  resteranno 
soddisfatte  le  cinque  condizioni , quando  sia  B,  ==  C,  = 0. 
Quindi  due  parabole,  i cui  assi  siano  paralleli,  saranno  sem- 
pre simili  per  sito  e forma , qualunque  siano  per  essere  i 
loro  parametri. 
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CAPO  SECONDO. 

Geometria  nello  spajio. 

A.  Introduzione. 

181. 

Il  punto. 

Per  determinare  la  posizione  di  un  punto  nello  spazio,  si 
adopera , egualmente  che  nel  piano,  un  sistema  di  coor- 
dinate parallele  o polari. 

11  sistema  delle  coordinate  parallele  è formato  da  tre  pia- 
ni che  hanno  un  punto  comune,  l’origine,  e che  si  ta- 
gliano , come  ordinariamente  si  assume  per  semplicità , ad 
angolo  retto.  Ciascuno  di  questi  tre  piani  coordi nati  di- 
vide lo  spazio  in  due  regioni , l’una  di  qua  l’altra  di  là  del 
piano  ; quindi  si  trovano  intorno  all’  origine  otto  angoli  so- 
lidi o regioni  dello  spazio , ciascuna  delle  quali  è limitata 
dai  tre  piani.  Or  un  punto  sarà  dato  di  posizione  nello  spa- 
zio , quando  insieme  alla  regione  in  cui  giace  saranno  note 
le  sue  distanze  dai  tre  piani  coordinati.  Imperochò  indican- 
do questi  tre  piani  con  L,  M,  N,  e con  a la  distanza  del 
punto  m .dal  primo  piano  L,  il  luogo  di  m sarà  da  cercarsi 
nei  due  piani  paralleli  che  distano  di  a dal  piano  L.  Or  sup- 
ponendo noto  il  lato  del  piano  L,  in  cui  giace  il  punto  vi, 
questo  potrà  soltanto  trovarsi  in  quello  dei  due  piani  paralleli 
clic  giace  dal  medesimo  lato  di  L.  Sia  L,  questo  piano.  Sia 
inoltre  b la  distanza  del  punto  m dal  secondo  piano  M;  do- 
vrà similmente  cercarsi  nei  due  piani  paralleli  che  distano 
di  b dallo  stesso  piano  M,  e propriamente  in  quello  dei  due 
piani  paralleli  che  giace  nel  Iato  di  AI,  in  cui  dovrà  trovarsi 

il  punto  m.  Sia  M,  questo  piano.  Il  punto  m giacerà  dun- 

« 
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quc  nel  tempo  slesso  nei  duo  piani  L,  ed  M,  ; pd  in  con- 
seguenza nella  loro  intersezione  s.  Se  in  fine  il  punto  m 
dovrà  essere  alla  distanza  c dal  terzo  piano  N,  dovrà  simil- 
mente cercarsi  nei  due  piani  paralleli  che  di  c disiano  da  N, 
e propriamente  in  quello  dei  due  che  trovasi  con  m nel 
medesimo  lato  di  N.  Sia  N,  questo  piano , ed  il  punto  m 
starà  nel  tempo  stesso  nel  piano  N,  e nella  intersezione  s, 
vale  a dire  nel  loro  unico  punto  d’ inconlrp. 

Le  intersezioni  dei  tre  piani  coordinati  diconsi  assi,  ed 
ogni  asse,  nel  caso  che  i piani  coordinati  si  tagliano  ad  an- 
golo retto,  sarà  perpendicolare  al  piano  degli  altri  due.  Or 
siano  (F ig.  33)  XX„  YY„  ZZ,  i tre  assi  che  si  tagliano  ad 
angolo  retto  nell’ origine  A;  la  posizione  di  un  punto  M in 
una  delle  regioni  dello  spazio  sarà  definita  mercè  i sego; 
apposti  ai  semiassi  che  partono  da  A.  Prendansi,  per  esem- 
pio , positivi  i semiassi  AX , AY  , AZ , e quindi  negativi 
AX,,  AY,,  AZ,,  e dinotino  x,  y,  z le  coordinate  del  punto 
M,  rispettivamente  parallele  ad  X,X , Y,Y,  Z,Z  : si  avran- 
no pel  punto  M , quando  trovasi  tra  gli  assi  : 


AX  , 

AY  , 

AZ  le  coordinate 

+ x 

> -f  y i 

4-  z > 

AX,, 

AY  , 

AZ  ...  . 

— X 

+ y * 

+ z > 

AX  , 

AY,  , 

AZ  ...  . 

+ x 

> — y 

+ z 1 

AX,  , 

AY,  , 

AZ  ...  . 

X 

> — y 

+ z 1 

AX  , 

AY  , 

AZ,  ...  . 

4-x 

> + y 

— Z , 

AX,  , 

AY  , 

AZ,  ...  . 

X 

y 

— Z , 

AX  , 

AY,  , 

AZ,  ...  . 

+ X 

>— y 

— Z , 

AX,  , 

AY,  , 

AZ,  .... 

— X 

. — y 

— Z , 

nè  avvi  altra  combinazione  di  segni  rispetto  alle  tre  coor- 
dinate x , y , z. 

Quindi  se  un  punto  trovisi  nel  piano  XAY  , cioè  nel  pia- 
no delle  x , y , la  sua  ordinata  parallela  all’  asse  AZ  sarà 
a = 0 ; c se  trovasi  nell’  asse  stesso  delle  x , sarà  z — 0 
cd  y = 0.  Lo  stesso  vale  pei  punti  che  si  trovano  nel  pia- 
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no  delle  x , a , in  quello  delle  y,  s,  ovvero  nell’  asse  delle 
y o in  quello  delle  2. 

Nel  sistema  poi  delle  coordinate  polari  il  punto  è ri- 
ferito ad  un  piano  fisso  (la  base)  ad  una  retta  fissa  in  que- 
sto piano  (l’ asse)  , e ad  un  punto  fisso-  di  questa  retta 
(il  polo)  , e la  posizione  del  punto  M sarà  definita , quan- 
do siano  dati  i segni  ed  i valori  assoluti  della  sua  distanza 
dal  polo  (il  raggio  vettore),  dell’ angolo  d’inclinazione 
del  raggio  vettore  all’asse  , e dell’ angolo  clic  il  piano  con- 
dotto pel  raggio  vettore  e l’ asse  , forma  colla  base. 

182. 

Trasformazione  delle  coordinale. 

1.  Le  coordinate  parallele  e polari. 

Sia  M ( Ftg . 83)  un  punto  riferito  agli  assi  rettangolari 
AX  , AY  , AZ  , c quindi  la  2 ne  sia  rappresentata  dalla 
retta  MP  parallela  ad  AZ  ; ne  sarà  y la  PQ  parallela  ad 
AY  , ed  AQ  la  x ; cosicché  AQ  forma  angolo  retto  con  QM 
e QP  , ed  MQP  disegnerà  l’angolo  d’inclinazione  del  pia- 
no AMQ  al  piano  xy.  Pongasi  ora  il  polo  delle  coordinate 
polari  nell’ origine  A , la  base  nel  piano  xy  e l'asse  pola- 
re nell’asse  AX,  s’indichi  inoltre  l’angolo  MAQ  con  a,  l’an- 
golo MQP  con  >.  ed  il  raggio  vettore  con  r : si  avrà 

AQ  = AM  cosa  , MQ  = AM  sen  a , 

PQ  = MQ  cos>. , MP  = MQ  scu  >. , 

e quindi  rispetto  alle  coordinate  x , y , z risulteranno  la 
equazioni 

1.  x = rcosa,  y = rsenocosX  , z = rsenasenX, 

le  quali  servono  egualmente  a poter  tradurre  le  coordinate 
parallele  in  polari , c queste  in  quelle.  Imperocché  si  ot- 
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terranno  facilmente  le  equazioni 

X x 

2.  ra  => x*  -f  v*  + z*  » cosa=*- — » 

(x’+y*+»,)‘  1 

Indicando  inoltre  con  0 e > gli  angoli  che  il  raggio  vet- 
tore r forma  cogli  assi  delle  y e z , si  avrà  y =a  rcos/3  , 
3 = rcos>;  quindi  dalla  prima  delle  equazioni  2 risulta 

3.  cos*  a + cos*/3  -f  cos*  >=>1. 

II.  Siano  gli  assi  A,X, , A,Y, , A,Z,  del  nuovo  sistema  di 
coordinate  rettangolari  rispettivamente  paralleli  agli  antichi 
assi  AX  , AY  , AZ. 

In  questo  caso  basterà  conoscere  le  coordinate  a , b , c 
della  origine  A,  dei  nuovi  assi  per  passare  da  un  sistema 
all’  altro  ; imperocché  si  avrà 

4.  x = x,  + a , ye-y.  + b , z«=»z,  + c. 

HI.  Rimanga  rettangolare  il  nuovo  sistema  , e conservi 
un  asse  inalterato. 

Rimanga  inalterato  l’asse  delle  s c con  esso  l’origine  A; 
e gli  assi  delle  x , y siano  trasportati  nel  piano  delle  x,  y 
in  modo  che  l’asse  x,  faccia  coll’asse  x,  ed  in  conseguen- 
za y,  con  y , l’ angolo  <?.  In  questo  caso  avremo  nelle  equa- 
zioni 1 del  n°  139  quelle  della  trasformazione  richiesta  : 

5.  x = x,cos ff  — y.senp  , y = x,sen<p -f- y, coso. 

IV.  Gli  assi  retlangolari  AX, , AY, , AZ,  del  nuovo  siste- 
ma taglino  quelli  dell’antico  nell’origine  A. 

La  posizione  del  nuovo  sistema  rispetto  all’antico  sarà 
nota  , quando  siano  date  le  inclinazioni  della  retta  AE,  in 
cui  si  tagliano  i piani  XAY  , XtAY,  (Fig.  34)  ossia  i piani 
xy  ed  x,y,  , verso  gli  assi  delle  x ed  x,  , e quella  del  pia- 
no x,y,  verso  il  piano  xy. 

Or  sia  EAX  = ? , GAXt  = ^ , e 0 l' angolo  d’ inclinazio- 
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ne  dei  piani  ry  ed  xtyt , o ciò  che  vale  Io  stesso  , l’ an- 
golo degli  assi  z e a,. 

Conducendo  nel  piano  xy  la  AF  perpendicolare  ad  AE  , 
le  tre  rette  AZ  , AE,  AF  formeranno  un  sistema,  il  quale 
lia  comune  col  sistema  primitivo  l’ asse  delle  z.  Quindi  per 
le  coordinte  x, , yt , z,  di  un  punto  M , prese  parallela- 
mente agli  assi,  si  hanno  in  conseguenza  delle  equazioni  5 
le  relazioni 

6.  x «=  x.cos ? — y.scn <?  , y = x,scnp  + y»cosy  , z=az,. 

Poiché  la  retta  AE  giace  ancora  nel  piano  x,  yt,  sarà 
essa  perpendicolare  all’  asse  AZ, , e le  due  rette  potranno 
riguardarsi  come  assi  di  un  sistema  rettangolare,  quando  vi 
si  aggiunga  la  retta  AG,  la  quale  giacendo  nel  piano  x,yt 
tagli  la  retta  AE  ad  angolo  retto.  Se  dunque  indichiamo  con 
x„  t/,,  z,  le  coordinate  del  punto  M,  parallele  ad  AE,  AG, 
AZit  avremo  per  trasformare  le  coordinate  x„  y%  z,  le  re- 
lazioni. 

7.  x,ssx„  ya  = z,senO  -f-  y,cosO,  z„«=zJcosO — y.scnO. 

Riconducendo  in  fine  questo  sistema  alle  coordinate  pa- 
rallele agli  assi  AX,  ed  AY, , mentre  l’asse  AZ,  rimane  in- 
variato, si  avrà  similmente 

8.  = x,cos 4*  + y .scn , y,  = y,cos>J/  — x.senvf/,  z^z,. 

Componendo  le  equazioni  6,  7,  8,  le  coordinate  sussidiarie 
x*ì  y*ì  3,  ed  x„  y„  z,  spariranno,  e si  perverrà  alle  equazioni 

9.  x=sx,  (cosfCos^-f-senysen^cosO) 

-f-  y.  (cosysenvf/  — cosv^senpcosO) 

— z.sonpsenO , 

y = x,  (cos4/senp  — cos?scn4'cos0) 

-4-  y,  (senysen^-f-  cospcos^cosO) 

-f-  z,  cos'l'senO  , 

z cs  x^en^scnO  — y^os^senfl  -4-z,cos9. 
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Le  equazioni  9 contengono  in  pari  tempo  i teoremi  fon- 
damentali della  trigonometria  sferica.  Imperocché  tras- 
portando il  punto  M nell’asse  AX,  spariranno  j/,  e z>s  e ri- 
spetto ad  x,  y , a si  avranno  le  equazioni 

10.  x = x,  (cospoosvp  4"  senpsen^cosO) , 

y = x,  (cos^sen  p — cospsempcos  0} 
z = xIsen4'sen0.  ■ 

Ma  xt  essendo  il  raggio  vettore  del  punto  M , in  conseguen- 
za delle  equazioni  1 si  avranno  per  l’angolo  XAX,  = a c 
F angolo  d’ inclinazione  X dei  piani  XAX,  ed  XAY  le  equa- 
zioni 

cosa  =* cospeos'J'  + senpscnvj/cos0  , 
senacosX  ==  cos'f'senp — coapsen^cosO  , 
senasenX  = scn4/sen0  , 

in  cui  si  contengono  le  relazioni  che  hanno  luogo  tra  » la- 
ti c gli  angoli  di  un  triangolo  sferico. 

V.  Gli  assi  del  nuovo  sistema  siano  obbliqui. 

Siano  (Fiy.  85)  AX  , AY  , AZ  gli  anlieki  assi  rettango- 
lari ed  AX,  , AY,  , AZ,  i nuovi  assi  obbliqui  , dimodoché 
si  abbia 

AQ=»x  , QP  ssy  , P M = z , 

AQ,  = Xi  , Q,P,  = y, , P,M  = z,  , 

e si  proietti  la  linea  spezzata  x,+  i/.+  z,  sull’  asse  AX,  men- 
tre dai  punti  Q,,  P„  M si  conducono  all’asse  AX  le  perpen- 
dicolari Q,q  , P,p  , MQ.  Cadendo  la  proiezione  di  M su  Q, 
sarà  x eguale  alla  somma  delle  proiezioni  di  x, , yt , la 
conseguenza  indicando  con  a , 6 , c i coseni  degli  angoli 
che  gli  assi  x,  , yt  , s,  formano  con  quello  delle  x , si  avrà 

x = ax,  -f  by,  -f-  cz,. 

I segni  di  questa  equazione  rimarranno  inalterati  nel  ca- 
so che  uno  dei  nuovi  assi  deliba  prendersi  negativamente , 
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poiché  na  deriverà  che  l’angolo  da  esso  formalo  eoli  asse 
delle  x sarà  maggiore  del  retto. 

Una  forma  consimile  prenderanno  le  equazioni  rispelto 
alle  proiezioni  della  linea  spezzata  x,  + y,  •+•  z,  > sugli  ass' 
delle  y e s , dimodoché  si  avrà  il  sistema  delle  tre  equa- 
zioni di  trasformazione 

11-  x = ax1  + bj1+czI, 

? = b.y.  + c.z,  » 

z = «.*.  + b.y«  + c»z«  » 

a b c , a,  h,  e,,  a»  6,  c*  disegnando  ordinatamente  i cose- 
ni degli  angoli  che  gli  assi  delle  x , y , z fanno  coi  nuo- 
vi assi  x,  , y,  , a,. 

E tra  i coseni  di  questi  nuovi  angoli  hanno  luogo  , in 
forza  dell’equazione  3 , le  relazioni 

12.  a’  + a:+a:-l  , b*  + b:+b;=l  , c'  + cj+c^l. 

Se  il  nuovo  sistema  ancora  è rettangolare  , proiettando 
le  antiche  coordinale  su  i nuovi  assi  si  avranno  similmen- 
te le  relazioni 

13.  x,  = ax  + a,y -f  a.z  , 

y,  = bx  -f  b,y  + b„z  , 

z,  «=»  ex  + c,y  + c.z  , 

donde  risulteranno  le  nuove  equazioni  di  condiziono 

14.  a*-fb*  + c»  = l , a*  + b*-J-c*=®l , aj-f  K+f£=l. 

Ed  in  fine  , dovendo  rispetto  alla  distanza  del  punto  M 
dall’origine  A aver  luogo  le  equazioni 

xm+y*+z’=r*  , x’.+yl-f  z>r'  , 

ne  avremo  mercè  l’ introduzione  dei  valori  dati  dalle  equa- 
zioni Il  o 13  , le  segueuli  relazioni  tra  gli  angoli 
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ab-f-a,bi+a,b,=0 , ac-f-a.c.-f-a.c^O 
bc  + b.c,  + b„cs  = 0 

1 6.  aa,  -(-  bb,  + cc,  e=»  0 , aa4  + hba  + cc*  = 0 
n1n„  -f-  b4b,  -f-  c,cg  =®  0. 

183. 

La  retta. 

Se  son  date  le  proiezioni  di  un  punto  AI  su  duo  piani  in- 
tersecatisi ad  angolo  rollo,  sarà  dala  ancora  la  posizione  del 
punto.  Quindi  se  sia  dato  la  serie  continua  dei  punti , co- 
me proiezioni  dei  punti  di  una  reità  G su  due  piani  che 
s’intersecano  ad  angolo  retto,  sarà  data  ancora  la  posiziono 
della  reità  rispetto  ai  piani  di  proiezione.  Or  la  proiezione 
di  una  rolla  essendo  ancora  una  linea  retta , ne  seguo  che 
le  equazioni 

1.  x « az  -f-  p , y = bz  -j-  q 

indicando  le  proiezioni  di  una  retta  G su  i piani  coordina- 
ti xz  ed  yz  , il  sito  della  rolla  G sarà  determinato  dalle 
quattro  costanti  a , b , p , q.  E mercé  queste  proiezioni 
sarà  definita  ancora  quella  della  G sul  piano  xy.  Imperoc- 
ché dalle  equazioni  1 si  rileva  che  nel  punto  s = 0,  x=p 
l’asse  delle  x è incontralo  dalla  prima  proiezione.,  e che 
l’asse  delle  y Io  è dalla  seconda  nel  punto  z— 0 , j/=q: 
per  questi  due  punti  passerà  in  conseguenza  la  proiezione 
della  retta  sul  piano  xy.  Questa  terza  proiezione  si  avrà  an- 
cora dalle  equazioni  1 , eliminandone  la  z. 

Per  determinare  la  posizione  della  retta  rispetto  agli  assi 
coordinali  , indichiamo  con  a , /3 , y gli  angoli  formati  dal- 
la retta  cogli  assi  delle  x , y , z , vale  a dire  gli  angoli 
che  coi  medesimi  assi  farebbe  la  retta  G,  menata  per  l’ori- 
gine parallelamente  alla  retta  1.  Le  omonime  proiezioni  di 
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questa  retta  condotta  per  P origine  , dovendo  esser  paralle- 
le a quelle  della  retta  G , esse  saranno  rappresentate  dalle 
equazioni 

2.  x«=»az,  y«=»bz. 

Or  se  x ,,  yt,  a, , dinotino  le  proiezioni  di  quel  punto  del- 
la retta  G, , il  quale  disti  di  r dall’  origine , si  avrà 

r*  « »!  + ; 

quindi  dalle  equazioni  2 risulteranno 

r br  »r 

Zi  — —,  T*>  *«“ T‘ 

(a*+b*+l)“  (a*4-b*-j-l)*  (a'+b'+I)* 

Ma  per  essere 

z,  =s  rcos>  , y,  « rcos/3 , x,  = rcosa , 
i valori  di  xt , y, , a,  ci  somministrano  le  relazioni 

„ a b 1 

3.  cosa = -,cusp= 2» 

(a*-fb»+l)*  (a«4.b‘+l)*  (a’+b’+l)* 

le  quali  conduceudo  alle  equazioni 


cosa 


le  equazioni  1 si  trasformeranno  in 


cosa  , 

z + P>  Y: 

COS1}  r 


Se  la  retta  giace  parallela  ni  piano  delle  yz,  c quin- 
di è perpendicolare  all’asse  delie  x,  essa  sarà  espressa, 
com’  è chiaro  , dalle  proiezioni 


5. 


x = P,  y = bz-fq; 


quindi  se  la  retta  giace  nel  piano  yz  , le  sue  equazioni 
saranno 
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x =s  0 , y t=m  bz  -f-  q. 

Inoltre  , se  la  retta  G è perpendicolare  al  piano  yz 
e quindi  parallela  all’  asse  delle  x , le  sue  equazioni  saranno 


7.  x =>  p , y = q. 

Se  il  punto  x,  , y,  , z,  giace  nfella  retta  I , a questa 
converranno  secondo  l’ equazione  3 del  n°  141  le  equazioni 

8.  x — x,  «=  a (z— z.)  , y — y,  = b (z— z.)  , 

c se  essa  contiene  ancora  il  punto  x2  , yt  , 3*  , avremo 
secando  lo  stesso  n“  141  le  equazioni 


9.  x — x. 


x.— x, 


(z— z.),  y — yt' 


y*— y. 


(z— z,). 


l%—  Z,  ' ■'  * ’*  Z» — Zi 

Considerando  in  fine  che  la  disianza  d dei  due  punti  è dia- 
gonale del  parallelepipedo  rettangolare  , i cui  spigoli  sono 
x%  — x,  , yt  — yl  , a*  — 3,  , avremo 

io.  d’  = (xa— x,)’  + (y  4* 


184. 


Due  rette. 

Se  le  due  rette 

1.  x = az  + p,y  = bz-fq 

2.  x = a,z  + p,  , y =*  b,z  4-  q, 

sono  in  un  piano  , le  costanti  delle  loro  proiezioni  dipen- 
deranno dall’ esser  le  due  retto  parallele  o dall’ intersecarsi. 

Se  le  rette  1 e 2 debbono  esser  parallele  , tali  saranno 
ancora  le  loro  omonime  proiezioni , vale  a dire  che  sarà 
a = o,  , b =>  bt , dimodoché  le  equazioni 

3.  x = az  4-  P > y = bz  4-  <1 
x = az4-p1,  y *=bz4qt 
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rappresentano  due  rette  parallele , e le  equazioni 

4.  x — x,  = a (z  — z.)  , y — y,  = b (z  — z.) 

disegnano  la  retta  condotta  pel  punto  xl , yt  , z,  paralle- 
lamente alla  retta  1. 

Se  le  rette  1 e 2 debbono  intersecarsi,  le  coordinalo 
del  punto  d’intersezione  dovranno  soddisfare  le  equazioni 
delle  due  rette , e quindi  dalle  equazioni  1 e 2 si  avrà 

az  -f  p =3  a,z  -f  p, , bz  -f  q « b,z  -f  q, , 

donde  risulta  l' equazione  di  condizione 

(a  — n,)(q  — q )=•(!>  — b,)(p  — p,) , 

la  quale  dovrà  esser  soddisfatta,  affinchè  l’ intersezione  sia 
possibile. 

Or  sia  t l’angolo  delle  due  rette,  siano  o pur  no  nel  me- 
desimo piano,  purché  in  questo  secondo  caso  s’ intenda  per 
r l’angolo  che  forma  colla  retta  1 un’altra  retta  che  in- 
tersecando la  1 sia  parallela  alla  retta  2 , o in  generale  l’an- 
golo formato  da  due  rette  che  da  un  medesimo  punto  siano 
condotte  parallelamente  alle  rette  1 e 2.  Siano  inoltre  a 0 
■>,  «,  /3,  yl  gli  angoli  che  le  rette  1 e 2 formano  rispetti- 
vamente cogli  assi  delle  x , y , z.  Or  se  la  retta 

x = az  , y = bz 

condotta  per  l’origine,  sia  parallela  alla  retta  1,  c l’al- 
tra menata  per  lo  stesso  punto 

x = a,z,  y — b,z 

sia  parallela  alla  retta  2,  la  posizione  delle  due  rette,  con- 
dotte per  P origine , si  rispetto  agli  assi  che  tra  loro,  sarà 
la  stessa  che  quella  delle  rette  1 e 2. 

Ma  se  a contare  dall’  origine  si  prenda  sull'  una  delle  due 
rette  la  porzione  r e sull’  altra  r1 , avremo  per.  la  distan- 
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za  d dei  punti  estremi  x,  y,  z , x, , y, , a, , la  relazione 
d*  r*  4-  r*  — 2rr,cosv  , 

donde  mercè  1*  equazione  10  del  n“  precedente  risulta 

(x  — x,)*  + (y  — y.)*  + (z  — z,)* 

*=  X*  + y*  + z*  4-  x;  -f  y*  + z]  — 2rr,cos  v. 
ovvero , riducendo , 

xx,  4-  yy,  + zz,  = rr,cosv. 

Ma  poiché  x = rcosa  , y = rcos/3  , z = rcosi>, 
x,  b=  r,  cosa,,  yt=  r cos/3,,  z,=  r.cos1},  , 

così  l’ ultima  equazione  ci  dà  la  relazione 

6.  cosv  <=s  cosacosa,  4*  cnsi3cos0i  + cos'>cos>,. 

Or  essendo  nel  tempo  stesso 


x = az,  y n=bz,  x,  = a,z, , y,  = l),z, , 


si  avrà  puranclie,  avendo  riguardo  alle  equazioni  3 del  n” 
precedente,  per  l’ angolo  d’ inclinazione  v delle  rette  1 e 2 
la  relazione 


7. 


cos  V = 


1 4-  n.1,4-  bh, 

(l  4 a’4  i>V(i  4 »!  4 1»!)^ 


Se  le  rette  1 c 2 sono  parallele , l’ equazione  7 ci  darà 


cosv  = 1 , quindi  a = a,  , b = b, , 

come  è già  noto.  Ma  se  le  due  rette  siano  inclinate  ad  an- 
golo retto , sarà 

8.  cosv  = 0,  ovvero  1 4m,41)I,i  = 0' 

Se  la  retta  2 debba  esser  perpendicolare  alla  retta  1 e 
passare  nel  tempo  stesso  pel  punto  x, , yt , 5,  , allora  si 
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dovranno  determinare  le  costauti  a, , bt , e le  coordinate 
del  punto  d’intersezione.  Or  la  retta  2 sarà  espressa  per 
l’equazione  8 del  n°  183  dalle  due  equazioni 

9.  (x  — x.)  =0,(2  — zx)  , y — y,  «.!>.(*  — z,)  , 

e poiché  essa  deve  incontrare  la  retta  1 , cosi  dovrà  per 
l’equazione  5 esser  soddisfatta  la  relazione 

a,  (y M — 9)  — b«  (x<  — «A— P)-a(yt— q)— b(x,— p) , 

e dovendo  inoltre  esser  perpendicolare  alla  retta  1 , dovrà 
aver  luogo  ancora  la  relazione 

1 -f-  a&,>  + bbi  «=  0. 

Queste  due  ultime  equazioni  assumono  mercè  l'equazione 
9 la  forma 

a(x  — x.)  -f-  b(y  — y.)  -f-  z — z,  ==  0, 

(y,  — bA  — q)(x  - x.)  — (x  — a.z,  — pXy  - y,) 

= »(y.  — q)(z — z.)  — b(x,  — pXz  — zj, 

dalle  quali  si  avranno  i valori  di  x — a?,,  y — yt,  % — s, 
quando  si  riuniscano  alle  equazioni  1,  essendoché  il  punto 
d’intersezione  x,  y,  z è comune  alle  due  rette. 

185. 

Il  plano. 

Se  tutti  i punti  di  un  piano  comunque  situato  nello  spa- 
zio si  riferiscano  ad  un  sistema  di  coordinate,  tra  quelle  di 
ogni  punto  dovrà  esistere  una  relazione,  dipendente  soltan- 
to dalla  legge  di  esser  del  piano  , e che  esprimerà  in  con- 
seguenza la  natura  e posizione  dello  stesso  piano.  Tra  i di- 
versi modi  di  generazione  del  piano  scegliamo  quello  per  lo 
quale  esso  risulta  da  una  retta  che  movendosi  parallelamente 
alla  sua  prima  posizione,  nel  tempo  stesso  si  appoggia  .co- 
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slantemcnte  ad  una  retta  fìssa.  Siano 

1.  x = az  in  i y = bz  4*  n 
le  equazioni  della  retta  fìssa , e 

2.  x « a,z  4-  in,  , y = b,z  + n, 

quelle  della  retta  mobile.  Or  se  la  retta  2 si  move  nell*  in* 
dicalo  modo  , le  equazioni  ebe  in  ogni  sua  posizione  do- 
vranno sostituire  le  equazioni  2 conserveranno  inalterati  i 
valori  di  a,  e 6„  ma  dovranno  aver  sempre  tarii  quelli  di 
m,  ed  n,.  E poiché  essa  dovrà  in  ogni  posizione  interseca- 
re la  retta  1,  cosi  per  ogni  coppia  di  valori  di  m,  ed  n,  do- 
vrà esser  soddisfatta  in  conseguenza  dell*  equazione  5 la  re- 
lazione 

(a  — a,)(n,  — n)  — (b,  — bXm,  — m)  = 0. 

Se  dunque  in  questa  espressione  s’ introducano  i valori  di 
m , ed  n,  tolti  dalle  equazioni  2,  quella  che  ne  risulterà , 
sarà  1’  espressione  della  legge  del  movimento  a cui  sarà  sot- 
loposta  la  retta  2.  L’ indicala  sostituzione  ci  darà 

(a,  — a)(y  — b.z  — n)  — (b,  — b)(x  — a.z  — in)  = 0, 

vale  a dire  un'equazione  della  forma 

3.  Ax  -f  By  + Cz  + D = 0, 

eh’ è appunto  1’  equazione  del  piano. 

Ogni  altro  modo  di  genesi  del  piano  condurrebbe  ad  un'e- 
quazione della  stessa  forma  dell’ equazione  3.  Poniamo  p.  c: 
che  il  piano  sin  generalo  dal  moto  di  un  lato  di  un  angolo 
retto , clic  aggirasi  intorno  all’  altro  lato  fìsso.  Indicbiuino 
con  x ytì  z,  il  punto  comune , colle  equazioni 

x — x,  = a(z  — z,)  , y — y.  = b(z  — z,) 

dinotiamo  il  lato  fìsso , c con 
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X — X,  = a .(*  — *,)  , y — y.  = !».(*  — *.) 

il  lato  mobile:  per  ottenere  l' equazione  (lei  piano  bisognerà, 
attesa  i!  inclinazione  rettangolare  delle  due  linee,  sostituire 
i valori  di  iu  e bi  in 

1 aa,  + bb,  = 0 ; 


e l’ equazione,  ebe  ne  otterremo,  sarà  di  1*  primo  grado  ri- 
spetto alle  variabili  x,  y,  z,  poiché  a,  e 6,  soltanto  in  que- 
sta forma  si  presentano. 

Laonde  un’  equazione  fra  tre  variabili  a primo  grado  rap- 
presenterà un  piano  riferito  a coordinate  parallele.  Le  quat- 
tro costanti  di  questa  equazione  potranno  ridursi  a tre,  di- 
videndole per  una  di  esse;  c cosi  1’  equazione  assumerà  la 
forma 


4. 


* _j_  y i * 

r -r  + — ■ 

a h c 


1. 


L’ intersezione  del  piano  dell’  equazione  3 con  quello  del- 
le xy  , ossia  la  traccia  del  primo  sul  secondo,  conterrà 
tutti  quei  punti  pei  quali  sarà  3 — 0 ; quindi  dinoteranno 


5.  z = 0,  Ax  4-  By  -(-  D = 0 la  traccia  sul  piano  xy  , 

y = 0,  Ax  -f-  Cz  -f-  D = 0 xz  , 

x = 0,  By  + Cz  -f-  D = 0 yz  ; 

dimodoché  il  piano  intersecherà  gli  assi  delle  x,  y,  z ordi- 
natamente nei  punti 


Indicando  queste  porzioni  ordinatamente  con  a,  b,  c ; con 
d la  retta  menata  dall’  origine  perpedicolarmente  al  piano , 
e con  a , /3  , y gli  angoli  che  forma  cogli  assi , avremo  le 
relazioni 

d = acosa  = beos/3  =»  ccos^.  ; 

Fiusrk  Geom.  Ajìal.  47 
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e poiché  a,  b,  c rappresentano  i valori  di  x,  y,  z /ielle  e- 
quazioui  6,  si  ha 


a 


_n  j 
A cosa 


ovvero 


Densa 
~ d * 


e similmente  B = 


Dcos/3  n 
~~d~'  L 


Dcosg. 

d 


Questi  valori  di  A,  B,  C trasformano  l’ equazione  3 nella 
seguente 

7.  xeosa -f- y cos<3 -{- zcos>  = d. 

Quindi  per  le  equazioni  3 del  n°  182  avrà  luogo  tra  le  co- 
stanti delie  equazioni  3 e 7 la  relazione 

(A*  + B*  + C*)d*  = (cos*a  + cos’/3  + cos*>)D*  = D*  ; 

in  conseguenza 

« A « B 

o.  cosa  = , cosp  = 

(A*+B*+C,)lr  (A*+B*+CV 

C , » 

COSQ.  = — , li  = — • 

(A»-fB*  + C!j7  (A*-fB*+C*f 

Quindi  se  il  piano  3 è perpendicolare  al  piano  xy  , sarà 

X 

y *»  -5- , in  conseguenza  C = 0 ; cosicché 

9.  Ax  -f  By  -f  D «=  0 

sarà  l'equazione  di  un  piano  perpendicolare  al  piano 
*V , mentre  per  l’ equazione  5 le  equazioni 

z = 0,  Ax  -f  By  -f  D = 0 
rapprendano  le  intersezioni  dei  due  piani. 

Ma  se  il  piano  dell’  equazione  3 è parallelo  a quello  dcl- 
* j y » sarà  > = 0 , quindi  cos>  = 1 , ovvero 

C = (A*-f  B'  + Ca)<  , 
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A*  -f-  B*  = 0 , quindi  A = 0 , B =»  0 , e 

10.  Cz  + D s=  0 

esprimerà  un  piano  parallelo  al  piano  xy  , e da  que- 
sto distante  di  a — — ~ 

186. 

11  plano  e la  reità. 

Se  il  piano 

1.  Ax  + By  + Cz  + D = 0, 
e la  retta  G 

2.  x = az  + P > y = bz  + <1 

abbiamo  comune  un  punto  x,  , y, , a,  , queste  coordinate 
dovranno  soddisfare  si  1’  equazione  1 che  l’equazione  2,  di- 
modoché dalla  prima  di  esse  si  avrà 

Ax,-f-  By,-f-  Cz,-}-  D = 0 , 

e x = az4+p,  y,=  bz,-f-  q 

dalla  seconda.  Eliminando  da  queste  tre  equazioni  xL  ed  yt , 
si  otterrà 

3.  (Aa+  Bb  -f-  C)  zt  — J—  Ap  -f-  Bq  -j-  D *=  0. 

Similmente  potranno  aversi  i valori  di  xt  ed  yt. 

Se  la  retta  2 coincida  col  piano  1 , l’equazione  3 do- 
vrà esser  soddisfatta  per  ogni  valore  di  z0  vale  a dire  che 
dovranno  aver  luogo  le  equazioni 

4.  Aa  + Bb  -f  C = 0 , Ap  + Bq  -f  D = 0. 

Se  la  retta  2 è parallela  al  piano  1 , a dovrà  dive- 
nire infinita  nell’  equazione  3 , 

Ap  -[*  Bq  D 
Aa  Bp  C 
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quindi 

5.  Aa  + Bb  + C = 0. 

Per  determinare  l’ angolo  v della  retta  2 col  piano  1 si 
osservi  che  questo  angolo  è complemento  di  quello  clic  la 
stessa  retta  forma  con  una  perpendicolare  al  piano.  Quindi 
se  questa  perpendicolare  è rappresentata  dalle  equazioni 

6.  x = a,z  + pI  , y — b'Z  + q,, 

saranno  note  le  sue  proiezioni,  perpendicolari  alle  omonime 
tracce  del  piano  1. 

Queste  tracce  su  i piani  xz  ed  yz  hanno  per  equazioni  , 
in  conseguenza  delle  5 del  n°  precedente, 

Ax  + Cz  + D = 0 , By  + Cz  + D = 0 , 

e poiché  la  prima  di  queste  tracce  dev’  esser  perpendicola- 
re alla  retta 

x = a,z  + p,  , 
c la  seconda  alla  retta 

y = b,z  + q. 

così  le  equazioni 


esprimeranno  lo  condizioni  della  posizione  perpen- 
dicolare della  retta  2 al  piano  1.  E quanto  all’ango- 
lo u delle  rette  2 e 6 si  avrà  per  1’  equazione  7 del  u°  184 
la  relazione 


1 -4-  aa,-(-bb, 

COS  U =• ! — -i— I ! 

(l+a’+b«)^(l  + a*,+  b;)* 

Quindi  se  in  questa  s’introducano  i valori  di  a,  c 6,  tolti 
dall’equazione  7 , e si  consideri  essere  ti  = — — v,  si  avrà 
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Ah-fBb  + C 

sen  v«= r ; 

(1  + a*  + b V (A* -f  li  ’ -f  C*)‘ 

<londe  si  rileva,  e come  ha  già  mostrato  l’ equazione  5, 
che  la  condizione  di  essere  la  retta  2 parallela  al  piano  I 
debba  riporsi  nell’  espressione 

Aa  -j-  Bb  -(-  C = 0. 

Potremo  quindi  trovar  gli  angoli  (E  , a;)  , (E  , y)  , (E  , s) 
che  il  piano  E rappresentalo  dall’  equazione  1 forma  cogli 
assi  del  x , y , z.  Imperocché  , se 

x = az  , y = bz 

sono  le  equazioni  di  una  retta  G che  dall’ origine  vada  per- 
pendicolare al  piano  E , esse  per  l’ equazione  7 si  trasfor- 
mano in 

A B 

x==rz’  y=3irz- 

E per  l’equazione  3 del  n°  183  le  espressioni 
ahi 
(l+a’+b'f*  ’ (l+a’+b*)*  (l+a'  + bV 

rappresenteranno  i coseni  degli  angoli  or,  lì , 7-che  la  retta  G 
forma  rispettivamente  cogli  assi  x , y , a.  Considerando  an- 
cora che  questi  coseni  sono  ordinatamente  eguali  ai  seni 
degli  angoli  clic  il  piano  E forma  cogli  assi  , ne  segue  che 
esprimendo  «eh  per  mezzo  dei  valori  tolti  dall’  equazione 
«lei  piano  E , si  avrà 

*J.  sen  (E , x)  =» - j , sen  (E  , y)  = - z , 

(A'+B’-fC') 1 (A'+IP-K1)* 

sen  (E  , z)  = - r- 

(A’-fB'+C*)* 

In  conseguenza  delle  equazioni  7 la  retta 
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A B . 

10.  x=— z + p , x = — z + q 

sarà  perpendicolare  al  piano  1 , e se  essa  passa  pel  punto 

xi  > Vi  » 3«  > sue  equazioni  saranno 

11.  x — xx  = A (z— Z|)  , y — y.  = -|r  (z— z,). 

Or  la  distanza  P del  punto  xt , yt , s,  dal  punto  x , y , z , . 
in  cui  la  retta  incontra  il  piano  dell’ equazione  1 , sarà  de- 
terminata mercè  l’ equazione 

12.  p*  = (x-x,)*  + (y-y1)*  + (*-*,)’• 

Ma  dando  all’equazione  1 la  forma 

13.  A (x— x,)  + B (y-y,)  -f-  C (z-z,)  + D'  = 0 , 

nella  quale  si  pone  D'  = Axr  -(-  Byx  -j-  Cz,  -f-  D, 

si  potranno,  mercè  le  equazioni  11  e 13  facilmente  separa- 
re le  quantità  x — ar, , y — y,,  s — s,  , ed  ottenere  il  valore 

u p — »' = Ax.+Ry.-fCz.+I) 

(A*-f  B*  + C*y*  (A'-fB'  + C’f’ 

187. 

Due  piani. 

Poiché  l’ intersezione  dei  due  piani  E ed  E, , 

1.  A x -(-  B y -f-  C z -f-  I)  = 0 , 

2.  , Axx  -f-  B,y  + C,z  -f-  D,  = 0 , 

ha  la  proprietà  che  le  omonime  sue  coordinate  sono  eguali, 
da  qualunque  di  queste  due  equazioni  siano  dedotte  , cosi 
potremo  da  esse  eliminare  p.  e.  z , ed  avremo  per  equa- 
zione della  proiezione  di  essa  intersezione  sul  piano  xy , 
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a.  (AC f — A tC)  x + (BC,  — B,C)  y + DC,  — D,C  = 0. 

E similmente  si  avranno  le  sue  proiezioni  sul  piano  xs  o yz, 
eliminando  y od  x. 

Se  i due  piani  sono  paralleli  , non  vi  sarà  valore  di  x 
od  y che  possa  render  soddisfatta  1’  equazione  a , ossia  che 
questa  equazione  non  potrà  aver  luogo  per  ciascun  valore 
di  x od  y , senza  che  siano  nulli  i fattori  di  queste  due 
variabili  ; dovrà  dunque  esser 


A _B  _ Fi, 

C Cj  L Cx 


come  era  facile  a prevedersi.  Donde  poi  segue  che  l’ equa- 
zione 1 rappresenterà  piani  paralleli , quando  A , B , C con- 
servandosi costanti  , D vada  prendendo  valori  diversi. 

Per  definire  l’angolo  v dei  piani  1 e 2 , si  determinerà 
l’angolo  formato  da  due  rette  G e G,  rispettivamente  per- 
pendicolari ai  due  piani.  Siano  equazioni  della  retta 


G ...x  = az-f-p  , y = b z 4-  q , 

G,  . . . x *=  a,z  + p,  , y = b,z  -f  q,  ; 

per  T equazione  7 del  n"  183,  rispetto  all’angolo  (G  , G,)  da 
esse  formalo,  si  avrà  la  relazione 


cos  (G  , G,)  = 


1-f-na.  + hb, 


(l  + a'  + bTil  + aS  + b;,- 


Ma  l’angolo  (G  , G.)  è eguale  all’angolo  d'inclinazione  v 
o (E , E,)  dei  due  piani  ; sarà  dunque  per  1’  equazione  10 
del  n°  186 


a = 


ed  in  conseguenza  > 

.»  ...  « , AA , -f- KB, -j-CC, 

•>.  cos  (L  , E,)  = — - — r* 

(a«+b’+cv(a;+bì+c*,)‘ 
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Se  i (lue  piani  son  paralleli  , sarà  , come  per  Io  innanzi  » 

A A,  K li, 

~C~  C,'  ’ "c  — 

c se  sono  inclinati  ad  angolo  retto  , avrà  luogo  1'  equazione 
5.  AA,  + BB,  + CC,  = 0. 


B.  Formazione  delle  superficie. 

188. 

Rappresentazione  «Ielle  superficie. 

In  senso  geometrico  F equazione 

1-  ?(x  , y , z)  = 0 

indica  il  luogo  geometrico  di  un  punto  x , y , z riferito 
a coordinate  parallele.  Se  questa  equazione  è reale  per  al- 
cuni valori  soltanto  delle  coordinale,  essa  esprimerà  al- 
trettanti punti  isolali  dello  spazio.  Ma  se  essa  è reale  per 
tutti  i valori  di  x , y , z che  siano  compresi  tra  certi  limi- 
li, il  suo  significato  sarà  quello  di  un  sistema  continuo 
di  punti.  Per  conoscere  la  natura  di  questo  sistema  po- 
niamo che  l’equazione  1 sia  reale  per  jr  = a;  avremo  cosi 
le  equazioni 

2. . x — a , <p  (y  , z , a)  = 0 , 

Ja  prima  delle  quali  indica  un  piano  parallelo  a quello  del- 
le y , z , e che  ne  dista  della  quantità  a , mentre  la  se- 
conda esprimo  una  curva  esistente  nel  piano  yz  , o nel  pia- 
no ad  esso  parallelo  x = a.  Or  se  nell’  equazione  2 intro- 
ducansi  tutti  i valori  di  x , pei  quali  l’equazione  1 conser- 
vasi reale  , e prenda  per  y e z tulli  i valori  compresi  Ira 
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i limili  reali  , si  avrà  un  sistema  d’ infinite  curve  parallele 
al  piano  yz  ed  infinilamento  vicine  le  une  alle  altre.  Que- 
sto sistema  di  curve  formerà  in  conseguenza  una  superfìcie. 

Alle  stesse  conseguenze  si  perverrà  , quando  in  vece  del- 
la coordinata  x si  diano  alla  y ovvero  alla  3 tulli  i valo- 
ri compresi  tra  limili  reali.  L’equazione  dunque  tra  le  tre 
variabili  x , y , 3 , 

? (x  , y , z)  = 0 

è I’  espressione  di  una  superficie. 

Sia  inoltre 

3.  o(x  , y)  = 0 

1’  espressione  di  un  sistema  continuo  di  punti  che  non  sia- 
no soltanto  nel  piano  xy , c dinotino 

4-.  x = a , y = b 

due  valori  reali  ; avremo  in  queste  equazioni  4 l’espressio- 
ne di  una  parallela  all’asse  delle  3 , e se  ad  x ed  y nel- 
r equazione  3 si  sostituiscano  tutti  i valori  reali  , ne  risul- 
terà un  sistema  continuo  di  rette  parallele,  ossia 
una  superficie  cilindrica,  la  cui  intersezione  col  pia- 
no xy  sarà  rappresentata  dalle  equazioni 

5.  z — 0 , <p  (x,  y)  = 0. 

Finalmente  1’  equazione 

6.  9 (x)  = 0 

rappresenterà  , coni’ è chiaro  , tanti  piani  paralleli  a quel- 
lo delle  y , 3 , quante  ne  sono  le  radici  reali. 

Da  queste  osservazioni  segue  che  l’equazione 

?(*  , y , z)  = 0 

è l’espressione  più  generale  di  una  superficie  riferita  a coor- 
dinate parallele. 
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« 

E questa  proposizione  non  cesserà  (li  esser  vera  , quan- 
do le  coordinate  parallele  siano  trasformate  in  coordinalo 
polari.  Imperocché  dicendo  r il  raggio  vettore  di  un  pun- 
to vi  della  superficie  , £ l’ angolo  che  esso  forma  colla  sua 
proiezione  sul  piano  E , ed  u l’ angolo  che  questa  proiezio- 
ne fa  con  una  retta  G condotta  nel  piano  E , si  potranno 
esprimere  le  coordinale  x , y , z in  funzione  di  r , t , u ; 
dimodoché  1’  equazione  1 si  trasformerà  in 

f(r  , t , u)  = 0 , 

e questa  equazione  rappresenterà  una  curva  , quando  si  pon- 
ga costante  t ovvero  u.  11  piano  della  curva  si  confonderà 
col  piano  E , quando  sia  t = 0 , e lo  incontrerà  ad  ango- 
lo retto  nell’ ipotesi  di  u costante. 

Ksemplo  t.  Secondo  l’equazione  10  del  n"  183  la  di- 
stanza r di  due  punti  a , b , c ed  x , y , z sarà  espressa 
dalla  relazione 

8.  (x-a)*-Ky-l»)--Hz-c)‘  = r\ 

Or  disegnino  x , y , s ogni  punto  dello  spazio  che  renda 
soddisfatta  questa  relazione  , ed  a , b , c un  punto  fisso  , 
esprimerà  l’ equazione  8 la  superficie  di  una  sfera  , il 
cui  raggio  avrà  la  lunghezza  r , ed  il  cui  centro  giacerà  nel 
punto  a , b , c.  Se  il  centro  cada  nell’  origine  delle  coor- 
dinate , 1’  equazione  della  sfera  diverrà 

9.  x*  + ? + z*  = r\ 

In  simil  guisa  l’equazione 

10.  L (x— a)2  -f  M (y -b)'  + N(z- c)*  = P 

rappresenta  una  superficie  descritta  da  un  punto  ni  di  una 
retta  G , la  quale  movesi  in  modo  che  ciascuno  di  tre  suoi 
punti  determinati  rimanga  ngl  medesimo  piano  coordinalo, 
tsciupio  2.  L’ equazione 


Digitized  by  Googl< 


— ni  — 

11.  (x — a)*  + (y — b)*  = r* 

disonna  un  cerchio  di  raggio  r giacente  nel  piano  xy  , ed 
il  cui  centro  trovasi  nel  punto  a , b.  Or  se  questa  equazio- 
ne debba  rappresentare  tutti  i punti  dello  spazio  che  la  ren- 
deranno soddisfatta  per  ciascun  valore  di  a , essa  sarà  l’e- 
spressione della  superficie  cilindrica  conosciuta  per  la  Geo- 
metria elementare  , ed  il  cui  asse  sarà  parallelo  a quello 
delle  2. 

189. 

Rappresentazione  delle  curve  nello  spazio. 

Se  le  due  superficie 

1.  ?(x,  y , z)  = 0 , 4>(x,  y,  z)  = 0 

si  tagliano  , le  coordinate  dei  punti  d’  Intersezione  dovran- 
no render  soddisfatte  le  due  equazioni  , ed  ogni  punto 
x,  , y,  , s,  comune  alle  due  superficie  dovrà  esser  un  pun- 
to dell’  intersezione.  Ma  due  equazioni  con  tre  variabili  am- 
mettono in  generale  infiniti  valori  diversi , e perciò  due  su- 
perficie si  toglieranno  in  infiniti  punti  infinitamente  vicini, 
la  loro  intersezione  sarà  dunque  una  linea,  ed  in 
conseguenza  le  equazioni  1 rappresenteranno  una  linea. 

Se  da  queste  equazioni  sia  eliminata  una  delie  variabili , 
la  a per  esempio  , si  otterrà  un’  equazione  tra  x ed  y, 

2.  f(x,  y)  = 0, 

la  quale  esprime  una  superficie  cilindrica  parallela  all’  asse 
delle  s.  La  curva  d’ intersezione  dunque  delle  due  super- 
ficie 1 giacerà  nella  superficie  cilindrica  2 , la  cui  traccia 
sul  piano  xy  sarà  rappresentata  dalle  equazioni 

z = 0,  f(x,  y)  = 0. 

A questa  superficie  cilindrica  si  dà  il  nome  di  cilindro 
proiettante. 
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Eliminando  similmente  la  y dalle  equazioni  i , si  olierà 
un’  equazione  tra  x e 3, 

3.  f(x,  z)  = 0, 

la  quale  rappresenta  una  superficie  cilindrica  pararellela 
all’asse  delle  y,  ed  in  cui  dovrà  trovarsi  egualmente  la  cur- 
va d’intersezione  delle  superficie  1.  Donde  si  rileva  che 
questa  curva  potrà  riguardarsi  come  intersezione  delle  su- 
perficie cilindriche  2 e 3.  Quindi  ogni  curva  nello  spazio 
potrà  riguardarsi  come  intersezione  di  due  superficie,  il  cui 
più  semplice  sistema  è quello  di  due  superficie  cilindriche. 

Esempio  1.  Un  punto  M (Fig.  36)  movesi  in  modo  sul- 
la superficie  cilindrica 

x!  -f  y'  = r* 

che  la  sua  ordinata  Ì\IP  = s trovasi  in  una  ragione  costan- 
te k coll’ascissa  circolare  CP  = s contata  dal  punto  fisso 
C,  ovvero  che  sia  f>  = kz.  Per  trovare  la  curva,  riferita  a 
coordinate  rettangolari,  è da  cercarsi  una  seconda  superficie 
che  lagli  la  superfìcie  cilindrica  nella  curva  richiesta. 

Or  si  hanno  rispetto  alle  coordinate  x ed  y deli’  arco  CP  le 
relazioni 

fi.  x = rcoss,  y = rsefts,  ovvero 

x = rcoskz,  y = rsenkz, 

donde  risulta 

6-  -^-=lgkz,  ovvero  z — — arde—. 

Quest' ultima  superficie,  la  superficie  dell’elica,  taglia  la 
superficie  4 nella  curva  richiesta,  l' elica  cilindrica,  la  quale 
è definita  dalle  equazioni  4 e fi  , od  anche  da  due  di  esse. 
L’equazione  fi  poi  dimostra  che  la  superficie  dell’  elica  è in- 
tersecata in  una  retta  da  ogni  piano  z = a parallelo  a quello 
delle  x,  y.  ' 
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Esempio  2.  Una  rolla  BM  (Fu/.  37)  scorre  sopra  un  cono 
rollo  in  modo  da  fare  un  angolo  coslanle  /3  colla  genera- 
trice ZP,  ed  incontrare  coll’  estremo  B la  tangente  BP  al 
pun  to  P del  cerchio. 

Siano  z , r , t le  coordinale  di  qualsivoglia  punto  della 
superficie  conica,  r e t le  coordinate  polari  nel  piano  xy, 
ed  asse  delle  z sìa  l’asse  del  cono:  per  ogni  punto  M di 
una  generatrice  ZP  del  cono,  la  quale  incontri  il  piano  xy 
sotto  l’angolo  a si  avrà,  a causa  dei  triangoli  ZAP  ed  MA  P 
rettangoli  in  A ed  A,  e ponendo  ZA  = c , la  relazione 

r = (c  — z)  cot  a. 

Ogni  piano  parallelo  al  piano  xy  taglia  la  superficie  in  un 
cerchio  di  raggio  r cosicché  sarà  r*  = x*  -f  y\  ed  in  con- 
seguenza 1’  equazione  precedente 

7.  x’‘  + y'‘  = (c  — z)*  cot*  a 

avrà  luogo  per  ogni  punto  della  superficie  conica. 

Or  siano  M ed  Al,  due  punti  della  superficie  infinitamen- 
te vicini , ed  MN  l’ arco  del  cerchio  parallelo  al  piano  xy 
e condotto  pel  punto  M;  si  avranno  facilmente 

M,N*  «=  dr*  -f  dz* , M,N  = rdt  tg/3, 

e dall’equazione  della  superficie  conica 

dz  = — drtga. 

Dalle  quali  tre  ultime  equazioni  risulterà 

r*dt*  *8 *0  = dr’(l  + Ig’a),  ovvero -y-  = cosalg/3.  dt, 
ed  integrando, 

Ir  = cosatg/J.t  -f-  C. 

Or  indicando  con  a il  raggio  del  cerchio  di  base  , si  avrà 
per  r ssa  l’ angolo  CAP  ovvero  t = 0, 
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quindi 


j»  * 

1 — = cosatg/3.  t, 

e se  facciamo  cosactg/3  = n,  ed  esprimiamo  r in  x ed  y , 
ne  risulterà 

. T 

p nrC  ig  — 

8.  r = ae  , ovvero  (s*-}-}1)*  «=  c * 

coinè  equazione  della  superficie  cilindrica,  la  cui  intersezio- 
ne colla  superficie  conica  7 ci  dà  la  curva  richiesta , 1’  e- 
lica  conica.  L’ equazione  8 ci  fa  vedere  d’altronde  come 
la  spirale  logaritmica  sia  proiezione  di  questa  elica. 

Esempio  5.  Siano  da  cercarsi  le  equazioni  della  los- 
sodromica, ossia  della  curva  che  taglia  lutti  i meridiani 
di  una  superficie  sferica  sotto  un  angolo  costante  a. 

Un  punto  qualunque  M (Fig.  38)  della  lossodromica  sia  ri- 
ferito all’arco  AQ  = u dell’ equatore  AB  ed  all’ arco  MP  = v 
del  meridiano  PQ , P rappresentando  il  polo  dell’  equatore 
AB.  Or  sia  PQ,  il  meridiano  infinitamente  vicino  a PQ,  ed 
MN  l’ arco  di  un  parallelo  , cd  in  conseguenza  MXM,  un 
angolo  retto:  si  avrà  rispetto  all’angolo  costante  AMQs=a 
l’equazione  MN  = M,Ntg«.  Ma  nel  triangolo  MPN  ha  luo- 
go la  relazione 


scnMN  scnQQ, 

seti  MP  sen  l'.VU 


ossia 


St'll  V 


potendosi  ai  seni  degli  archi  infinitesimi  MN  e QQ,  sostitui- 
re gli  archi  stessi.  1 due  valori  di  MN  conducono  all’ equa- 
zione 

sen  vdu  = M,N  tg  a. 


Or  è M,N  — dv,  e se  « aumenta  , r diminuisce  » e quiu- 
di  dall’ ultima  equazione  risulta  la  relazione 


du 


<lv 
sen  y 


lg«  , 
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la  quale  integrala  ci  dà 
9.  u = Igalogcot  -i-  v + C. 

mé 


Ponendo  u = 0 , sarà  v = -jj-  , quindi  C «==  0.  Questa  equa- 
zione dimostra  d'altronde  che  la  curva  con  infiniti  giri  si 
avvolge  intorno  al  polo  , poiché  facendo  v = 0 si  ha  u—cc. 

Per  eliminare  gli  archi  u e v poniamo  il  piano  xy  in 
quello  dell’  equatore  , e conduciamo  1'  asse  delle  s pel  po- 
lo ; cosi  ponendo  il  raggio  vettore  r nel  piano  xy  ed  il 
raggio  della  sfera  = 1 , avremo 

30.  z «=  cosv  , r — sen  v , y = rsenn  , x = rcosu  , 


quindi 


coi*  — v — i 

, z 2 

cot  V = — = 

r „ 1 

2 coi  — v 
2 


cotyv. 


(z’-f  r*)  * •+ z , y 

, e Igu  = — , 


quindi  dall'equazione  9 , ponendo  cota  = n,  si  ottiene 

y , (r’-|-7,,)v  -4- 1 

n q rr  fir  I 


n are  tg  • 
vvero  , risolvendo  rispetto 


, r . y 

_ . n are  le——  «—Darete*  — 

11.  2z  = r (e  x — e x). 

Questa  equazione,  congiunta  all'altra  della  superfìcie  sferica 
x*  + y»  + z‘  = l 

dà  la  lossodromica  , la  cui  proiezione  sul  piano  xy , in  con. 
srguenza  delle  equazioni  9 e 10  , è una  spirale  logaritmica. 
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190. 

Generazione  tirile  «iiipei'llfic  jsor  mezzo  «li  lìnee. 

Ina  linea  produrrà  una  superficie,  variando  la. sua»  po- 
sizione nello  spazio  , anche  la  sua  forma  e grandezza  , e 
scorrendo  sempre  sopra  una  o più  linee  fisse.  Or  sia  la  li- 
nea generalrice  rappresentala  dalle  equazioni 

1.  f (x, y,z, a, /3, •>,...)  = (), 

2.  ^ (x  ,y, z, a, /3, = 0. 

Poiché  le  funzioni  f ed  ft  si  suppongono  note  , sarà  deter- 
minato il  genere  della  superficie  generata  , ma  l’esten- 
sione , la  curvatura  , ecc.  di  ciascuna  superficie  resterà 
indeterminata  , essendoché  queste  cose  dipendono  dalle  n 
costanti  arbitrarie,  ossia  parametri  variabili  a , /3,  7.,... 
Or  nella  scambievole  relazione  di  questi  parametri  do- 
vrà trovarsi  espressa  la  legge  del  movimento,  se  dal 
moto  della  curva  debba  risultare  una  superficie.  Kd  in  ve- 
ro poniamo  che  una  simile  relazione  non  abbia  luogo  , e 
che  dalle  equazioni  1 e 2 sia  eliminato  uno  dei  parametri, 
per  esempio  a , si  avrà  cosi  un’  equazione 

3.  y , z,  /3,  >,  . . .)  = 0 , 

la  quale  converrà  a tutte  le  posizioni  corrispondenti  ai  di- 
versi valori  di  a.  lila  questa  equazione  esprime  nel  tempo 
stesso  una  superficie  la  quale  può  assumere  infiniti  stati  di- 
versi , attesoché  d’ infiniti  valori  diversi  son  capaci  /3,  >,.. 
Non  si  avrà  dunque  veruna  superficie  determinata  , ma 
piuttosto  uno  spazio  corporeo  , e questo  anche  illimita- 
to , e perciò  indeterminato.  Dal  che  segue  che  tra  le  n co- 
stanti arbitrarie  a , 0 , y , . . . debba  aver  luogo  tale  una 
relazione  , che  determinatane  una  , lo  saranno  ancora  le 
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rimnneiìti  n — l;  e quindi  dovranno  tra  esse  esistere  le 
» — 1 equazioni  indipendenti 

4.  ?,  («,  0 = 0 , 

?.  (*  > 0 = 0 , 

• •)  = 0 , ecc. 

Queste  n — 1 equazioni  rappresentano  altrettante  curve  di- 
rettrici , e quindi  esprimono  la  legge  del  movimento 
della  curva  generatrice.  Ordinariamente  la  natura  di  una 
superfìcie  si  fa  dipendere  dalla  curva  generatrice  , da  una 
o più  curve  direttrici  e da  una  legge  di  movimento , dimo- 
doché si  giudicano  esser  della  stessa  famiglia  quelle  cur- 
ve che  vengono  generate  da  una  stessa  curva  e secon- 
do una  stessa  legge  di  moto  , qualunque  sia  la  na- 
tura della  curva  direttrice. 

Avendosi  una  sola  curva  direttrice 

5.  F (x  , y , z)  = 0 , F,  (x  , y , z)  = 0 , 

ed  in  conseguenza  delle  osservazioni  precedenti  contenen- 
dosi soltanto  due  parametri  arbitrarli  a,  0 nella  gene- 
ratrice delle  equazioni  1 e 2 , questa  curva  in  tulle  le  sue 
posizioni  sarà  rappresentata  dal  sistema  di  equazioni 

6.  f(x , y , z , a , 0)  — 0 , f,  (x  , y , z , * , 0)  — 0 , e 

7.  <p  (a  , 0)  = 0 , ovvero  0 ==  ? (a). 

Or  se  le  due  prime  equazioni  siano  risolute  rispetto  ad  a 
e 0 , dimodoché  risulteranno  le  due  seguenti  : 

8.  +(x  , y , z)  = « , 4\(x  , y , z)  = 0 , 

1’  eliminazione  di  a e 0 da  queste  due  ultime  e da  y(a,  /3)«=0 
darà  un’equazione  in  x , y , z , vale  a dire  l’ equa  zio- 
n e della  superficie 

9.  L(x,  y , z)  = 0. 

Pimi  Geom.  An»l.  48 
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Dalle  equazioni  7 e 8 risulla  la  nuova  equazione  della 
superficie 

10.  4'I(x.S,z)e=®('Mx,y,z]), 

in  cui  9 rappresenta  una  funzione  arbitraria , la  quale  prov- 
viene  dall'  eliminazione  delle  variabili  x , y , z dalle  equa- 
zioni della  curva  direttrice  c della  generatrice  ; la  direttri- 
ce però  , ed  in  conseguenza  le  sue  equazioni  ancora  , re- 
stano indeterminate. 

L’equazione  10  è di  quelle  a tre  variabili  ed  una  fun- 
zione arbitraria.  11  carattere  proprio  di  questa  specie  di  e- 
quazioni  si  è quello  che  per  mezzo  di  una  trasformazione 
sempre  possibile  esse  possono  ridursi  a due  variabili. 
Ed  in  vero  , ponendo 

+.  (*  » y * *)  — * » e 4-  (*  > Y » z)  — « » 

due  delle  coordinale  potranno  sempre  esprimersi  in  funzio- 
ne della  terza  , di  t ed  u , dimodoché  si  avranno  due  e- 
quazioni  determinate 

x ==  »,  (t , u , z)  , y = » (l , u , z). 

Unendo  ora  queste  due  equazioni  ad  una  terza  data 

11.  X(x,y,z)  = 0, 

le  due  prime  potranno  esser  liberate  da  a e passare  nella 
forma  t — fu.  Ma  la  possibilità  dell’  eliminazione  di  z di- 
pende dalla  natura  dell’equazione  11  , la  quale  sotto  que- 
sta veduta  non  può  esser  arbitraria.  La  proprietà  dell’ equa- 
zione 10  dipende  da  ciò  che  all’  equazione 

(x  » y > z)  = b 

appartiene  un'  equazione 

*r'  (*  j y i z)  3 j 

quindi  b indicando  nella  prima  un  parametro  arbitrario  , a 
questo  apparterrà  un  nuovo  parametro  a. 
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191. 

Superficie  cilindriche. 

La  famiglia  di  queste  superficie  è generata  da  una  retta, 
che  rimanendo  parallela  ad  una  data  direzione , scorre  per 
una  curva.  La  retta  mobile  essendo  rappresentata  dalle  e- 
quazioni 

1.  x = az  + « > y = bz  + fi  , 

le  grandezze  angolari  a e b resteranno  costanti  attesa  l’ uni- 
tà della  direzione  , ed  all*  opposto  saranno  variabili  para- 
metri lineari  a e fi.  Quindi  per  avere  1*  equazione  di  que- 
ste superficie  basterà  introdurre  nell’  equazione  7 del  n°  190 
i valori 

a = x — az  , /3  =»  y — bz, 

e così  l’equazione  delle  superficie  cilindriche  sarà 

2.  y — bzs=ay(x — az). 

La  funzione  arbitraria  © verrà  determinata  , eliminando 
le  tre  variabili  x , y , s dalle  equazioni  1 della  retta  mo- 
bile e da  quelle  della  curva  direttrice 

F (x  , y , z)  = 0 , F,  (x , y , z)  = 0 , 

c ciò  a cagione  dei  punti  comuni  alle  due  linee.  Si  perver- 
rà così  alla  relazione  /3  = <pa;  ma  vi  si  giungerà  piu  facil- 
mente quando  la  curva  direttrice  si  ponga  in  uno  dei  pia- 
ni coordinati.  Imperocché  prendendo  a direttrice  , per  esem- 
pio , la  traccia  orizzontale  di  una  superfìcie 

3.  z = 0 , f(x,  y)  = 0 , 

esprimerà  sempre  l’equazione 

f(«,/3)  = 0 
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la  relazione  tra  à e y3  , e quindi 

4.  f(x  — az,  y — J)z)  = 0 


sarà  1'  equazione  del  cilindro. 

E per  conoscere  se  una  data  superficie 

f(*  . Y » *)  = o 

appartenga  alla  famiglia  delle  superficie  cilindriche,  s’in- 
trodurranno in  questa  equazione,  dietro  le  osservazioni  del 
n°  precedente  , 

5.  x = az  -f  t , y = bz  4-  n , 
e si  vedrà  se  l’ equazione  che  ne  risulla 

6.  f(az  + t , bz  + u , z)  =*0 


possa  riuscire  indipendente  da  z.  Ma  poiché  z anziché  spa- 
rire arbitrariamente  suppone  una  condizione  di  silo  nella 
retta  mobile  , cosi  potranno  utilizzarsi  i parametri  fissi  a 
e b all'eliminazione  di  essa  s ; essendoché  una  data  super- 
ficie non  potrà  esser  cilindrica  , quando  la  direzione  della 
retta  non  sia  determinata.  Quindi  perchè  la  z sparisca  dal- 
1’  equazione  6 , si  dovranno  scegliere  a e b tali  che  i fat- 
tori di  z , a* , . . . vadano  a zero  : se  due  di  essi  siano  pa- 
reggiati a zero  , i valori  che  ne  risulteranno  per  a e b , 
annulleranno  i rimanenti  , quando  siano  definite  le  costanti 
dell' equazioni  data. 

Esempio  1.  Si  vuol  trovare  il  cilindro,  di  cui  sia  diret- 
trice l' ellisse 


1. 


Eliminando  x , y , z da  queste  equazioni  e da  quelle  del- 
la retta 

x = az  -f-  a , y==bz-f-/S, 
l’equazione  di  relazione  /3i=p(a)  diverrà 
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ed  in  conseguenza  l’equazione  del  cilindro  richiesto  sarà 
(x— «*)•  , (y— bz)*  , 

A*  ' B*  2=3  ’ 

Esemplo  2.  Si  vuol  sapere  se  l’equazione 

x-4-f  + 2z*  — 2xz  — 2yz  = 1 

esprima  una  superficie  cilindrica.  Introducendo  nell’equa- 
zione 5 gl’  indicati  valori  di  x ed  y , si  ha 

(a*-|-b*— 2a— 2b+2)z*+ (2a— 2)tz-f(2b— 2)uz  -H*+  u*=  1 . 

Perchè  questa  equazione  divenga  indipendente  da  z , si  do- 
vrà supporre 

2a— 2 = 0, 2b — 2=0,  a’ -fba — 2a — 2b-f2  = 0. 

Due  qualunque  di  queste  condizioni  menano  alla  terza.  E 
cosi  essendo  soddisfatte  le  necessarie  condizioni  , è chiaro 
che  l’equazione  proposta  esprime  una  superficie  cilindrica. 
I^a  sua  traccia  sul  piano  orizzontale  ci  dà  il  cerchio 

z = 0,  x*-H*  = l. 

Se  la  superficie  data  fosse  espressa  da  un’  equazione  con 
parametri  indeterminati  , si  utilizzerebbero  a e b a ricerca- 
re le  redazioni  che  dovranno  aver  luogo  tra  le  costanti  , 
affinchè  la  superficie  sia  cilindrica.  E poiché  queste  costan- 
ti possono  annullare  due  soltanto  dei  termini  in  a *,  tz,  us,.. 
ed  intanto  tutti  i fattori  di  a debbono  esser  nulli  , è chia- 
ro che  delle  relazioni  dovranno  esistere  tra  le  costanti  del- 
1’  equazione  data.  Cosi  per  esempio  1’  equazione 

Ax’+By‘-fCz‘+2Dxy+2Exz+2Fyz+2Gx+2Hy4-2Kz=l, 

quando  vi  si  pongono  i valori  di  x ed  y tolti  dalle  equa» 
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zioni  5 , ci  dà  quattro  termini 

z*  , 1z  , uz  , z , 

i cui  fattori  debbono  esser  nulli , c poiché  due  di  essi  so- 
no determinati  per  mezzo  di  a e b , cosi  due  relazioni  do- 
vranno aver  luogo  tra  le  nove  costanti  delia  seperficie , 
affinchè  essa  sia  cilindrica. 


192. 

Equazione  differenziale  delle  superitele  cilindriche. 

Per  dare  all'  equazione  della  superficie  cilindrica 

1.  y — bz  = ip(x — az) 

una  forma  indipendente  dalla  funzione  ® , e quindi  far  che 
l’equazione  non  dipenda  dalla  natura  della  curva  direttri- 
ce , bisognerà  considerar  z come  funzione  di  due  variabili 
indipendenti  x ed  y , e differenziar  l’equazione  rispetto 

ad  x ed  y : cosi  , ponendo  per  brevità  -^-  = p, 

si  ottiene 

— bp  = (1  — ap)  f'  (x — az) 

1 — bq  =*  — aqp'  (x — az)  , 

donde  , dividendo  , come  dimostra  l’esempio  2 del  n°  H, 
si  ha  l’equazione  differenziale  delle  superficie  ci- 
lindriche 

2.  ap  -j-  bq  — 1. 

Questa  equazione  per  una  via  più  breve  di  quella  indi- 
cata nel  n°  precedente,  mena  a distinguere  se  una  data  su- 
perficie 

L (*  > Y > z)  = 0 

sia  o pur  no  cilindrica  ; imperocché  differenziata  questa  ri- 
spetto ad  x cd  y , cd  ottenute  così  le  equazioni 
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dL>  (IL 

dx  di  ^ 


A dL  . dL  _ 

°»  -37  + 1 r^0’ 


da  queste  avremo  i valori  di  p e q , i quali  venendo  intro- 
dotti nell’  equazione  2 , equazione  caratteristica  delle  super- 
ficie cilindriche  , la  trasformano  in 


3. 


dL  i u 

a — ■ -4-  b 

di  ^ 


dL 

dy 


0, 


che  dovrà  convenire  a tutti  i punti  della  superficie  L = 0, 
quando  questa  sia  cilindrica.  Ma  essendo  , coro’  è chiaro  , 
indeterminati  i valori  di  a e b , bisognerà  ordinare  1’  equa- 
zione 3 rispetto  alle  potenze  delle  coordinate  e pareggiare 
a zero  ciascun  fattore  di  esse  , per  vedere  se  ne  risulte- 
ranno per  a e b valori  reali  od  immaginarii. 

Se  in  vece  della  curva  direttrice  sia  data  la  superficie 


4.  L (x  , y , z)  = 0 

colla  condizione  di  aver  tangente  la  superficie  cilindrica  , 
le  due  superficie  allora  s’ incontreranno  in  una  curva  , a cui 
apparterranno  le  equazioni  3 e 4 , essendoché  esse  avran- 
no , come  in  appresso  sarà  dimostrato  , un  medesimo  pia- 
no tangente  per  ogni  punto  di  delta  curva. 

Esemplo  1.  Facciamoci  a ricercare  se  la  superficie 

Ax*_j_By,-fCz,-f  2Dxy-j-2Exz+2Fyz-f  2Gx+2Hy-f  2Rz=  1 

sia  o pur  no  cilindrica. 

Ne  risulteranno  a norma  dell’  equazione  3 : 


a (Ax -f Dy  -f  Ez  -f  G)  + b (By  + Dx  + Fz  + H) 

+ (Cz  + Ex  + Fy  + K)-0, 

ovvero  , ordinando  rispetto  alle  variabili  x , y , s , 

(«A  -f-bD-fE)  x + (bB  + aD  + F)  y + (aE-fbF  + C)z 

-j-(aG  + bH-fK)=*0. 
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Questa  equazione  dovrà  esser  soddisfatta  per  ogni  valore  di 
x , y , 2 ; e quindi  si  avrà 

aA  -f-  bD  -f-  E = 0 , bB  alF  F = 0 f 
aE  + bF  + C = 0,  aG  + bH -f  K = 0. 

Eliminando  a e b da  queste  quattro  equazioni  , si  avranno 
due  equazioni  di  condizione  che  la  superficie  dovrà  render 
soddisfatte  , perchè  essa  sia  cilindrica. 

Esempio  2.  Ponendo  che  la  superficie  cilindrica  debba 
esser  tangente  alla  superficie 

5.  Ax’  + Bf  4-Cz*=l  , 
si  avrà  dall'  equazione  3 : 

6.  Aax  -4-  Bby  + Cz  =*  0 , 

vale  a dire  l’ equazione  di  un  piano  che  passa  per  T origi- 
ne ; e quindi  la  linea  di  contatto  sarà  una  curva  piana. 

Le  equazioni  5 e 6 di  questa  curva  di  contatto , [unito 
alle  equazioni  della  retta 

x = az  + « > y =*  bz  -f-  /3  , 

danno  tra  a e /3  la  relazione 

(A«a + B/31  — l)(Aa*  + Bba-f  C)= (Aa«  -f  BbvS)* , 

dalla  quale  , mercè  la  sostituzione  dei  valori  di  a e fi , s» 
avrà  per  la  richiesta  superficie  cilindrica  l’ equazione 

[A(x — az)*  + B(y — hz)*  — l](Aa*  + Bba  -f  C) 

= [Aa(x — az)  -f-  Bb(y  — bz)]’> 

la  quale  può  ridursi  alla  forma  più  semplice 

(Ax*  + By*  + Cz*  — l)(Aa*  + Bb’  + C)  = (Aax  + Bby  -f  Cz)\ 
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193. 


Superficie  coniche. 


Le  superficie  coniche  sono  generale  da  una  retta  che  pas- 
sando sempre  per  un  punto  fisso  a , b , e , va  poi  corren- 
do lungo  una  curva  direttrice.  Le  equazioni  di  questa  retta 
saranno  dunque 

1.  (x — a)  = a(z — c)  , y — b = /3(z — c)  , 

a e /3  indicando  valori  variabili.  Or  se  la  curva  direttrice 
sia  rappresentata  dalle  equazioni 

2.  F (x  , y , z)  = 0 , F,  (x , y , z)  = 0 , 

si  dovranno  unire  le  equazioni  1 e 2 coll’equazione  f3=s<p(a), 
la  quale  in  ogni  caso  si  avrà  per  mezzo  dell’  eliminazione 
di  x , y , z dalle  equazioni  1 e 2.  Con  ciò  si  avranno  le 
tre  equazioni 


x— a y— b 

z — c z— c 


0 > £ 8=3  tO*)  > 


dalle  quali  eliminando  a e Q risulterà  l’ equazione  generale 
delle  superficie  coniche 


3. 


Se  il  punto  fisso  , denominato  vertice  od  anche  cen- 
tro, trovasi  nell’origine  delle  coordinate,  l’equazione  3 
assumerà  la  forma  più  semplice 


4. 


i 


e rappresenta  in  conseguenza  una  funzione  otnegcnea  ri- 

X y 

spetto  ad  — e 
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Per  conoscere  se  una  data  superficie  f (x  , y , a)  » 0 sia 
conica  , bisognerà  introdurre  nella  sua  equazione  in  vece 
«li  x ed  y i valori  a-ft(ss— ■ c)  e 6 -fu  (a— c)  ; con  ciò 
l’ equazione  f[a-\-t[z—c)  , 6 -f  u (a— c)  , a]  « 0 sarà  re- 
sa indipendente  da  a.  La  qual  cosa  sarà  possibile , quando 
si  potranno  definire  le  coordinate  a , ò , c del  vertice , an- 
nullando i coefficienti  di  . . . a* , iz  , us  , a. 

Esempio  1.  Poniamo  che  la  superficie  conica  abbia  per 
vertice  il  punto  a , b , c e per  direttrice  l’ ellisse 


dimodoché  la  generatrice  sarà  espressa  da 

x — a e=»  a (z  — c)  , y — b = /3(z— c). 

L’ eliminazione  di  x , y , a ci  darà  tra  a e J3  la  relazione 

(a -ac)*  , (b-/3c)*  . 

A*  ' B’  ’ 

c se  dalle  tre  nltime  equazioni  siano  eliminate  a e /3  , si 
avrà  qual  equazione  della  superficie  conica 

(az-cx)*  , (bz-cy)* 

+ gi -(*-c)  • 

Se  il  cono  debba  esser  retto  e circolare  , si  avrà 
a = 0 , b = 0 , A = B , 
e cosi  l’ equazione  precedente  si  trasforma  in 

x*  4-y*  = ^r(z“— c*)  » ovvero  x* -f  y*  = (z*— c*)lg*a, 

in  cui  a rappresenta  l’angolo  della  generatrice  coll’asse. 
Quest’  ultima  equazione  si  è trovata  immediatamente  nel 
n°  189. 

Esemplo  2.  Le  superficie  coniche  trovano  la  loro  appli- 
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razione  nel  disegno  delle  carte  geografiche , quando  si  cer- 
ca la  prospettiva  di  un  cerchio  della  sfera  terrestre  , il  qua- 
le sarà  veduto  da  un  punto  di  un  meridiano,  e che  in  con- 
seguenza avrà  proiezione  centrale. 

Pongasi  l’ origine  delle  coordinate  nel  centro  della  terra, 
)'  asse  delle  z in  quello  dei  poli,  e facendo  passare  quello  del- 
le y pel  polo  del  meridiano,  nel  piano  di  questo  si  avrà  quello 
delle  z , x ] ed  in  fine  suppongasi  l’ occhio,  ossia  il  verti- 
ce del  cono  formato  dai  raggi  visuali,  nel  polo  del  meridia- 
no. Cosi  le  equazioni  di  qualsiasi  cerchio  della  sfera  terre- 
stre , il  quale  sarà  di  base  al  cono  , saranno  pel  n°  188 

x*+  y*  + z*  <=»  r*  , z = ax  + by  -f  c , 
e quelle  della  generatrice 

x = ax  , y = /2z  -f-  r. 

Quindi  come  equazione  di  condizione  per  l’ incontro  di  que- 
ste due  lince  si  avrà 


[x*  + (y — f)*  + x*](c  + br)  = 2r(y — rXax  + by  — br — z), 


nella  quale  ponendo  y = 0 , si  ottiene  per  prospettiva  del 
cerchio  nel  piano  delle  xz 


x-  + y‘  + 2 


ar  o r 

; X 2 Z 

c+br  c+br 


(c  — br)r* 

c-|-l>r 


0, 


equazione  che  dimostra  la  prospettiva  esser  anche  essa  un 
cerchio.  E se  di  questo  cerchio  siano  x,  e z,  le  coordina- 
le del  centro  ed  H il  raggio  , dall’equazione  1 del  n°  144 
si  avrà 


ar* 

br-J-c  * 


Nella  geografia  si  adopera  soltanto  il  valore  di  R , e que- 
sto solamente  pei  paralleli  e meridiani.  Ponendo  z = c nel- 
la precedente  equazione  del  piano,  si  ha  quello  di  un  pa- 
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rallelo  , ed  in  vece  si  avrà  quello  di  un  meridiano  facen- 
dovi y — hx.  Nel  primo  caso  si  avrà  R = — V r' — c* , e 

nel  secondo  R = — r(l-J-/i*)*  ; vale  a dire  che  il  raggio 
del  parallelo  è misurato  dalla  cotangente  della  latitudine  , 
e quello  del  meridiano  della  segante  della  longitudine. 

194. 

Equazione  difTercnzialc  delle  superficie  coniche. 

Per  eliminare  dall’  equazione  3 del  ii°  193  la  funzione 
arbitraria  9 , la  quale  varia  colla  curva  direttrice , bisogna 
differenziare  una  volta  rispello  ad  x , indi  rispetto  ad  y , 
e considerare  s coinè  dipendente  da  x ed  y.  Con  ciò  si  ha 

(y  — b)p  _ (z  — c)  — (1  — n)p  ,U-aj 

(7.  — c)  — (y  — h)q  — (x— n)q  , { * — a } 

(i  — C)-  . (z — c)*  ^ (z  — cl 

Or  dividendo  1’  una  per  T altra  queste  due  equazioni  e sem- 
plificando , si  ha 

1.  p(x— a)-f  q(y  — b)  = z — c. 

Mercè  questa  equazione  1 può  determinarsi  se  una  super- 
ficie L(x,  y , a)  = 0 sia  o pur  no  conica.  Potranno  utiliz- 
zarsi le  incognite  per  rappresentare  le  condizioni  a cui  la 
superficie  deve  esser  sottoposta. 

Si  potrà  ancora  sostituire  alla  curva  direttrice  una  super- 
ficie a .cui  dovrà  esser  circoscritla  la  superficie  conica.  Per 
trovare  la  curva  di  contatto  , che  dovrà  far  le  veci  del- 
la curva  direttrice  , è da  osservarsi  che  il  piano  tangente 
a qualsivoglia  punto  di  essa  curva  dovrà  esser  comune  alle 
due  superficie.  Ma  la  posizione  del  piano  fungente  dipende, 
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• • dz  dz 

come  sarà  dimostralo  noi  n°211,  dai  valori  = p,  — — 

dx  ' ’ dy  ' 

Questi  valori  dunque,  dedotti  dalla  data  superficie  L(a:,y,s)=  0, 
dovranno  soddisfare  1’  equazione  1.  Quindi  l’equazione  del- 
la curva  di  contatto  sarà  rappresentala  da 

2.  L(x,  y,  z)=0  , (x— a)-^-  -f  (y— b)  (z— c)^=0. 

Esempio  Poniamo  che  la  superficie  conica  debba  esser 
tangente  alla  superficie 

3.  Ax*  + By“  + Cz*  = 1. 

Dall’  equazione  2 si  ha 

4.  Ax(x — a)-fBy(y  — b)-f-Cz(z  — c)  = 0; 

e queste  due  due  equazioni  dinotano  la  curva  di  contatto. 
Ma  da  esse  risulta  nel  tempo  stesso 

fi.  Aax  -f  Bby  + Ccz  = 1; 

quindi  le  equazioni  3 e 5 possono  riguardarsi  come  defini- 
zione della  curva  di  contatto. 

Or  per  esprimere  che  la  generatrice  avrà  sempre  un  pun- 
to comune  con  questa  curva , bisognerà  eliminare  x,  y,  z 
dalle  equazioni  3 e 5 , e da  quelle  della  retta 

6.  x — a = a(z  — c)  , y — b — /3(z  — c). 
Primieramente  da  4 e 6 eliminandone  x — a ed  y=b  si  ha 

7.  Aax  + B^y  4-  Cz  = 0 , 
e da  5,  6,  7 

(A«*  4-  B,3*  4-  C)(Aa*  4-  Bb*  4-  Cc*  — 1)  = (Aaa  4-B b/3  4-  Cc)\ 

Ed  introducendo  dinnovo  i valori  di  a e <8  tolti  dalle  equa- 
zioni 6 , si  perverrà  all’equazione 

(Ax’  4-  By’  4-  Cz’  — l)(Aa*  4-  Bb1  4-  Cc*  — 1) 

s=>  (Aax  4-  Bby  -f-  Ccz  — 1)’. 
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193. 

Superficie  «Il  rola/.ionc. 

Queste  superficie  sono  prodotte  da  una  curva  C,  la  quale 
rota  intorno  ad  una  retta  fissa  A,  l’asse,  finché  ritorni 
alla  prima  posizione.  Quindi  ogni  piano  condotto  per  l’asse 
taglierà  la  superficie  in  una  curva  sempre  identica,  deno- 
minata meridiano,  ed  ogui  piano  perpendicolare  all’asse 
la  taglierà  in  un  cerchio  che  dicesi  parallelo. 

Per  condurre  queste  superficie  al  modo  di  genesi  stabili- 
to nel  n°  190.,  bisognerà  considerarle  come  prodotte  da  un 
cerchio  , il  cui  centro  muovasi  sopra  una  retta , mentre  il 
suo  piano  rimane  perpendicolare  a questa  retta , ed  il  rag- 
gio scorre  sopra  una  data  curva  direttrice.  Or  siano 

1.  F(x,  y,  z)  = 0 , F,(x,  y,  z)  = 0 
le  equazioni  della  curva  direttrice , e 

2.  x — a = m(z  — c)  , y — b = n (z — c) 

quelle  dell’asse  condotto  pel  punto  a,  b,  c.  Ogni  parallelo 
della  superficie  potrà  riguardarsi  come  intersezione  di  un 
piano  perpendicolare  all’  asse  e di  una  sfera  che  ha  centro 
sullo  stesso  asse.  Quindi  se  a,  b,  c sono  le  coordinate  del 
centro , avremo  per  le  equazioni  10  del  n*  186  e le  equa- 
zioni 8 del  n“  188  che  quelle  del  cerchio  saranno 

S.  mx -f  ny -f- z «=a /3 

(x-a)’-Ky-b)*  + (z-c)’  = «, 

Ma  se  il  cerchio  debba  essere  un  parallelo  della  superficie, 
dovrà  esservi  una  relazione 

i.  d «=a  ’pa  , 

la  quale  esprima  che  il  cerchio  in  tulle  le  sue  posizioni  do- 
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vrà  avere  un  punto  comune  colla  curva  direttrice  1 ; e 
questa  relazione  si  avrà  sempre  che  siano  eliminate  x,yt  z 
dalle  equazioni  3 c 4.  Da  ciò  risulta 

5.  mx  + ny  + z = P[(x  — a)*  + (y_b,)‘  + (z  — c)*] 

qual  equazione  delle  superficie  di  rotazione. 

Togliendo  ad  asse  di  rotazione  quello  delle  z , si  avrà 
m = 0 , n=0;  e supponendo  inoltre  che  il  centro  della 
della  sfera  sia  nell’  origine  , 1’  equazione  5 assumerà  la  for- 
ma 

6.  z = p(x*  -f-  y*  -f  z*)  ovvero  z = p(x*  -f-  y*) 
Esemplo  1.  Muovasi  una  retta 

x = az-f-h,  y = bz  k 

intorno  all’  asse  in  modo  che  queste  facciano  le  veci  delle 
equazioni  1.  Unendo  queste  equazioni  a quella  del  cerchio 
parallelo 

**  ■+■  y*  — « » z = & , 

ed  eliminando  tra  esse  le  coordinate  , si  perviene  alla  re- 
lazione 

(a/3  -f-  h)*-}-  (b/3  -J-  k)’=»  a ; 

e se  in  fine  siano  eliminate  a e 1 3 dalle  tre  ultime  equa- 
zioni, si  avrà  l’equazione  della  superficie 

x*+  y* — (a*+  b*)  z’—  2 (ah  + bk)  z = h*  -f  k\ 

Prendasi  l’asse  delle  x come  la  retta  che  rappresenti  la 
distanza  più  breve  della  retta  mobile  dall’  asse  di  rotazione, 
dimodoché  questa  retta  mobile  si  troverà  in  un  piano  pa- 
rallelo a quello  delle  yz , e quindi  sarà  a ~ 0,  k « 0,  e 
l’ equazione  della  superficie  diverrà 

x*+  J*—  bV—  h\ 

Tosto  si  riconosce  che  il  meridiano  è un’iperbole,  essendo 
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rappresentato  dalle  equazioni 

y = 0 , x’—  LV=  1j’  , 

ed  in  conseguenza  sarà  h il  semiasse  reale. 

Per  vie  analoghe  si  troveranno  le  superficie  di  rotazione 
che  abbiano  come  meridiano  un’ellisse  , una  parabola,  eec. 

Esempio  2.  Sia  il  meridiano  un  cerchio  , il  cui  centro 
non  sia  nell’  asse  , ma  trovisi  nel  piano  del  cerchio  : si  avrà 
cosi  una  superficie  anelliforme  di  rotazione.  In  questo 
caso  le  equazioni  del  cerchio 

y — 0 , (x-l)’-f  z*  = R* 

unite  alle  equazioni  del  parallelo 

z = fi  . x*  -f  y*  = a , 

danno  la  relazione 

(v^r_i)-+/3.=R. , 

e se  da  qnesta  siano  eliminate  a e / 3 mercè  l’ equazioni  del 
parallelo  , si  avrà  quella  della  anelliforme  superfìcie  di  ro- 
tazione 

7-  (1  ±l/x*  + y*)*  + z*  = R*. 

Questa  equazione  è di  quarto  grado  , e rappresenta  o una 
superficie  con  uno  spazio  vuoto  intorno  all’asse  delie  3,0 
una  superficie  a forma  di  botte  , secondochè  sarà 

1 > R , ovvero  1 < R. 

Ma  se  si  avesse  zero  invece  di  1 , vale  a dire  che  il  cen- 
tro del  cerchio  di  raggio  R cadesse  nell’  asse  , si  avrebbe 
l’equazione  della  superficie  sferica 

x1  + f + z*  = R*. 
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196. 


lunazione  differenziale  delle  superficie  di  rotazione. 


Elimineremo  dall’  equazione  delle  superficie  di  rotazione 

z 4-  nix  4-  <|J  = ?[(X  — a)*  4-  (y— b)1  4-  (z— c)’] 

la  funzione  arbitraria  <?  , differenziando  parzialmente  s ri- 
spetto ad  x ed  y.  Avremo  cosi 

1.  p4-m  = l2(x— a)4  2(z— c)p]?', 

q 4 n = {2(y  — b)  4-  2 (z— c)q]?'  , 

e quindi  dividendo  : 

^ p-fm  (x — n)4-(* — c)p 

Q 4 n 0— CH  ’ 

ov vero 

3.  [(y  — b)  — n (z— c)]  p — [(x— a)  — ni  (z— c)]  q 

= n (x  — a)— m(y  — b). 


Se  P asse  di  rotazione  si  confonda  con  quello  delle  3 , 
spariranno  le  quantità  m , n , a , 6 , e , e I’  equazione  si 
semplifica  in 

4.  yp  — xq  = 0. 

L’equazione  3 indica  se  una  data  superficie  L(jr,  y,  s)  = 0 
sia  o pur  no  di  rotazione.  Imperocché  togliendo  i valori  di 
p c q dalle  equazioni 


dL  , dfj 

-dT+lTP 


0 , ÌL  + ÌLq  = o, 

’ dy  ~ dz  4 5 


questi  valori  , qualunque  grandezza  si  abbiano  x , y , a , 
dovranno  soddisfare  1’  equazione  3 ; si  dovranno  in  conse- 
guenza pareggiare  a zero  i fattori  di  x , y , s , e dalle  re- 
lazioni tra  le  costanti  arbitrarie  m , n,  a,  b , c dedurre  le 
Kkankk  GkoM.  Arai,.  49 
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equazioni  di  condizione  che  dovranno  esser  soddisfatte,  af- 
finchè l’equazione  L(x,  y,  z)  — 0 rappresenti  una  superfi- 
cie di  rotazione. 

In  vece  di  farci  a determinare  immediatamente  la  gene- 
ratrice di  una  superficie  di  rotazione  , vale  a dire  la  cur- 
va direttrice  del  parallelo  , si  potrà  venire  alla  determina- 
zione che  la  superficie  richiesta  sia  circoscritta  ad  ima  da- 
ta superficie  IVI  (x  , y , 3)  — 0.  Cosi  la  quistione  riducesi  a 
dover  trovare  la  linea  di  contatto.  Or  in  ogni  puntodi 
questa  curva  le  due  superficie  hanno  lo  stesso  piano  tan- 
gente , ed  in  conseguenza  le  derivate  p c q tolte  da  M=0, 
ed  introdotte  nell’ equazione  3 , debbono  soddisfarla  alme- 
no per  tutti  i punti  di  questa  curva  ; quindi  fatta  que- 
sta introduzione  , l’equazione  3 ed  M(x,  y,  s)<=0  defi- 
niranno completamente  la  linea  di  contatto. 

Se  l’ asse  di  rotazione  confondasi  con  quello  delle  3,  di- 
modoché l’equazione  3 si  trasformi  nell’  equazione  4,  i va- 
lori di  p e q,  tratti  dalle  equazioni 


dL  , di, 

p 

dx  ^ <u  F 


0,  + 

dy  ' dz 


condurranno  alla  relazione 


di.  di. 


la  quale  unita  all’ equazione  M(x,  y,  3)  = 0,  rappresenterà 
la  curva  di  contatto. 

Esempio.  La  superficie 

A(x  - a)*  + B(y  - b )•  + C(z-c)*=  1 

rappresenta  in  conseguenza  del  n°  199  un'ellissoide,  i rui 
diametri  principali  sono  paralleli  agli  assi  coordinati.  Pel  n* 
5 nc  risulterà 

(A  — B)xy  — Aay  -f  Bbx  = 0, 
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e questo  due  equazioni  rappresenteranno  la  curva  di  con- 
tatto. Questa  non  potrà  essere  una  curva  piana,  giacché  1’  ul- 
tima equazione  non  è quella  di  un  piano.  Ma  se  pongasi 
B = A,  cosicché  l’ellissoide  stessa  risulti  da  rotazione,  l’ul- 
tima equazione  diverrà 

b 

vale  a dire  quella  di  un  piano  che  passa  per  l’asse  di  ro- 
tazione , dimodoché  la  linea  di  contatto  disegna  un  meridia- 
no dell’  ellissoide  , il  quale  se  venga  a girare  intorno  all’  as- 
se delle  % produrrà  una  superficie  anulare. 

Compiendo  il  calcolo , le  equazioni 

A(x  — a)‘-}-B(y  — b)*  + C(z  — c)*=»  1 , y = 4 x» 

congiunte  all’equazione  di  un  parallelo 
z = /3 , x*  4-  y*  = a*, 

ci  daranno  tra  a c (2  la  relazione 

A(D  — a)*  + C(c  — £)’  =j  1 , ponendo  a*  + b*  = D*, 
la  quale , quando  vi  si  pongano  i valori  di  a e H , mene- 
rà all’equazione  della  superficie  anulare  con  meridiano  el- 
littico 

A[D  ± (x*  + y*)4lm  + C(z  - c)*  =>  1. 

197. 

Superficie  del  2"  grado. 

Quando  una  curva 

1.  F(x,  y , z)  = 0 , F,(x,  y,  z)  = 0 

scorra  sopra  un’altra  espressa  dalle  equazioni 

f(x>  y>  *)  = 0,  f,(x,  y,  z)  = 0, 

* 
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in  modo  da  rimaner  simile  per  sito  e forma  , essa  produr- 
rà una  superficie,  elle  può  denominarsi  superficie  di  scor- 
rimento. L’equazione  generale  di  queste  superficie  si  tro- 
verà nello  stesso  modo  clic  quella  delle  superficie  considerato 
per  lo  innanzi,  tostochè  sarà  dala  la  proprietà  specifica  del- 
la generatrice  e siano  da  questa  eliminale  le  variabili  che 
in  conseguenza  del  n°  180  esprimono  la  somiglianza  di  si- 
to e forma  delle  curve. 

Per  esaminare  una  speciale  famiglia  di  queste  superficie, 
prendiamo  per  curva  direttrice  una  linea  di  2*  grado  che 
si  trovi  nel  piano  yz  e sia  rappresentata  dalle  equazioni 

8.  My*  -f  Nz*  + Pz  + Q = 0,  x - 0. 

Sia  ancora  dello  stesso  grado  la  generatrice  , che  supponia- 
mo aver  centro  c giacere  in  un  piano  parallelo  ad  yz , 
cioè 

4.  Hx*  -j-  Ky’  <=  a , z = /3. 

Quest’ ultima  curva  resterà  simile  per  forma  e sito,  se  a 
valga  come  variabile,  cosicché  dal  sistema  di  queste  quat- 
tro equazioni  si  avrà  la  e-ondizione 

+ -f  Vp  -f  Q » 0 , 

donde  eliminando  le  variab.li  a e /3 , si  ottorà 

T1M 

5.  Lx*  -f  My*  -f  Nz*  + Pz  -f-  Q = 0 , ponendo  L = — 

Questa  equazione  comprende  le  superficie  del  2°  gra- 
do, e prende  una  forma  meno  semplice  quando  si  cangi 
la  posizione  della  generatrice  e direttrice  rispetto  ai  piani 
coordinati , o viceversa.  Trasportando  l’ origine  nel  punto 
a,  b,  c in  modo  che  i nuovi  piani  coordinali  restino  paral- 
leli agli  antichi,  ne  risnlterà  l’ equazione 

6.  L(x  - a)*-}-  M(y  — b)*+  N(*  - c)*+  P(*  - c)  + Q=0, 
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in  cui  trovasi  espressa  la  forum  più  composta 

Li»  4.  My*  + Nz*  -f  2Pz  -f  2Qy  + 2Rx  + S = 0. 

Ala  se  i nuovi  piani  si  volessero  inclinati  agli  antichi , dal- 
l’ equazione  5 coll’ aiuto  delle  equazioni  9 ed  11  del  n*  182 
risulterebbe  la  forma  generale  delle  equazioni  di  2*  grado 

7.  Lx*  -f  My»  -f  N; z*  + 2Cxy  + 2Dxz  + 2Eyz  -f  2Px 

4-2Qy  -f2Rz-f  S=0, 

la  quale  disegna  il  luogo  geometrico  di  un  punto  nello  spa- 
zio , rispetto  al  quale  il  quadrato  della  sua  distanza  da  un 
punto  fìsso  conserva  un  rapporto  costante  al  rettangolo  del- 
le distanze  da  due  piani  fissi  che  s’ intersecano. 

Le  superficie  dell’  equazione  5 hanno  la  proprietà  di  non 
poter  essere  incontrate  da  una  retta  in  più  di  due  punti. 
Imperocché  se  questa  retta  è rappresentata  dalle  equazioni 

x = mz+p,  y = nz  -f  q , 

per  tutti  i punti  comuni  alla  retta  ed  alla  superficie  le  coor- 
dinate omonime  dovranno  esser  le  stesse.  Eliminandone  due 
di  esse  , p.  e.  x ed  y , risulterà  rispetto  alla  terza  un’  e- 
quazione  quadratica,  e quindi  al  massimo  due  valori. 

Similmente  si  troverà  che  queste  superficie  non  possono 
dare  altra  intersezione  con  un  piano,  se  non  una  linea  ret- 
ta od  una  sezione  conica , imperocché  le  coordinate  della 
linea  d’ intersezione  sono  nel  tempo  stesso  comuni  alla  su- 
perficie ed  al  piano 

Ax  4-  By  4-  Cz  4-  D «=  0 , 

e l’ eliminazione  di  una  di  esse,  di  a per  esempio,  condur- 
rà ad  un’  equazione  di  2’  grado  tra  le  altre  due , x ed  y , 
della  forma 

A .x*  + B,y*  + 2C1xy  4-  2D,x  4-  2E,y  4-  E,  = 0. 
Questa  equazione  esprime  una  superficie  cilindrica  , in  cui 
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dovrà  trovarsi  la  linea  d’ intersezione  ; e la  proiezione  di 
questa  linea  sarà  espressa  da  questa  medesima  equazione  , 
congiunta  a 3 = 0.  Ma  questa  proiezione  rappresenta  una 
curva  , che  al  massimo  è di  2°  grado  , così  la  linea  d’in- 
tersezione non  potrà  risultare  di  grado  superiore  , essen- 
doché la  proiezione  G,  di  una  corda  G dovrà  avere  tanti 
punti  comuni  colla  proiezione  di  una  curva  C , quanti  la 
corda  G ne  ha  colla  stessa  curva  C. 

198. 

Snpcrflrle  del  2°  grado  con  centro. 

Facciamoci  a ricercare  le  singole  superficie  dell’  equazio- 
ne 5 del  n°  precedente  , assegnando  speciali  caratteri  si  al- 
la curva  generatrice  che  alla  direttrice. 

Se  l’equazione  8 del  n°  precedente  debba  rappresentare 
una  sezione  conica  con  centro,  essa  prenderà  la  for- 
ma Ly*  -f-  Mz*  -f-  Q = 0 , dimodoché  l’ equazione  5 riceve- 
rà la  forma  più  semplice  ; 

1.  Lx*  + My*  -f  Nz*  + Q — 0. 

Le  superficie  di  questa  famiglia  hanno  un  centro  , va- 
le a dire  un  punto  che  divide  per  metà  ogni  corda  per  es- 
so condotta.  Imperocché  per  un  punto  M ovvero  xt,  yt,  a, 
della  superficie  dovrà  esser  soddisfatta  l’ equazione 

Lx*  + My*  + Nz*  -f-  Q = 0 ; 

ma  questa  stessa  equazione  è soddisfatta  dalle  coordinate 
— x,  , — y,  , — s,  del  punto  M,  , e la  retta  MM,  passa 
per;  l’origine.  L’origine  delle  coordinale  è dunque  centro 
della  superficie. 

Ma  se  l’equazione  1 ha  la  forma 

2.  L (x — a)*  + M (y-b)'  + N(z-c)’ -f  Q = 0 , 
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si  troverà  subito  ehe  ogni  retta 

x — a = m (z  — c)  , y — b = n (z — c) 

la  quale  passa  pel  punto  a , b , c , sarà  in  questo  punto 
divisa  per  metà  , e che  in  conseguenza  la  superficie  ha  cen- 
tro nel  punto  a , 6 , c , comunque  potessero  variare  m ed  n. 

Quando  il  punto  M ossia  x,  , yt  , z,  si  trova  nella  su- 
perficie dell’  equazione  1 , vi  giaceranno  non  solamente  i 
punti  M ed  M,  , ma  tutti  quelli  ancora  che  saranno  dino- 
tati da  tre  qualunque  delle  sei  coordinate 

i Ji  i i » Yi  > zt  i 

imperocché  ciascuno  degl' indicali  punti , per  esempio  -{-*■> 
4-  Vi  » — ovvero  -f-  x,  , — y,  , — z, , rende  soddisfat- 
ta 1’  equazione  1.  Or  essendo  i due  punti 

+ x, , 4-  y. , + z«  e -f  x, , 4-  y,  » — z, 


egualmente  lontani  dal  piano  xy  , e la  loro  congiungente 
essendo  parallela  all’  asse  delle  z , ne  segue  che  il  piano 
divide  per  metà  tutte  le  corde  parallele  all’asse  delle  s. 
stessa  cosa  vale  per  ciascuno  dei  tre  piani  coordinati  e pei 
corrispondenti  assi.  Perciò  questi  piani  diconsi  piani  dia- 
metrali, e propriamente  piani  diametrali  coniugati,  per- 
chè ciascuno  di  essi  biseca  le  corde  parallele  agli  altri  due. 

Non  i tre  piani  coordinati  soltanto  hanno  la  nominata 
proprietà  ; ma  in  vece  si  hanno  infiniti  sistemi  di  piani  dia- 
metrali conjugati  ad  angoli  obbliqui , che  hanno  comune  in- 
tersezione nel  centro.  fcàJ  in  vero  , essendo 

3.  x = mz4p  , y = nz  + q 


le  equazioni  di  una  corda  , dalla  loro  unione  all’equazio- 
ne 1 , si  potrà  ottenere  l’ espressione  di  un’  ordinata  , del- 
la z per  esempio  , mercè  un’  equazione  della  forma 

4.  Az’  4 Bz  + C « 0 , 
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1/ ordinala  z,  del  pnnlo  medio  di  questa  corda  sarà  data 
dalla  semisomma  dei  valori  di  z , vale  a dire  che  sarà 


c.  questo  valore  di  zt  è quello  che  risulta  rispetto  3 dalla 
derivata  dell’ equazione  4 , cioè  da  2As-+-B  = 0.  Quindi  il 
luogo  geometrico  dei  punti  medii  delle  corde  parallele  alla 
retta  3 sarà  dato  da  una  superficie  diametrale.  Ed  in 
vece  di  trovare  questa  superficie  per  mezzo  delle  equazioni 
1 e 3 , potremo  ottenerla  dalla  superficie  F(x  , y,  s)=0, 
differenziandone  l’ equazione  rispetto  ad  x , y , 3 e consi- 
derando z qual  variabile  indipendente.  Cosi  si  ottiene 
dF  ili  dF  dy  dF  ^ 
di  di  dy  dz  dz  ’ 

quindi  , essendo  -***-  = m , “ = n , 

1 dz  dz 


5. 


dF  , dF  , dF 

m d7  + n -57  + "dT 


0. 


Quqsla  equazione  , non  contenendo  più  le  quantità  p e <f 
appartenenti  alla  retta,  e che  variano  dall’ una  all’ altra 
corda  paragliela  , sarà  quella  della  superficie  diametrale  di 
F (x , y , 3)  = 0. 

Applicando  quesla  equazione  5 all’equazione  1,  avremoclie 
Lmx  -|-  Mny  -f-  Nz  = 0 

esprimerà  il  luogo  geometrico  dei  punti  medii  delle  corde 
parallele  alla  retta  3.  Questo  luogo  è dunque  un  piano,  il 
quale  attesa  la  varietà  di  m ed  n potrà  prendere  iufioite 
posizioni  diverse. 

Finalmente  le  superficie  dell’  equazione  1 , come  ancora 
tutte  le  superficie  di  2"  grado  , hanno  il  carattere  eomuue 


Digitized  by  C.oogfe 


- 777  - 

di  esser  intersecalo  da  piani  paralleli  secondo  curve  simili 
e similmente  poste.  Imperocché  componendo  l’equazione  1 
con  quella  dì  qualsiasi  piano 

6.  r = Ax  By  + D » 

cd  eliminandone  % , l’ equazione  risultante 

7.  (L  + NA*)x‘  -f  (M  + NB*)y*  + 2NABxy 

+ 2NADx  -f  2NBDy  + ND*  + Q =>  0 

dinoterà  la  proiezione  della  curva  d’ intersezione  sul  pia- 
no xy  ; ed  è chiaro  che  per  ogni  altro  piano  parallelo  al 
piano  6 , 

z =»  Ax  -f-  By  + D,  , 

non  si  dovrà  far  altro  che  scambiare  D con  D,  nell’equa- 
ne  7 per  ottenere  la  proiezione  della  nuova  intersezione. 
Ma  poiché  i fai  lori  di  x ' , y%,  yx  non  variano  con  D , ne 
segue  in  conseguenza  del  n°  180  che  l’equazione  7 col  va- 
riare di  D , rappresenta  curve  simili  per  forma  c sito.  Don- 
de poi  segue  che  anche  simili  saranno  le  curve  a cui  que- 
ste proiezioni  appartengono.  Ed  in  vero  rappresentino  C e 
C,  (Fig.  32)  due  di  queste  proiezioni  , AM  ed  A,M,  , AN 
ed  A,N,  due  coppie  di  corde  parallele  ; i piani  proiettanti 
di  queste  rette  incontreranno  i piani  paralleli  in  cui  giac- 
ciono le  curve  corrispondenti  alle  proiezioni  C e C, , in  due 
coppie  di  corde  parallele  am  ed  a,m,  , an  ed  a,n,  , dimo- 
doché tra  queste  rette  e le  loro  proiezioni  avranno  luogo 
Je  relazioni 

AM  = ameosa  , AN  = an  cos/3  , 

A.M,  = a.m.cosa,  , A,N,  = a.n.cos/S,  , 

indicando  con  a l’angolo  di  AM  con  am  , e con  & quello 
di  AN  con  an.  Or  dovendo  per  la  simiglianza  delle  curve 
C c C,  esser 
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AM 

a7m7 


AN  ...  am  «» 

— — = k , dovrà  essere  ancora «=* = 

AiN,  a, in,  a,n, 


Or  per  trovare  il  luogo  dei  centri  di  tutte  le  curve  d’in- 
tersezione parallele  , date  dai  piani  6 , osserviamo  che  le 
proiezioni  di  questi  centri  saranno  ancora  centri  delle  cur- 
ve nel  piano  xy.  Ma  si  avrà  il  centro  della  curva  7 , scam- 
biandovi x con  i-fi,,  y con  y 4-  Jtx  » indi  pareggiando 
a zero  i fattori  di  x ed  y , ed  in  fine  determinando  le  coor- 
dinate x,  ed  y,  del  centro  per  mezzo  di  queste  due  equa- 
zioni ottenute  ; o ciò  die  vale  lo  stesso , differenziando  l’e- 
quazione 7 rispetto  ad  x ed  y , e riguardando  [queste  due 
variabili  come  coordinalo  del  centro.  Si  avrà  cosi 


(L+NA*)  x -f  NABy  + NAD  = 0 , 

(M  + NB*)  y -f  NABx  + 3NBD  = 0 , 

e poiché  il  centro  richiesto  dovrà  trovarsi  nel  piano  ti  , si 
potrà  da  questo  c dalie  due  ultime  equazioni  eliminare  la 
variabile  1)  , e si  avranno  così  le  due  equazioni 

8.  Lx  4-  NAz  = 0 , My  + NBz  = 0 , 

le  quali  apparterranno  a lutti  i centri  delle  sezioni  paral- 
lele. Questi  centri  staranno  dunque  in  un  diametro  della  su- 
perficie. Dietro  una  breve  meditazione  si  troverà  che  tutte 
le  corde  parallele  alla  retta  delle  equazioni  8 , saranno  di- 
vise per  metà  dal  piano 

z = Ax  -f  By 

parallelo  a quello  dell’  equazione  6 , c che  in  conseguenza 
esso  piano  saia  coniugalo  al  diametro  delle  equazioni  8. 
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199. 

L'  ellissoide. 


Per  meglio  dichiarare  le  singole  superficie  del  2*  grado 
con  centro , supponiamo  primieramente  che  tanto  la  curva 
direttrice  Mt/*-|-IV3*+Q=0  che  la  generatrice 
siano  ellissi.  Quindi  M ed  N , del  pari  che  H e K saranno 
nel  tempo  stesso  positivi  o negativi.  Senza  pregiudizio  della 
generalità  noi  supporremo  positivi  M ed  N , H e K , di- 
modoché Q dovrà  esser  negativo.  Prendiamo  dunque  — Q 

in  vece  di  Q , ed  osserviamo  che  essendo  L = , sarà 

positivo  ancora  L , e quindi  dall’  equazione  1 del  n°  pre- 
cedente si  avrà 


1.  Lx*-f  My*-f-  Nz’=  Q , 

se  le  quantità  costanti  senza  eccezione  son  positive.  Una  su- 
perficie di  questa  specie  diccsi  ellissoide. 

Gli  assi  delle  i,  y,  a sono  intersecali  nei  punti 


dimodoché  se  questi  valori  siano  rappresentati  ordinatamen- 
te con  a,  b,  c,  l’equazione  1 assumerà  la  forma 


2. 


♦ 


Se  poniamo  b 


a,  l'equazione  che  nc  risulta, 


1 


dimostra  che  da  piani  paralleli  ad  xy  da  3 = — c fino  a 
s =*»  4-  c l’ ellissoide  è tagliata  in  cerchi , e che  in  cou- 
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segnenza  questa  superficie  è stata  prodotta  dalla  rotazione 
dell’ellisse  c’i‘-faV=flV  intorno  all’asse  delle  z.  Se 
in  fine  sia  a = b =*»  c , l’ ellissoide  si  trasforma  in  una  su- 
perficie sferica. 

Se  un  piano 

x = Ay  4-  Bz  -f-  D 

taglia  la  superficie  1,  si  avrà  mercè  l’eliminazione  di  x la 
proiezione  della  curva  d’ intersezione  sul  piano  yz , cioè 

3.  (LA*+  M)  y*4-  (LB*+  N)  z*+  2 LAB  yz 

-f  2LADy4-2LBDz=Q-LD*. 

Questa  equazione  indica  un’  ellisse,  poiché  i fattori  di  y * 
c 3*  hanno  lo  stesso  segno.  La  curva  d’ intersezione  sarà 
dunque  aneli’  essa  un’  ellisse. 

Applicando  questa  conseguenza  ad  una  seconda  proiezione 
della  stessa  intersezione  , si  verrà,  a conoscere  esser  la  su- 
perficie limitata  da  ogni  lato. 

Per  risolvere  la  quislkme  se  una  sezione  piana  o un  si- 
stema di  sezioni  piane  possa  dare  per  figura  della  sezione  un 
cerchio,  supponiamo  a>ò>c,  e per  1’  asse  medio  AB,=  i> 
(fig.  30)  immaginiamo  condotto  il  piano  B,AD,  il  quale  ta- 
gli il  piano  xz  secondo  AD.  Le  rette  AB,  e AD  si  confon- 
deranno cogli  assi  della  figura  d’intersezione  AB,D  , e do- 
vrà essere  AD<  AA,  e nel  tempo  stesso  AD>AC,,  essen- 
doché AA,  *=  et  è supposta  più  grande  di  AC,^  c.  Dovrà  dun- 
que esservi  per  AD  una  posizione  tra  AA,  ed  AC,  per  la 
quale  si  avrà  AD  = AB,  ; cd  allora  l’ intersezione  sarà  cir- 
colare. 

Per  definire  la  posizione  del  piano  B.AD , scriviamo  l'e- 
quazione 2 sotto  la  forma 


~ 4-  £±£±1*4.  JL 
a~  ' l>*  ’’  c 


ovvero  sollo  la  forma: 
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**+?’+** 


= l-f 


a"— 1>* 


a‘b“ 


■X  — 


- z 


1)VC* 


Quest’ ultima  equazione  è soddisfatta  dalle  due  equazioni  si- 
multanee 


X*+  r+  z*=  b* 


» 


di  cui  la  prima  rappresenta  una  superficie  sferica  di  raggio 
6 , e che  ha  centro  nell’origine,  mentre  la  seconda,  ossia 


Tappresenta  due  piani  condotti  per  l’ asse  delle  y , i quali 
sono  egualmente  inclinati  al  piano  xz  e che  sono  possibili 
soltanto  nell’ ipotesi  di  a > b > c.  Ogni' sistema  di  piani  pa- 
ralleli ad  uno  di  questi  taglierà  l’ellissoide  in  un  cerchio. 

Ad  ogni  altra  superficie  di  2°  grado  , che  sia  tagliata  in 
ellisse  da  un  piano  qualunque,  potremo  applicare  lo  stesso 
ragionamento  per  determinare  la  posizione  dei  piani  che  la 
taglieranno  in  un  cerchio. 


200. 

L iperboloide  semplice. 

Supponiamo  rispetto  alla  superficie  dell’equazione  1 n°  198 
che  la  curva  direttrice  Mi/-  -(-  j\V  -j-  Q = 0 sia  un’  iperbo- 
le , vale  a dire  che  siano  N e Q negativi  ed  M positivo  , 
e che  la  curva’  generatrice  Ha-* -j- K y ==  a sia  un’ellisse. 
Perciò  la  suddetta  equazione  1 si  trasformerà  in 

1.  Lx1  -f-  My*  — Nz*  = Q , 

nel  caso  che  tutte  le  costanti  disegnino  numeri  positivi  , 

HM 

imperocché  essendo  L =*  — , sarà  ancora  L quantità  po- 
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siliva.  Gli  assi  delle  x , y , a saranno  incontrali  nei  punti 


z,  sarà  dunque  immaginaria  , e perciò  questo  asse  è deno- 
minato asse  immaginario  della  superficie.  In  conseguen- 
za rappresentando  x,  , y,  , s,  con  a , b , c l/Hl,  l’equa- 
zione 1 prenderà  la  forma 


Questa  superficie,  come  facilmente  si  riconosce,  sarà  in- 
tersecata da  qualsiasi  piano  condotto  pel  centro  , e quindi 
essa  costituisce  una  figura  continua  , ed  è denominala  iper- 
boloide semplice. 

Se  b = a,  la  superficie  è un’iperboloide  di  rivoluzione, 
generala  dalla  rotazione  dell’  iperbole  c* x"  — fl‘s’  = aV  in- 
torno all’  asse  delle  z. 

Se  la  superficie  è tagliata  da  un  piano 

x = Ay  + Bz  -f-  D , 

in  conseguenza  delle  osservazioni  falle  nel  n°  precedente  sarà 

3.  (LA’-f  M)y*-f  (LB“— N)z*+2LAByz 

-f  2LADy  -f  2LBDz  = Q — 1 J>’ 

la  proiezione  della  curva  d’ intersezione  sul  piano  yz.  Or 
1’  equazione  generale  delle  sezioni  coniche 

ay*  byz  -j-  cz*  -f-  dy  + ez  + h = 0 

rappresenterà  un’  ellisse  , iperbole  o parabola  , secondoclié 
6‘  — iac  rappresenterà  una  quantità  negativa,  positiva  o 
nulla.  Questi  tre  casi  possono  aver  luogo  nella  curva  3,  es- 
sendoché l’ indicala  differenza  si  trova  espressa  da 

— 4 (LMB* — LNA*— MN). 
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E passando  dalla  proiezione  alla  curva  proiellata  , ne  segue 
che  P iperboloide  semplice  potrà  esser  tagliala  da  un  piano 
in  un’ellisse,  iperbole  o parabola. 

Se  il  piano  di  sezione  sia  parallelo  a quello  delle  y,  z 
e nella  disianza  i = ±«,  1’  equazione  2 ci  darà  per  pro- 
iezione della  curva  di  sezione  l’ equazione 

y*  z*  ~ 1) 

-f- — = 0 , ovvero  y =*  ± — z , 

b'*  c*  c 


la  quale  rappresenta  due  rette  che  s’ incontrano  nell’  origi- 
ne , e sono  egualmente  inclinate  all’asse  delle  z.  Queste 
rette  hanno  le  posizioni  degli  assintoti  di  tutte  le  iperbole 
simili  , i cui  piani  sono  paralleli  al  piano  yz.  Laonde  il  pia- 
no x =»  ± « incontra  la  superficie  in  due  rette.  Ciò  vale 
ancora  per  ogni  piano  che  parallellamente  all’asse  delie  z 
sia  condotto  pel  punto  estremo  di  un  diametro  dell' ellisse. 


X*  V* 

~7-+-~=l  , z — 0. 


imperocché  1’ equazione  di  questa  ellisse  può  ridursi  ad  un’e- 
quazione di  stessa  forma  riferita  a diametri  coniugati  , co- 
sicché i piani  condotti  pei  punii  estremi  di  un  diametro 
parallelamente  al  piano  yz , daranno  sezioni  che  si  trove- 
ranno proiettate  in  linee  della  forma 


4. 


y-± 


b 

c 


z. 


L'iperboloide  semplice  potrà  dunque  esser  generata  da  due 
sistemi  di  linee  rette. 

Le  proiezioni  di  queste  rette  sul  piano  yz  si  tagliano  nel 
centro  della  superficie  , e quindi  formano  una  superficie  co- 
nica, denominata  cono  degli  assintoti,  la  cui  equazione 

5.  Lx’  -f  My*  — Nz*  = 0 

si  ottiene  da  ciò  che  l’ equazione  1 può  esistere  insieme  al- 
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!’  equazione  4 soltanto  no!  caso  di  x,  — 0,  g,  = 0»  s.  = 0) 
e quindi  Q = 0. 

201. 


1/  iperboloide  doppia. 


Rimanendo  la  stessa  ellisse  generatrice  del  n"  preeeden- 
le,  supponiamo  clic  Tasse  immaginano  dell’ iperbole  direttri- 
ce cada  in  quello  delle  y.  Le  equazioni  di  queste  due  curve 

= Q,  Hx’  -J-  Rj*  *=  a 

ci  condurranno  allora  all’  equazione 

— Lx*  — My*  + Nz*  = Q, 

ovvero  , scambiando  T asse  delle  x con  quello  delle  s > *1* 
F equazione 

1.  Lx'  — My  * — Nz*  = Q , 


die  rappresenta  T iperboloide  doppia. 

fucsia  superlieie  incontra  gli  assi  coordinati  nei  punti 


x - - 


a , S, 


:|/-1  : 


essa  ha  dunque  nn  sol  asse  reale  e due  immaginarli , i cui 
valori  trasformano  l’equazione  1 io 


2. 


z* 

~ 


1. 


La  superficie  sarà  tagliata  dal  piano  xz  , ossia  dal  piano 
y b 0,  in  una  iperbole,  e del  pari,  in  conseguenza,  da  tul- 
li gli  altri  piani  a questo  paralleli.  Lo  stesso  avrà  luogo  pei 
piani  paralleli  al  piano  xy.  lln  piano  poi  parallelo  a quel- 
lo delle  yz  ed  alla  distanza  x~dzh,  taglierà  la  superficie 
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la  quale  rappresenta  qn’  ellisse , che  è possibile  soltanto  nel- 
. l’ipotesi  di  /i>a.  Quindi  la  superficie  componesi  di  due  e- 
guali  ed  opposte  cellule  , le  quali  da  x = ±a  vanno  e- 
stendendosi  all’  infinito. 

Come  nel  n°  precedente  rispetto  all’  iperboloide  semplice, 
così  ancora  sarà  facile  dimostrare  quanto  all’iperboloide  dop- 
pia che  questa  superficie  potrà  essere  intersecata  da  un  pia- 
no in  una  qualunque  sezione  conica  , e che  ad  essa  appar- 
tiene ancora  un  cono  assintotico  , la  cui  equazione  è 

Lx*  — My*  — Nz*  = 0. 

Le  superficie  dell’ellissoide  ed  iperboloide  risultano,  per 
le  cose  già  dette  , da  un’  ellisse  generatrice.  Ma  se  si  po- 
nesse come  generatrice  un’iperbole,  e come  direttrice  un’el- 
lisse , si  perverrebbe  nuovamente  ad  una  delle  tre  super- 
ficie con  centro. 


202. 

Superitele  del  2°  grado  senza  centro. 

Ritorniamo  sul  n°  197  per  introdurre  nelle  equazioni  3 
e 5 come  curva  direttrice  una  parabola  situata  nel  piano  yz. 
Ìj  equazione  della  parabola  avendo  la  forma  semplice 

My*  sa  Pz  , x = 0 , 

ne  risulterà  dalla  sua  unione  alle  equazioni  4 dello  stesso 
numero 

1'  Lx“-j-  My*=  Pz  , essendo  L = 

& 

Le  superficie  di  questo  genere  non  hanno  centro,  poiché  se 
le  cooidinatc  yt,  z,  di  un  punto  M soddisfano  l’equa- 
KiuniiE  Gkom.  Aral.  50 
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zinne,  il  punto  — xt,  — yt, — z,  non  potrà  giacere  nella 
snpe  rficie. 

Al  contrario  essa  possiede  piani  diametrali  , imperocché 
applicando  all’  equazione  1 F equazione  5 del  n°  198 , ne- 
ris  ulta 

2 Lmx  -f-  2 Mny  = P , 

equazione  che  rappresenta  un  piano  parallelo  all’asse  3. 
Quindi  tutti  i piani  diametrali  e con  ciò  tutti  i diametri 
della  superficie  sono  paralleli  all  asse  delle  z. 

Tagliando  la  superficie  con  un  sistema  di  piani  paralleli 

z = Ax  -f-  By  + D , 

F eliminazione  di  z da  questa  e dall’equazione  1 dimostra 
che  la  forma  della  curva  d’ intersezione  non  si  altera  col 
variare  di  D,  dimodoché  la  conseguenza,  tratta  nel  n“  198 
da  questa  proprietà  delle  sezioni  parallele,  vaierà  ancora  per 
le  superficie  del  2°  grado  senza  centro,  e che  perciò  que- 
ste superficie  sono  tagliate  da  piani  paralleli  in  curve  simili 
e similmente  poste. 

La  generatrice  della  superficie  1 potrà  essere  un’  ellisse 
od  anche  un’  iperbole.  Nel  primo  caso  sarà 

2.  Lx*-f  My'=  Pz 

1’  equazione  della  superficie,  L,  M,  P indicando  numeri  po- 
sitivi. Questa  superficie  nomasi  paraboloide  ellittica. 
Nel  secondo  caso  indicando  K un  numero  negalivo  nell’e- 
quazione Kt/’=  a della  generatrice,  P equazione  della 

superficie  sarà 

- Lx*+  My’=  Pz  , 

ovvero  , scambiando  gli  assi  delle  x ed  y , 

3.  Lx*—  My“=  Pz  , 

e la  superficie  prenderà  il  nome  di  paraboloide  ipe** 
boi  ica . 


Digitized  by  Google 


— 787  — 


203. 

Paraboloide  elilinea. 

La  superfìcie 

1.  Lx*+My'=Pz 
è intersecata  dal  piano  xz  nella  curva 

y — 0 , Lx’=  Pz , 

vale  a dire  in  una  parabola  ; ed  egualmente  nella  parabola 
x = 0 , My'—  Pz 

p 

10  sarà  dal  piano  yz  : ed  essa  superficie,  ponendovi  = q , 

p 

— «ea  p , potrà  essere  rappresentata  dall’  equazione  più  sem- 
plice 

2.  px*+  qy*=  pq*- 

Dal  piano 

* = Ay  + Bz  -f  D 

la  superficie  1 sarà  tagliala  in  una  curva,  la  cui  proiezione 
sul  piano  yz  sarà 

3.  (LA* -f-  M)  y*+  LBV  -f  2L  AByz  + 2LADy 

-f  (2LBD  — P)z  + LD’ = 0. 

E se  le  osservazioni  fatte  sull’  equazione  3 del  n"  200  per 
conoscere  la  natura  della  curva  , siano  applicate  a questa 
equazione  3,  si  avrà  per  l’indicato  binomio/»* — 4ac  il  va- 
lore 

— 4 LMB* , 

11  quale  dimostra  che  la  curva  d’intersezione  è un’ellisse, 
ma  non  già  un’  iperbole,  finché  B è diversa  da  zero,  e sarà 
poi  una  parabola  nell’ipotesi  di  B = 0.  In  quesl’ultirao  caso 
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1’  equazione 

x = Ay  + D 

dimostra  esser  il  piano  parallelo  all’  asse  delle  a.  Quindi  o- 
gni  piano  parallelo  all’  asse  delle  a taglierà  la  paraboloide 
ellittica  in  una  parabola. 

204. 

Paraboloide  Iperbolica. 

La  superficie 

1.  Lx’—  My*=  Pz 

egualmente  cbe  la  paraboloide  ellittica  , dà  sezioni  parabo- 
liche coi  piani  ara  ed  yz  , come  dimostrano  le  equazioni 

y = 0 , Lx*=  Pz 
x = 0,  My*=  — Pz, 

Gli  assi  di  queste  parabole  si  confondono  con  quello  delle 
z;  ma  se  le  ascisse  dell’ una  sono  positive,  quelle  dell’ al- 

p p 

tra  saranno  negative.  Ponendo  — ==  q , — «=  p,  l’equazione 
1 prende  la  forma 

2-  px*  — -qy®  = pqz. 

Tagliando  la  superficie  con  un'  piano 
x — Ay  -|-  -j-  D , 

avremo  la  proiezione  della  curva  d’ intersezione  dall’  equa- 
zione 8 del  n°  precedente,  scambiandovi  M con  — M.  Don- 
de segue  che 

b*  — 4ac  = + 4LMB* 

resterà  sempre  quantità  positiva  , dimodoché  in  generale  la 
sezione  è un  iperbole , la  quale  si  trasforma  in  parabola  , 
quando  B «0,  vale  a dire  quando  il  piano  segante  è pa- 
rallelo all’  asse  delle  s. 
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Toicliè  in  fine  por  Z = 0 1’ equazione  2 ci  mena  alla  re- 
lazione 


così  la  superficie  sarà  tagliata  dal  piano  xy  secondo  due  ret- 
te egualmente  inclinate  all’asse  delle  y.  Queste  rette  sono 
proiezioni  di  tutti  gli  assinloti  delle  iperbole  , secondo  le 
quali  la  superficie  è intersecala  da  piani  paralleli  al  piano 
xy.  Per  ogni  coppia  di  piani  a =>  ± /i , le  iperbole  sono 
coniugate  , essendoché  1’  asse  eh’  è reale  per  a =»  -{-  h di- 
viene immaginario  pers  = — h. 

Se  la  superficie  fosse  riferita  ad  un  sistema  di  coordina- 
te obbljque  , e la  sua  equazione  ridotta  alla  fonila  dell’  e- 
quazionc  1 , il  piano  xy  continuerebbe  a tagliare  la  super- 
ficie in  una  coppia  di  rette. 

205. 

Superficie  conoidali. 

Queste  superficie  risultano  dal  moto  di  una  retta,  la  qua- 
le su  due  direttrici,  una  delle  quali  è pur  linea  retta,  scor- 
re in  modo  da  rimaner  sempre  parallela  ad  un  piano  (pia- 
no direttore).  La  superficie  cosi  generata  è storta.  Impe- 
rocché se  G e G,  dinotino  due  posizioni  prossime  della 
generatrice,  s ed  »,  le  ascisse  determinate  sulle  direttrici, 
e sia  s quella  della  direttrice  curvilinea  , la  tangente  alla 
curva  tra  G e G,  avrà  la  direzione  dell’  arco  ».  Or  se  que- 
sta tangente  fosse  in  un  medesimo  piano  colla  direttrice  ret- 
tilinea , la  generatrice  descriverebbe  una  superficie  piana. 

Or  sia  xy  il  piano  a cui  debba  rimaner  parallela  la  ge- 
neratrice. A questa  in  conseguenza  converranno  le  equa- 
zioni 

1.  z=*/2,  y**ax  + >, 
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in  cui  a , /3  , 7 rappresentano  quantità  variabili.  Ponendo 
inoltre  nel  punto  d’incontro  della  direttrice  rettilinea  col 
piano  direttore  P origine  delle  coordinate , saranno  le  diret- 
trici rappresentate  dalle  equazioni 

2.  x = mz , y = nz 

3.  F(x,  y,  z)  = 0 , F,(x,  y,  z)  = 0. 

Or  perchè  la  retta  1 incontri  la  retta  2,  dovrà  tra  a,  fi,  7 
aver  luogo  la  relazione 

4.  n/3  =a  ma/3  -f-  7 » 

per  mezzo  della  quale  potrà  determinarsi  nna  delle  varia- 
bili , la  y per  esempio  , e così  le  equazioni  1 della  gene- 
ratrice si  trasformeranno  in 

5.  z = /3  , y — ny3  = a(x  — m/3). 

Rimane  tuttavia  ad  esprimere  che  la  generatrice  taglia  co- 
stantemente la  curva  3,  vale  a dire  che  dalle  quattro  equa- 
zioni 3 e 3 deve  risultare  tra  a e /3  una  relazione 

6.  J2  = ©(a)  , 

dalla  quale  , introducendovi  i volori  di  a e /3  tolti  dalle  e- 
qu  azioni  5 , si  avrà 


La  conoide  si  dice  retta,  quando  la  direttrice  rettilinea 
è perpendicolare  al  piano  direttore  ; e poiché  questo  nella 
nostra  ipotesi  si  confonde  col  piano  xy,  così  la  suindicata 
retta  coinciderà  coll’asse  delle  3.  Quindi  basterà  nell’equa- 
zione 7 porre  m = 0 ed  n = 0 , per  ottenere  1’  equazione 
della  conoide  retta 


La  funzione  ? dell’  equazione  7 dipende  dalla  natura  del 
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la  curva  direttrice  3.  E per  eliminare  <?  , basterà , come  si 
è veduto  nei  n1  192,  194,  196,  differenziare  parzialmente 
l’ equazione  7 rispetto  ad  x ed  y , e poi  eliminare  <?'.  Ne 
risulterà 

9.  p (x  — - mz)  -f  q (y  — nz)  = 0 , 

e nel  caso  che  la  direttrice  rettilinea  coincida  coll’  asse  delle  z, 

10.  px  + qy  = 0. 

Nei  citati  numeri  si  trova  ancora  indicata  la  via  per  la  quale 
si  perverrebbe  alla  linea  di  contatto  con  una  data  super- 
ficie L (x,  y,  z)  = 0,  se  in  vece  della  curva  3 fosse  data 
questa  superficie  a cui  la  conoide  dovesse  esser  tangente. 

Enemplo  1.  La  conoide  dell'anulare  volta  a croce 
risulta  da  una  retta  orizzontale , che  appoggiasi  alla  verti- 
cale AZ  (Fig.  40)  ed  all’  ellisse  BCB, , il  cui  centro  giace 
nell’  AX  ed  i cui  semiassi  DB  = b DC  = c stanno  paralleli 
agli  assi  delle  y e a.  In  conseguenza  ponendo  AD  = a,  le  e- 
quazioni  di  questa  ellisse  saranno 


le  quali  unite  alle  equazioni  della  generatrice  , 
z = d , y = ax  , 

danno  mercè  l’eliminazione  di  xt  y,  z,  la  relazione  tra  a 
e $ 


**  , 0*  _ i 


dalla  quale  coll’aiuto  delle  equazioni  della  generatrice,  si 
ottiene  quella  della  superficie 

a’c’y*  = bV(c*  — z*). 


Tagliando  questa  superficie  con  piani  paralleli  al  piano  ys, 
per  esempio  x = h,  si  hanno  ellissi,  il  cui  semiasse  paral- 
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lelo  a quello  delle  s lia  il  costante  valore  e , e che  si  tras- 
formano in  cerchio  per  x = ± I piani  poi  paralleli 

ad  xz  tagliano  la  superfìcie  in  curve  del  4°  grado,  che  han- 
no due  assintoti  paralleli  all’  asse  delle  x nella  distanza 
s = ±c. 

Esemplo  2.  Sia  direttrice  l'elica  dell’equazione  5 n°  189 
x = rcosnz  , y = rsennz  ; 
da  queste  c dalle  equazioni  della  generatrice , 
z = fi  , y = ax  , 
ne  risulta  la  condizione 

a = tgn/3; 

quindi  si  ha  l’equazione  della  superficie  della  vite 
y = xtgnz, 

la  quale  coincide  coll' equazione  6 del  n°  189.  • 

Questa  equazione  appartiene  alla  superficie  della  chioc- 
ciola quadrangolare.  Quella  della  chiocciola  triangolare  non 
è una  conoide,  poiché  la  generatrice  non  rimane  parallela 
a verun  piano , ma  forma  coll’  asse  un  angolo  costante 

&<-£-•  Le  equazioni  di  questa  retta  sono 

tgk 

y — ax,  x = — z-f>  , 

V t -j-a' 

1’  ultima  delle  quali  risulta  evidentemente  da  ciò  che  la  ret- 
la  incontra  l’ asse  delle  3 sotto  1’  angolo  costante  k.  Or  le 
equazioni  dell’  elica,  qual  intersezione  della  superficie,  sono 

x‘  + y*  = r’  , tgnz  ; 

quindi  risulla  la  condizione 
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a = tg  |n 


r — 7 V 1 -f-  a* 
tgk 


donde  poi  coll'aiuto  dell’equazione  della  generatrice  si  ottiene 
n(r4-ztpk  — l/i'-t-y*) 


y =*  *:  tg  - 


Ijrk 


Ponendovi  k 
drangolare. 


r 

1 


si  avrà  l’ equazione  della  chiocciola  qua- 


206 


Superficie  rettilinee. 

Eccetto  la  conoide,  tutte  le  altre  superficie  finora  conside- 
rate non  hanno  che  una  sola  direttrice  di  natura  variabi- 
le; quindi  l’equazione  /3  = p(a)  contiene  una  sola  funzione 
arbitraria,  dalla  quale  l’equazione  può  rendersi  indipendente 
mercè  derivate  parziali  di  primo  ordine.  Ma  se  la  genera- 
trice appoggiasi  a più  direttrici,  1’  equazione  della  superficie 
conterrà  più  funzioni  arbitrarie,  e P equazione  con  differen- 
ziali parziali  salirà  ad  un  grado  più  elevato,  il  quale  supe- 
ra in  generale  il  numero  delle  funzioni  arbitrarie.  Imperoc- 
ché differenziando  per  esempio  due  volte  un’  equazione  con 
due  funzioni  <p  e 4^  si  avranno  in  tutto  sei  equazioni , le 
quali  non  basteranno  per  eliminare  le  sei  funzioni  che  vi 
si  contengono,  <p , <?' , ©" , 4-,  4/,  4/",  se  l’equazione  pri- 
mitiva , qual’  è appunto  il  caso  delle  superficie  rettilinee  , 
non  renda  possibile  un’  eliminazione. 

Una  retta  scorre  su  due  direttrici  L ed  L„  men- 
tre essa  rimane  parallela  ad  un  piano.  Questa  super- 
ficie, a cui  appartengono  la  conoide  e la  paraboloide  iper- 
bolica , evidentemente  è superficie  storta.  Or  supponendo  la 
generatrice  parallela  al  piano  xy,  le  sue  equazioni  saranno 

1.  z = a,y  = /3x+>; 
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c poiché  questa  generatrice  deve  scorrere  sulle  due  diret- 
trici L ed  L, , nc  risulteranno  le  due  equazioni  di  condi- 
ziono 

2.  «>(a>  A 7)  = 0 > ▼(«!  A Ì)  = 0 > 0?ver0 

3.  /3  = ?(«)  » 7 = 'f'(a)- 

Quindi  eliminando  le  variabili  a,  /3,  y tra  le  quattro  equa- 
zioni 1 e 2 , o 1 e 3 , si  avrà  L equazione  generale  della 
famiglia  di  queste  superficie 

4.  y — *?(z)  4-  4<z). 

Or  perché  da  questa  si  ottenga  1 equazione  differenziale  par- 
ziale , si  differenzierà  prima  rispetto  ad  x , indi  rispetto  ad 
y ; ed  in  questo  modo  si  avrà 

0 = <j,z  -f  xp?'z  + p^'z 
1 = xqy'z  -j-  q^'z , 


ovvero , dividendo , 

P — — q?z- 

Ne  sono  interamente  sparite  le  funzioni  vf/,  fa  d’uo- 
po , in  conseguenza , del  differenziale  del  2'  ordine  per  e- 
1 ini  inare  la  rimanente  funzione  9.  Or  si  ponga,  come  d’ or- 
dinario , 

d’z  _ d’r.  _ «t’z  _ f 

— T 5 didT- s ’ «'y*  ~ 1 ’ 

e si  differenza  Fultima  equazione  rispetto  ad  x ed  5,  si  avrà 


qr — ns  , qs — pi 

= — p?z,  


q?z 


q‘  * ' ' q 

c dividendo  nc  risulterà  1’  equazione  generale 

5.  q’r  — 2pqs  -f-  p*t  = 0. 


Esempio.  Una  retta  parallelamente  ai  piano  xy  muovesi 
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sull’  ellisse 


e sul  cerchio  x = k , x*=  e*. 

Dall’  unione  di  questo  equazioni  con  quelle  della  retta, 
z = a.  , y = lix  -f-  >, 
si  ottengono  le  due  relazioni 

■(/3hjr— + 3-— 1 , (/3k+>)‘-f  «*=c*. 

i)  c 

Or  per  abbassare  le  potenze  superiori  eliminiamo  primiera- 
mente dalle  quattro  ultime  equazioni  a e fi  , ed  avremo 

/2(h— x)  -f  y = Ve'—  x*,  /3(k — x)-f  y=  ±1/ c’— z\ 

ovvero  , eliminando  & , 

6.  (h  — x)(y±l/c* — z’  = (k  — x)(y  ^z-^-Vc'—z'). 

Dando  al  radicale  nei  due  membri  uno  stesso  segno  , si 
viene  a determinare  che  la  retta  generatrice  incontra  due 
punti  della  curva  direttrice,  i quali  stanno  dal  medesimo 
lato  del  piano  xz,  stantechè  queste  radici  dinotano  le  or- 
dinate y degl' indicali  punti.  In  questo  caso  l’ equazione  della 
curva  si  trasforma  in 

(h  — k)  cy  = [(b  — c)  x -f-  eh  — bk]l/ c* — z*  ’ 

che  rappresenta  la  conoide  dell’ esempio  1 del  n°  precedente; 
imperocché  tutte  le  generatrici  incontrano  il  piano  xz  in 
una  verticale , che  giace  fuori  i piani  delle  curve. 

Se  poi  i radicali  dell’  equazione  6 si  prendono  con  segni 
diversi , ne  risulterà  ancora  una  conoide,  ma  la  retta  , se- 
condo la  quale  sarà  intersecato  il  piano  xz  , giacerà  tra  * 
piani  delle  curve. 
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207. 

Continuazione. 

Se  una  retta  scorra  su  Ire  curve  direttrici  L,  L„  L,,  la 
superficie  prodotta  sarà  determinata  e storta,  come  sarà 
facile  a dimostrarsi.  La  generatrice  , che  non  deve  soddis- 
fare ad  altra  condizione  che  a quella  di  essere  una  linea 
retta , sarà  rappresentala  dalle  equazioni 

1-  x = ca-\-y  , y = /3z  -f  s , 

nello  quali  « , fi  , > , 3 dinotano  quattro  parametri  varia- 
bili. Or  dal  dover  essa  scorrere  su  ciascuna  delle  tre  curve 
E,  L,,  L,  ne  risultano  tra  i parametri  tre  equazioni  di  con- 
dizione , riducibili  alle  forme 

2.  fi  = <p  (a)  , y = 4,  (a)  , 3 = % (a). 

Eliminando  i quattro  parametri  dalle  cinque  equazioni  l e 2, 
si  avrà  l’ equazione  della  superficie.  Le  equazioni  1 ci  danno 
immediatamente 

3.  X = oz-|-  + (o)  , y =<p  (a).z  + % (a)  , 

dalle  quali  potrà  sparire  a,  quando  siano  date  le  equazioni 
delle  tre  direttrici. 

L'equazione  con  differenziali  parziali,  che  libera  da  a e 
dalle  funzioni  <p , \L> , % rappresenta  la  superficie  , elevasi 
al  terzo  grado. 

Esempio.  Su  gli  opposti  lati  di  un  parallelogrammo  o- 
rizzontale  siano  descritti  due  cerchi  verticali  , ed  una  retta 
debba  scorrere  su  questi  cerchi  in  modo  da  tagliare  nel  tem- 
po stesso  un’  altra  retta  che  dal  centro  A del  parallelogram- 
mo è menata  pcrpeudicolarmente  ai  piani  dei  semicerchi. 
Prendendo  questa  retta  per  asse  delle  y , e gli  altri  due  assi 
perpendicolarmente  ad  essa  vadano  condotti  pel  punto  A , sa- 
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ranno  equazioni  delle  tre  direttrici 
x = 0 , z «ss  0 
y « — b , (x  — a)*+  z*=  r* 

7 = 4-  b (*  + ■)’+*’  — r‘- 

Or  dando  alle  equazioni  della  retta  generatrice  la  forma 

4.  . x = a (y  — fi)  , z — > (y  — 0)  , 

queste  indicheranno  in  pari  tempo  che  la  retta  taglia  l’asse 
delle  y.  Qual  condizione  poi  che  la  retta  incontri  i due  cer- 
chi , si  hanno  le  relazioni 

5.  [a  (b  + ff)  + a]*+  y'  (b  + &)'=  r* 

6.  [a  (b  - /3)  + a]’+  y\b  - J0)*=  r*, 

donde  , per  sottrazione  , 

/3  (ba*-{-  aat  -f-  b>*)  = 0. 

Questa  equazione  è soddisfatta  dalle  due  condizioni 

/3  = 0 , bx*+  a*  + b>“=  0. 

La  prima  condizione,  /3i=0,  esprimo  che  la  retta  passa 
sempre  per  1’  origine , ed  in  conseguenza  descrive  una  su- 
perficie conica,  mentre  scorre  sul  lato  superiore  di  uno  dei 
cerchi  e sull'  inferiore  dell’  altro.  L’  equazione  di  questa  su- 
perfìcie conica  obbliqua  risulta  dalle  equazioni  4,  5,  6 colla 
condizione  /3  = 0. 

La  seconda  equazione 

7.  ba*+  act  + b>*==  0 

congiunta  all’  equazione  5 per  eliminare  y , ci  dà  la  relazione 

8.  (b* — /3*)  aa  = b (r* — a*)  ; 

cosicché  si  ha  lo  stesso  risultamento  , che  si  sarebbe  otte- 
nuto eliminando  a , /3  , y dalle  equazioni  4 , 7 ed  8.  Or 
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prendendo  i valori  di  a e > dalie  equazioni  4 ed  inlrodu 
condoli  nell’  equazione  7 , si  ottiene 


b(x*-4-z*) 

ttX 


ax" 


i quali  valori  uniti  all’equazione  8 danno 

9.  [axy  ± b(x*-K)J*  = bVx‘  + b*  (r’-a’)z’. 

La  superficie  ha  dunque  un  centro  e propriamente  nell’ori- 
gine , ed  il  piano  xy  è un  piano  diametrale. 

Le  proiezioni  delle  generatrici  nel  piano  xy  formano  col- 
le loro  intersezioni  una  curva,  la  quale  inviluppa  tutte 
queste  rette.  L’ equazione  di  questa  curva  si  ottiene  dall’e- 
quazione 

x = a(y— £)  , 
la  quale  unita  all’  altra  : 

(b*— /S*)aa  = b(r*— a*)  , 

concede  1’ eliminazione  di  una  delle  variabili  a e / 3.  Eliini- 

l 

nando  a si  ha  la  proiezione  della  retta  mobile 


10. 


y — 0 


a(b”  — 

— a‘) 


Or  se,  in  conseguenza  del  n°  179,  si  differenza  questa  equa- 
zione rispetto  a /3  , c dalla  relazione  che  ne  risulta  si  eli- 
mini coll’  aiuto  dell'  equazione  10  la  variabile  /3  , si  otterrà 


ab 


xy  + 


(r* — a*)* 


4aJ 


= 0 


vale  a dire  l’equazione  dell’ iperbole  , di  cui  un  assinloto 
coincide  coll’asse  delle  y. 
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C.  Proprietà  generali  delle  curve. 

208. 

V.a  tangente  c«l  11  piano  normale. 

La  tangente  di  una  curva  C,  siane  semplice  o doppia  la 
curvatura,  si  proietterà  sulla  tangente  alla  proiezione  della 
curva  C,  poiché  la  tangente  e la  sua  proiezione  non  sono 
che  limiti  della  secante  e proiezione  di  essa  (Vedi  n°  168). 
Quindi  se  la  curva  C sia  nota  per  le  sue  proiezioni 

x = ?z  , y *=  4*  » 

la  tangente  ad  essa  nel  punto  x , y , z sarà  rappresentata 
dalle  equazioni 

x«—  * — *^(z.~  z)>  y. — y (zi — z)  » 

ovvero  x,  — x = — (z,  — z),  y,  — y (Zi  — Z)  , 

xt , yt , 3,  dinotando  le  sue  coordinate  correnti. 

Ma  se  la  curva  C non  sia  data  per  mezzo  delle  sue  pro- 
iezioni , ma  dell’  intersezione  delle  due  superfìcie 

2.  F(x,  y,  z)  = 0 , F,(x,  y,  z)  = 0 ; 

allora  supporremo  che  la  segante  alla  curva,  menata  dal  pun- 
to x,  y,  z al  punto  x -f-  Aar,  y -j-  Ay,  a-f-As,  faccia  co- 
gli assi  delle  x,  y,  z gli  angoli  a,  y.  Indicando  per  bre- 

vita  con  A s la  quantità  (Axa  -f-  Ay“  -f-  Az*)1* , avremo  pel 
n“  183  rispetto  agli  angoli  a,  /3,  y le  equazioni 

Av  „ Ay  Az 

cosa  => , cos/3  = — — , cosa  = — — , 

Jks  As  ' As 
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quindi 

cosa 

cos  /?• 

cos<> 

Ai 

~ Ay 

Ai 

Ma  »!  indichiamo  con 
della  corda , troveremo 

x,  , y,  , 
ancora 

a, , le  coordinate 
le  relazioni 

_ y.— y 

_ 2,—  T 

cos  a 

cos/3 

cos^  ’ 

e perciò 

Xt— X 

y.— y 

2,-2 

Ax 

Ay 

* 

Or  se  il  punto  x-\-Ax , y-\-Ay,  z-f-Az  si  avvicini  al  pun- 
to x,  y,  z fino  a toccarlo,  la  segante  diverrà  tangente,  ed 
indicando  con  *„  y,,  a,  le  sue  coordinate  correnti  e con 
a,  A y gli  angoli  che  esse  formano  cogli  assi , per  deter- 
minarne la  posizione  si  avranno  dalle  equazioni  precendenti 
le  relazioni 


3. 


cosa  1 


dx 

ds 


n dy  dz 

cos/3  = , cosa  — — , 

ds  ' ds  ’ 


supponendo  ds  = (dx*  + dy’  -f  dz*)  * , 


4. 

5. 
G. 


cosa  cos/3 

dx  dy 

y.-y 


cos  a 

*«  — * 
dx 


cosp 

y«— y 


cosy 
dz  * 

bzzL 

cos> 
z,  — z 


dy 


dz 


1 valori  di  dar,  dy , da  dovranno  prendersi  dalle  equazioni 
2.  Or  essendo 


7. 

8. 


dF  , , dF  , , dF 

~dx  + i7dy  + 'drdzs=0’ 


dy 

dF-  i i dF«  .. 


dF, 


dz 


dz  BBS  0 , 


si  avranno  dalle  equazioni  4 le  due  relazioni 
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dF  . dF  „ - dF 

- — cosa  4-  ——  cos  p 4 — — cos > 
dx  ' dy  dz 

. _ dF,  , dF,  , dF, 

10.  Lcosa  + -i — cos/3  4 — — cos> 

di  1 dy  1 dz 

le  quali  conginntc  alla  nota  equazione 

cos’ a -f-  cos*  0 -4*  cos’t-  = 1 , 


0, 

0, 


faranno  determinare  gli  angoli  a,  0,  y che  la  tangente  for- 
ma  cogli  assi  coordinali. 

* Finalmente  dalle  equazioni  5,  9,  10  si  hanno  le  relazioni 


Il  / V I , x dF  , dF 

n.  (x,-x)--  +(yl_y)_--f-(Zi_z)lr  = 0, 

(x*“x)-di  +(y-y)-^  + ^-z)-dr=0’ 


le  quali  , come  in  segnilo  apprenderemo , rappresentano  i 
piani  tangenti  le  superficie  2 nel  punto  x,  y,  z mentre  xlt 
y,  , z,  , ne  dinotano  le  coordinate  correnti. 

La  curva  C ha  in  ogni  suo  punto  x,  y , a una  sola  tan- 
gente , ma  infinite  normali  che  giacciono  nel  piano  menato 
perpendicolarmente  alla  tangente.  Questo  piano  dicesi  piano 
normale,  e la  sua  equazione  è della  forma 

(x,  — *) A + (y,  — y)B  + (z,  — z)C  = 0 , 

a:,,  Vtì  st,  indicando  le  coordinate  correnti  del  piano.  E poi- 
ché attesa  la  sua  posizione  rettangolare  rispetto  alla  tangente 
si  ha  pel  n°  186 

A dx  _B dy 

T dT’  T dz  ’ 

cosi  l’equazione  del  piano  normale  sarà 


1 2.  (x  — x)  dx  -f  (y, — y)  dy  -f-  (z,—  z)  dz  « 0. 

Esempio  f . Sia  da  cercarsi  la  tangente  alla  curva  risul- 
tante dall’  intersezione  del  cono  retto  a base  circolare 
Fiume  Geom.  Akal. 
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, x*4-  y*=  a*z‘ 

* V 

col  piano  Ax  4-  By  + Cz  + D = 0. 

Dalle  equazioni  10  ed  11  avremo  per  la  determinazione  della 
tangente 

(*,—  x)  x 4-  (y. — y)  y = a*(z,—  z)  z , 

(*.—  x)  A -f  (y,—  y)  B + (z,-—  z)  C= 0 , 

ovvero  , riduccndo , 

xx.4-  yy,=  a*zz, , Ax,+  Byt-f  f.z,4-  D = 0 ; 

in  conseguenza  due  piani , il  primo  dei  quali  passa  per  l’o- 
rigine e (vedi  n°  193)  per  una  generatrice  della  superficie 
conica  , ed  il  secondo  coincide  col  piano  della  curva. 

Per  ottenere  il  piano  normale  si  prenderanno  i valori  di 
dx  e dy  dalle  equazioni  differenziali  della  curva , e questi 
valori , cioè 

AaV.+Cx  , BaV.-fCy  , 

J>~ * 

s’introdurranno  nell'equazione  12,  la  quale  dietro  tutte  le 
riduzioni  darà 

c(xy  — x,y)+  (Ay—  Bx,)a*z-f  (Ay— Z— a’z)  = 0. 

Esempio  2.  L’elica  cilindrica,  secondo  1’ esempio  2 del 
n 189  , è rappresentata  dalle  due  equazioni 


**+  y’=  r* 


<g — > 
ar 


a coi  potranno  sostituirsi  le  tre  altre 

x = rcosy  , y = rsenp  , z = aro  , 

a indicando  la  tangente  trigonometrica  dell’  angolo  clic  la 
tangente  alla  curva  forma  colla  generatrice  della  superficie 
cilindrica.  In  conseguenza  delle  equazioni  5 si  avrà  per  la 
tangente  alla  jjurva  : 
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*.—*  ^ y.— y = «>— « 

sen<p  C0S9  a * 

n dall'  equazione  12  risulterà  il  piano  normale 

(xt—  x)  sen  <?  — (y  — y)  cos  ? — a(z, — z)  = 0. 

209. 

Plano  e cerchio  di  curvatura. 

Ogni*  piano  , clic  passa  per  la  tangente  ad  una  curva  , di- 
cesi piano  tangente  di  essa.  Se  questo  piano  contenga 
le  tangenti  di  due  punti  prossimi  ar  , y , s ed  x + da:  , 
y 4-  dy  » 3 4-  àz  , la  sua  posizione  sarà  definita  , ed  allora 
si  dirà  piano  di  curvatura  o piano  di  osculazione 
della  curva. 

Or  sia 

1.  X (x,—  x)  + Y (y—  y)  -f  Z (zx—  z)  = 0 
F equazione  del  piano  di  curvatura  della  curva 

2.  F (x  , y , z)  = 0 , F,(x  , y , z)  = 0 , 

or, , y, , z,  disegnando  le  coordinate  correnti  del  piano.  Il 
quale  essendo  in  conseguenza  della  sua  definizione  piano 
tangentu  della  curva  nei  punti 

x , y , z ed  x -f  dx  , J'  + dY  > t + dz  > 

risulterà  nel  tempo  stesso  dall’  equazione  1 la  relazione 

3.  X dx  + Y dy  + Z dz  = 0. 

Or  dall’ equazioni  1 e 3 non  potendosi  eliminare  che  due 
dei  ire  coefficienti  indeterminati  X , Y , Z , ne  segue  che 
questo  piano  tangente  ad  un  punto  definito  x , y , z , può 
prendere  infinite  posizioni  diverse.  Ma  il  piano  di  curvatura 
ha  comuni  colla  curva  due  elementi  di  essa  , vale  a dire 

tre  punti  consecutivi  , c come  tale  è tra  tutti  i piani 

* 
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tangenti  quello  che  più  intimamente  tocca  la  curva.  Quindi 
le  equazioni  1 e 3 vaieranno  per  questo  piano , quando  in 
esse  ad  x , y , z si  sostituiscano  x dx  , y -\-dy , e-f  dz  ; 
dimodoché  si  avrà 

4.  X d*x  4-  Y d’y  + Z d*z  = 0 

Or  dalle  equazioni  1 , 3 c 4 si  avranno  dei  coefficienti 
X , Y , Z i valori 

5.  X = dyd*z  — dzd’y  , 

Y = dzd'x  — dxd’z  , 

Z ==  dx  d’y  — dy  d'x. 

Secondo  1’  equazione  12  del  n°  precedente  il  piano  nor- 
male nel  punto  x , y , z ha  per  equazione 

6.  (x,— x)  dx  + (y,— y)  dy  + (z,— z)  dz  = 0. 

Ma  l’equazione  del  piano  normale  al  punto  x-\-dx,y-\-dyy 
z-\-dz  si  ottiene  aggiungendo  all’ equazione  6 il  suo  diffe- 
renziale rispetto  a tutte  le  variabili  ; quindi  per  l’ interse- 
zione di  questi  due  piani  si  avrà  oltre  l’ equazione  6 anche 
l’ equazione 

7.  (x,— x)  d'x  -f  (y,— y)  d*y  + (z,— z)  d’z  = 0. 

Indicando  inoltre  con  xt  , y,  , z,  il  punto  in  cui  s’ in- 
contrano i tre  piani  1 , 6 e 7 , si  avranno  dalle  dette  equa- 
zioni le  coordinate  xt  — x , y, — y , z, — z,  moltiplican- 
do le  equazioqi  6 e 7 pei  coefficienti  indeterminati  m ed  n, 
e poi  aggiungendole  all’equazione  1 : in  questo  modo  si  avrà 

8.  (X  + radx  4 n d*x)(x,  — x)  + (Y  4 mdy  + n d*y)(y,  -y) 

4-  (Z4>ndz4nd  z)(z,  — z)  — nds*  = 0 , 

ponendo  ds*  = dx1  4 dy*  4 dz*. 

Dall’equazione  8 si  avrà  ciascuna  delle  tre  coordinate,  pa- 
reggiando a zero  i fattori  delle  altre  due  a fine  di  deter- 
minare m ed  n.  Cosi  per  3,  — z si  ha 
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X -f-  mdx  + nd*x  = 0 , Y -{-  mdy  -f-  nd’y  =»  0 , 

. X«ly  — Ydx  Yd*x  — Xd*y 

quindi  n =—— -,  m =«  — — , 

dxd  y — dyd'x  dxd*y  — dyd  x 

ovvero , considerando  la  terza  delle  equazioni  5 , 

Xdy  — Y dx  Y d*x  — X d*y 

n , m = 

Z ’ z 

Con  ciò  l’equazione  8 si  trasforma  in 

(Z‘-f  Yd’xdz  — Xd*ydz+XdydJz  — Ydxd*z)(zI  — z) 

= ds*  (Xdy — Ydx)  , 

ovvero  , avendo  in  considerazione  le  equazioni  5 , 

Xdy— Ydx 


9. 


z.  — z =- 


ds1. 


X*  + Y*  + Z‘ 

Per  analogia  o per  semplice  scambio  si  avranno  similmente 

Zdx  — Xdz 


y«  — r 


ds* 


X'  + Y'+Z* 

V _ T — Ydt~ Zdy 

1 X*+Y‘  + Z‘ 

Il  suddetto  punto  ar,  , yl  , 3,  è centro  di  un  cerchio  che 
ha  comuni  colla  curva  tre  punti  consecutivi , ossia  due  ele- 
menti lineari.  Questi  due  elementi  fissano  esattamente  la 
posizione  del  piano  in  cui  giace  il  cerchio  ; il  quale  dice- 
si cerchio  di  curvatura  o di  osculazione  della  curva. 
11  suo  raggio  p è dato  dall’  equazione 

10.  P*  = (x,-x)*  + (y,-y)*  + (Z.-Z)* , 
ovvero,  avendo  riguardo  alle  equazioni  9 e 3,  dall’equazione 

, , ds* 

11.  p = ± —• 

(X*+ Y'+Z*)1* 

L’equazione  10  prende  un’altra  forma,  quando  si  con- 
sidera clic 
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Xdy  — Ydx  = d,z(dxs,-f-dy’)  — dz(dxd'x4-dyd’y) , 

ovvero,  introducendo  in  quest’  ultima  ds’ssihr'-f-tiy’-f-i/a* 
ed  il  suo  differenziale 

dsd*s  = dxd*x  + dyd’y  + dzd'z  , 

Xdy  — Ydx  = d’z  (ds*— dz*)  — dz  (dsd’s— d/.d*z)  , 


vale  a dire 


Xdy  — Y dx  = ds’d  — ■ 
J ds 


Quindi  dall’  equazione  1 1 e dalla  prima  9 si  ha  la  relazione 

. dz 


ds 


ds 


e similmente  rispetto  ad  y,  — y ed  x,  — x 


y.  — y=p 


dy  , di 

d , d — 

ds  ds 

às“  » x,  — X = P*  J-  ; 


dimodoché  per  mezzo  di  questi  valori  si  avrà  dall’  equazio- 
ne IO 

7-±04f+s4r+i4ì?:js' 

Se  in  fine  si  dinotino  con  X , ju , y gli  angoli  che  il  rag- 
gio di  curvatura  forma  cogli  assi  coordinati  , si  avrà 


cos  X * 
ovvero 


x,  — i 


COS  fi- 


y.— y 


COS  V : 


7.,—Z 


d-j— 

ds 

12.  co9X=7t:/5 — — ,cosp=a  -r-p- 


_rfy 

ds 


ds 


-,  COSV  = 


d^ 

ds 

ds 


210. 


Gli  archi  delle  curve. 

V espressione  adoperala  nei  due  n:  precedenti 
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ds*  =»  dx*  + dy*  -f-  dz* 

appartiene  al  differenziale  ds  dell’arco  s di  una  curva  a 
doppia  curvatura.  Imperocché  indicando  con 

x , y , z ed  x-f  Ax,  y + -Ay  , z + Az 

le  coordinate  dei  punti  estremi  di  una  corda  di  essa,  si  a- 
vrà  secondo  il  n*  183  per  la  loro  distanza  As  la  relazione 

As*  = Ax*  + Ay’  + Az*. 

Or  se  la  corda  facciasi  girare  intorno  al  punto  x,  y,  z in 
modo  che  il  secondo  punto  vada  a coincidere  col  punto  im- 
mediatamente consecutivo  al  primo,  le  differenze  Ax,  Ay,  Az 
delle  coordinate  si  trasformeranno  in  dx,  dy,  dz  c As  in  ds, 
finché  le  equazioni  della  curva  rappresenteranno  funzioni 
continue,  dimodoché  dall’  ultima  equazione  risulterà  imme- 
diatamente P equazione  1. 

Da  questa  stessa  equazione  1 si  ha 

ds  = ± (dx*  4*  dy*  4"  dz*)^  , 

»""»  *-±4+ c il') ’ +•  (-£)’] f > 

cosicché  P arco  avrà  il  segno  -f- , quando  cresce  o diminui- 
sce insieme  ad  x , e<l  all’  opposto  il  segno  — , quando  le 
variazioni  di  s ed  x procedono  in  senso  contrario. 

Esemplo  1.  In  conseguenza  dell*  esempio  3 n“  189  sono 
per  r = sen  v 

x=arcosu,  y = rsenu,  z = cosv 

le  coordinate  polari  della  lossodromica,  la  cui  equazione  si 
è trovato  essere 

— =cota.  du. 

sen  v 

Ma  dalle  equazioni  delle  coordinate  risultano  per  dx , dy  > 
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dz  le  relazioni 

dx  = drcosu  — rduscnu  , dj  «=  drsenu  4*  rducosu  , 
dz  — — dv  senv  = — rdv  e dr  = dv  cosv  ; 
quindi  secondo  1’  equazione  1 si  avrà 

ds*  ss*  dr*  4*  r*du*-f-  r,ldv*s=dv*-f*  scn*vdu% 

i dv 

ovvero  ds'a=(l-f  tg’^dv’,  ed  in  conseguenza  ds=—  — » 

essendo  che  s aumenta  mentre  v diminuisce.  Quindi  si  ot- 
tiene 

s = — —+ C. 

cosa 

Laonde  se  pongasi-^ f in  vece  di  »,  e s’integri  da  <p,  a 

y,,  si  avrà  per  espressione  dell’  arco 
s = (?  — ?.)  see«  , 

ovvero , indicando  con  R il  raggio  della  sfera  , 
s = R (9», — ?,)  sec  a. 

Esemplo  2.  Dalle  equazioni  dell’elica  cilindrica  (Vedi  n® 
208)  si  dedurrà  facilmente 

ds  = (1  + a*)”rdp , e p = (1  4-  a')  r ; 

il  raggio  di  curvatura  è dunque  costante.  Inoltre  si  ha  in 
conseguenza  delle  equazioni  9 

x,= — a'rcos®,  y,=  — a*rsen<p  , z^zssarp; 

i centri  dunque  dei  cerchi  di  curvatura  stanno  sopra  una 
nuova  elica , che  ha  lo  stesso  asse  della  prima  e giace  so- 
pra un  cilindro  di  raggio  a’r. 
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D.  Proprietà  generali  delle  superficie. 

211. 

Il  piano  tangente. 

Quando  è data  l’ equazione  di  una  superficie  riferita  a co- 
ordinate polari , si  potrà  sempre  riguardar  due  di  esse  , per 
esempio  * ed  y,  come  indipendenti , dimodoché  z sarà  una 
funzione  delle  altre  due , e se  ne  potrà  esprimere  il  diffe- 
renziale totale  dz  per  mezzo  delle  derivale  parziali  p e q di 
primo  ordine  sotto  la  forma 

dz  = p dx  + q dy. 

Or  s’immagini  disegnata  sulla  superficie  una  curva,  che 
passi  pel  punto  x , y , s di  essa  ; la  proiezione  y = <px  di 
essa  curva  sul  piano  xy  dimostra  che  per  ogni  punto  di  essa 
avvi  una  relazione  tra  x ed  y , e quindi  tra  dx  e dy , di- 
modoché si  potrà  porre 

dy  ==  y'  dx  , dz  = (p  qy')  dx  , 

essendo  y'  = x.  Siano  inoltre  a?, , y„  z,  le  coor- 

dinate correnti  della  tangente  alla  curva  nel  punto  x,  y,  z ; 
dimodoché  secondo  l’ equazione  1 n*  208  apparterranno  a 
questa  retta  le  equazioni 

y«—  y ==  y'  (x,—  x) , z — z = (p  + qy'Xx,— x). 

Da  queste  equazioni  si  potrà  eliminare  la  funzione  yj  , dalla 
quale  dipende  la  natura  della  curva , e 1’  equazione  risul- 
tante rappresenterà  la  superficie,  luogo  delle  tangenti  a tutto 
le  curve  che  passano  pel  punto  x , y , z.  Questa  equazione 
essendo 

1.  z_z  = p(x~x)  + q(y_y)> 

e quindi  di  primo  grado  rispetto  alle  coordinate  correnti 


* 
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i, , y,  , s, , dimostra  che  le  tangenti  a tutte  le  curve  che 
giacenti  sulla  superficie  s’intersecano  nel  punto  x,  y,  z, 
si  trovano  in  un  piano  , eli’  è il  piano  tangente  al  punto 
ar,  y,  a. 

In  questo  sviluppo  è sottinteso  che  l’ indicato  punto  della 
superficie  sia  semplice,  vale  a dire  che  il  punto  sia  sem- 
plice rispetto  ad  ogni  curva  per  esso  condotta. 

Del  resto  la  superficie  può  estendersi  intorno  al  punto 
di  contatto  da  un  lato  soltanto  del  piano  tangente  , come 
avviene  nell’  ellissoide  o la  paraboloide  ellittica  , o pure  il 
piano  tangente  può  tagliare  la  superficie  , e propriamente 
in  un  punto  o in  una  linea  , come  nella  superficie  conica 
o nell’  iperboloide  semplice. 

Se  la  superficie  è rappresentata  dall’equazione  F(x,j/,3)=0, 
l’equazione  1 assumerà  la  forma  più  generalo 


(x  - x) 


dF 


dx 


+ (y«—  s)  17  +<z  — z>i7  - °- 


Immaginiamo  la  normale  al  piano  tangente,  vale  a di- 
re la  perpendicolare  a questo  piano  menata  pel  punto  di 
contatto.  Ogni  piano  condotto  per  la  normale  sarà  un  pia- 
no normale,  e sarà  sezione  normale  ogni  sezione  fat- 
ta da  piano  normale  , in  opposizione  ad  ogni  altra  sezione, 
denominata  sezione  obbliqua.  Dalle  equazioni  1 e 2 ri- 
sultano quelle  della  normale  , cioè  : 


o __  y.-y  _\ 

8.  p q (z*  z)  > 

ovvero 

. . <tF  , . <1F  . dF 

*■  dT 

Inoltre  sia  essa  inclinata  agli  assi  delle  x,  y,  3 sodo  gli 
angoli  \ , n , a ; ne  risulterà  pel  nu  186 

±P  ±<l 


cos>.  : 


(l  + p'+q')* 


, COSf*  ■ 


(i+p'+q’)* 
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5.  cos  v = 

od  anche  , ponendo 


±1 

O+p’+q’)* 


J 


<dF>#  , ( dF  )*  , ( dF  i* 

S,d  + y + id=R  • 


1 dF  I dP 

O.  COSA  = — • — — , COS W , COSV  e*» 

K dx  r li  dy  ’ R dz 

lì-  chiaro  inoltre  che  A , fi  , v disegneranno  ancora  gli 

angoli  che  i piani  yz , ara,  xy  formano  col  piano  tangente. 

Esemplo  i.  Dall’equazione  della  superfìcie  sferica,  il  cui 

centro  è nell’origine, 

x*  -f  y*  + z’  = r*, 


risulta  pel  piano  tangente,  a norma  dell’equazione  2, 
(x,— x)  x -f  (y,—  y)  y + (z,—  z)  z *=  0 , 
ovvero  x,x  -f  y,y  -f  Zlz  = r\ 


Or  considerando  nella  prima  di  queste  due  equazioni  le 
quantità  yt,  a,  come  costanti,  essa  esprimerà  una  nuo- 
va superficie  sferica  , il  cui  diametro  sarà  eguale  alla  di- 
stanza del  punto  x,,  yt , zI  dall’origine.  La  seconda  equa- 
zione poi  esprime  nella  stessa  ipotesi  un  piano  che  taglia 
le  due  superficie  secondo  un  medesimo  cerchio.  Questo  cer- 
chio è il  luogo  geometrico  di  tutti  i piani  tangenti  menati 
pel  punto  y„  a,. 

Dalle  equazioni  4 poi  si  ha  per  la  normale 


ovvero 


equazioni  che  rappresentano  una  retta,,  la  quale  passa  sem- 
pre per  l’ origine  comunque  possa  variare  la  posizione  del 
punto  x,  y,  a. 
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Esemplo  2.  L’  equazione  dell’  iperboloide  semplice  * 


dà  per  equazione  del  piano  tangente 


e come  equazione  della  normale  , 


— *)  y)  0(7.,  — /) 

■ ■ ■ i — «-  - * '-  ■ 1 1 11  S33  ■ ■■  ■ 

x y z 

e ciò  a norma  delle  equazioni  2 e 4. 

Or  supponendo  costanti  x,  , y,  , s,  nell’ equazione  del 
piano  tangente  , essa  rappresenterà  un  nuovo  piano  che  ta- 
glia l’ iperboloide  secondo  una  curva  , che  sarà  il  luogo  di 
tutti  i piani  tangenti  che  passano  pel  punto  x,  , y, , s,.  E 
nello  stesso  modo  si  dimostrerà  agevolmente  che  qualsiasi 
superficie  di  2°  grado  sarà  toccata  in  una  curva  piana  da 
tutti  i piani  ad  essa  tangenti  , che  passano  per  un  punto 
fisso  x,  , y,  , a,. 

Volendosi  conoscere  se  il  piano  tangente  tagli  l’iperbo- 
loide , bisognerà  cercare  se  le  variabili  i,  , yt  , 3,  possa- 
no ammettere  più  sistemi  di  valori  reali  che  nel  tempo  stes- 
so rendano  soddisfatte  le  equazioni  della  superficie  e quel- 
la del  piano  tangeDte , vale  a dire  le  equazioni 


y.y 

Ir 


7 7. 
C* 


— 1. 


Or  componendo  queste  due  equazioni  con  quella  della  su- 
perficie ne  risulta 


=ì1+t4ìi  + ->-ì'+-?-(  ■ 


ovvero  riducendo  , 
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equazione  clic  si  risolve  nelle  due  , 

x.*~ y.y  Z,—  7.  X,x— y,y  _ 

ab  c ’ ab 

E queste  due  equazioni  unite  all’altra  , 


x,x  , y,y  7.,z  _t 
+ ? 1 ’ 


rt  — r. 
c 


esprimono  due  rette  che  giacciono  sull’iperboloide  e s’in- 
contrano nel  punto  x , y , z di  questa  superficie.  Si  potrà 
riguardare  la  superficie  come  prodotta  per  mezzo  di  queste 
due  rette , essendoché  in  ogni  punto  di  essa  dovranno  in- 
tersecarsi due  rette. 

Le  stesse  considerazioni  potranno  agevolmente  estendersi 
all’ iperboloide  doppia  ed  all’ellissoide,  od  anche  ad  ogni  al- 
tra superficie,  e così  troveremo  che  il  piano  tangente  non 
può  intersecare  nè  l’ iperboloide  doppia,  nè  1’  ellissoide. 


212. 


La  curvatura  dello  superitele. 

La  curvatura  in  un  dato  punto  di  una  linea  è misurata 
dall’  arco  del  circolo  osculatore , il  quale  in  quel  punto  ha 
comuni  colla  linea  due  elementi.  Ma  non  si  potrà  similmen- 
te determinare  coll’  aiuto  di  una  sfera  la  curvatura  di  una 
superficie , imperocché  la  curvatura  della  prima  è uniforme 
intorno  ad  una  normale,  mentre  quella  della  seconda  è di- 
versa e talvolta  in  senso  opposto,  essendovi  delle  superficie 
che  sono  intersecate  dai  loro  piani  tangenti.  Or  per  compa- 
rare queste  diverse  curvature  di  una  superficie  intorno  alla 
normale,  immagineremo  condotte  per  l’estremo  di  questa  del 
le  curve  qualunque  che  siano  giacenti  nella  superficie.  Sia 
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z — f(x,  y) 

l’ equazione  della  superficie,  M il  punto  comune  x,  y,  s del- 
le curve  di  questa  superficie;  $ l’arco  di  una  di  esse  cur- 
ve C,  p,  il  suo  raggio  di  curvatura  nel  punto  M,  c p quel- 
lo della  sezione  normale  che  contiene  la  tangente  alla 
curva  C nel  punto  M.  L’  angolo  v formalo  dai  raggi  p e pt 
sarà  dato  dall’  equazione 

2.  cosv  ==  cos(p,  x)cos(p„  x)  + cos(p,  y)cos(p„y) 

-f  cos(p,  z)cos(p„z) , 

indicando  con  (p,  x)  e (p,,  x)  , (p,  y)  e (p.,  y),  (p,  z)  e (o.,  z) 
gli  angoli  che  i raggi  p e p,  formano  cogli  assi  delle  x,  y,  z. 
Or  essendo  la  normale  perpendicolare  al  piano  tangente 
z _ Zj  = p(x  — x.)  + q(y  — y.) , 
si  avrà , come  si  è dimostrato  nel  n"  precedente  e ponen- 
do P =*  (l  4-  V%  4-  <7*)~  > 

cos (p,  x)  =■  ± -pr } cos(p,  y)=±y, cos(p, z)=»+  . 

Nel  tempo  stesso  rispetto  agli  angoli  che  p,  forma  cogli 
assi  coordinati , a nonna  dell’  equazione  12  u“  209  avran- 
no luogo  le  relazioni 

d £i  d £ 

cos(p«  > x)=±p,-“-,  còs(p, , y)=±p,  > 

d17 

cos(pI,z)  = ±p.  ài  - 


Mercè  queste  relazioni  avremo  rispetto  a cost?  dall’  equa- 
zione 2 il  valore 

( , «1* 


3. 


COSV  1 


ila 

ds 


‘4  -4! 


<ls 


lls  ) 
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Ma  indicando  con  a*,'  y,'  z'  le  derivate  prime  e con  x",  y"t 
s",  le  derivate  seconde  di  x,  y,  z rispetto  ad  s qual  varia- 
bile indipendente , ne  risulta 

Z'  = px'  + qy' 

4.  z"  = px"  + qy"  + rx'“  + 2sx'y'  + ty'*  , 

e per  l’ equazione  3 si  ha 


cls 


= X 


tf 


ds 


d 

y " * ~^r~l==z" 


quindi  avendo  riguardo  all’  equazione  4 e senza  por  mento 
ai  segni  , si  avrà 


cosv  = p. 


rx'a-[-2svy-}-iy'* 

(,+p*  + q.)V 


Or  le  derivale  x'  , y'  , z , facendo  astrazione  dai  segni, 
esprimono  nel  tempo  slesso  i coseni  degli  angoli  che  la  tan- 
gente alla  linea,  il  cui  raggio  di  curvatura  è p,,  forma  co- 
gli assi  coordinati.  Se  dunque  taglisi  la  superficie  secondo 
una  curva  qualunque  C,  la  quale  passando  pel  punto  M ivi 
abbia  la  stessa  tangente,  il  fattore  di  p,,  resterà  costante  $ 
e perciò  potremo  porre  p,  = Rcosr,  K disegnando  un  nu- 
mero costante  per  tutte  le  Curve  che  nel  loro  punto  comu- 
ne M hanno  una  stessa  tangente.  Laonde  se  v è nullo,  sarà 
P,  «=  P , quindi  p = K , c 


6. 


p,  = P cos  v 


_ (1  -Lp*4-qV 

^ rx'*-|-2sxy  4-ty* 


Laonde  il  raggio  di  curvatura  di  una  linea  giacente  so- 
pra una  superficie , dipende  dalla  curva  della  sezione  nor- 
male che  ha  la  medesima  tangente  e dall’  angolo  v.  Se  la 
prima  curva  è piana , essa  costituisce  la  sezione  obbliqua  , 
ed  allora  p,  è la  proiezione  di  p. 

Per  semplificare  questa  ricerca  poniamo  il  piano  xy  pa- 


* 
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rallelo  al  piano  tangente  nel  punto  M , ossia  a , y , 3;  ne 
verrà  p = 0,q  = 0ela  seconda  delle  equazioni  6 si  can- 
gerà  in 

7.  p a 1 

r rx,,  + 2sx'y'+ty'* 

Or  indicando  con  9 l’ angolo  che  la  sezione  normale  for- 
ma con  un  piano  che  passando  per  la  normale  sia  paralle- 
lo al  piano  zx , si  avrà 

x'  = cosp,  y'  = scnip, 


“ r cos®<? -f-  2 s sen  9 cos  ? -f-  t sen*9 
ovvero,  ponendo  per  brevità  lg?  = a, 

> + <*• 


8. 


r-f-2  sa-j-ta* 


11  valore  di  p cangerà  con  quello  dell’  angolo  9 ; e per  ot- 
tenere il  valore  massimo  0 minimo  di  p , farà  d’  uopo  in 

<lf>  ^2fsa,-f-(r  — t)a — s) 

da  [ir  +2sa-(-la‘]' 

pareggiare  il  numeratore  a zero.  Così  si  ottiene 

a*+  a — 1 = 0 ed 

1 s 


9. 


r — 1 , [V-Hr-t’)]' 

HT~— & 


Questo  valore , eh’  è sempre  reale  , dimostra  : 

1)  che  in  ogni  superficie , per  la  quale  le  derivate  par- 
ziali p , q , r , s , t non  prendano  valori  singolari  , vale 
a dire  per  ogni  punto  semplice  della  superficie , si  hanno 
due  sezioni  principali  , rispetto  alle  quali  il  raggio  di 
curvatura  prende  il  valore  massimo  0 minimo; 

2)  che  i piani  di  queste  sezioni  s' incontrano  ad  angolo 
retto,  essendo — 1 il  prodotto  delle  due  radici  a. 


Digitized  by  Google 


— 817  — 

Dall' equazione  8 si  può  ancora  conoscere  , so  tutlc  le  se- 
zioni normali  falle  intorno  al  punto  M , siano  o no  convesse. 
Imperocché  pareggiandone  a zero  il  denominatore , ossia 
10.  ta'+  2s«  + r = 0 , 

. . »±'s“  — rt)* 

si  ha  a — 

i 

Or  se  sìa  s* — rt  < 0 , il  denominatore  dell’  equazione  8 
ed  in  conseguenza  p non  muteranno  di  segno  -,  quindi  la  su- 
perficie giacerà  da  un  solo  Iato  del  piano  tangente,  vale 
a dire  che  la  superficie  sarà  convessa. 

Se  poi  sia  s*  — ri  > 0 , p diverrà  infinito  per  ciascuna 
radice  dell’  equazione  10  , e quindi  in  vicinanza  di  questo 
valore  avrà  segno  opposto.  La  superficie  ammetterà  dunque 
sezioni  normali , di  cui  1’  una  si  troverà  da  un  lato  e l’ al- 
tra dall’  altro  lato  del  piano  tangente  in  M.  La  superficie 
non  sarà  dunque  convessa  ; cosi  è quella  della  conoide  , ri- 
spetto alla  qiuile  pel  u”  206  si  ha 

q’r  — 2pqs  + p’t  = 0 , 
ovvero  (qr  — ps)m-f  p‘(rt  — s”)  = 0 , 

e perciò  rt  — sm  dovrà  esser  sempre  quantità  negativa. 

So  in  fine  sia  s* — rt  = 0 , vi  sarà  un  solo  valore  infi- 
nito pel  raggio  di  curvatura.  Per  una  sola  direzione  la  cur- 
vatura sarà  dunque  nulla  , e per  le  allrc  la  superficie  sarà 
convessa.  Questa  condizione  dimostra  che  la  superficie  è svi- 
luppabile. 

Conduciamo  ora  i piani  xz  ed  yz  parallelamente  alle  se- 
zioni principali  , lasciandone  il  silo  tuttavia  arbitrario.  Con 
ciò  una  delle  radici  dell' equazione  9 diverrà  nulla  , e Pal- 
lia infinita  , o ciò  eh’  è Io  slesso,  sarà  s = 0 , ed  in  con- 
seguenza p prenderà  a norma  dell’  equazione  8 il  valore 


rcos"o-f-tsenT<ii 

Fiumi*  Geom.  Aiul.  52 
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Se  dunque  indichiamo  con  II, , R,  i raggi  di  curvatura 
delle  sezioni  principali,  sarà  per  uno  di  essi  sen^  = 0, 
e per  l’ altro  cos  ? = 0 ; quindi 


ì 


e’  pel  raggio  di  curvatura  p di  qualunque  sezione  normale 
si  avrà 

12.  — = -s-  cos  ? 4-  — - sen  >. 

p **«  «» 

Siano  inoltre  p,  , p„  , i raggi  di  curvatura  di  due  sezioni 
normali , inclinate  tra  loro  ad  angolo  retto , e che  stiano 
comunque  rispetto  alla  sezione  che  ha  per  raggio  di  curva- 
tura R,  o Rj.  Risulterà  dall'equazione  12  la  semplicissima 
relazione 


18. 


1 

Pi 


+ -=-  + - 
^ P.  K,  ‘ R, 


r + t. 


Supponiamo  in  fine  che  per  la  normale  siano  condotte  n 
sezioni  normali , che  dividano  tutto  lo  spazio  intorno  in  2n 

angoli  eguali,  ciascuno  del  valore  — : si  avrà  secondo  l’ e- 

quazione  12  per  la  somma  dei  raggi  reciproci  di  curvatura 
r«  > Tt  > r»  > • • • di  queste  sezioni  la  relazione 


1,1.1.  .1  1 -«A  ,mr  1 n 

T+-+ • ■ ■ +t.=k;5cos  T+^sen 


i valori  di  m estendendosi  da  m = 1 fino  ad  m = n.  E scam- 

2|7?^ 

biando  l’ angolo  ■ — — col  doppio , si  avrà  dall’  ultima 

H fi 

equazione 


T-+-  + -T  + - 
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Ma  la  somma  dei  coseni , cos — — , estesa  da  m=  1 fino 

u 

ad  ui=n  essendo  nulla  , come  si  troverà  facilmente  ponendo 
2-  \r  6r  2uz 

cos 1-  cos  — - 4-  COS  — - 4- ...  4-  cos  *=■  S 

n n n n 


e moltiplicando  i due  membri  per  2sen  — ; si  avrà 

U.  -L4._L4.-L_j (-  L^  Jl(_L_j_Lj 

vale  a dire  che  la  massima  e minima  curvatura  delle  se- 
zioni normali  formano  una  media  aritmetica  di  tutte  le 
curvature. 

213. 


Superficie  del  corpi. 


Sia  s = f (x , y)  l’ equazione  di  una  superficie  qualunque. 
Nelle  distanze  x =a  ed  x = A si  conducano  due  piani  pa- 
ralleli al  piano  yz  , e due  altri  al  piano  xz  nelle  distanze 
y = b ed  y = B.  Calcolare  la  superficie  F definita  da  que- 
sti quattro  piani  è ciò  che  dicesi  quadrare  la  superficie. 

Or  accrescendo  di  dx  la  x appartenente  alla  figura  qua- 
trilatera  F , questa  varierà  del  suo  differenziale  parziale  ri- 
dir 

spetto  ad  x,  vale  a dire  di  ~^-dx.  E se  inoltre  y si  ac- 
cresca di  dy  , il  differenziale  parziale  rispetto  ad  x verrà  ad 

d*  JT 

alterarsi  di  dxdy.  Or  questo  differenziale  parziale  del 

2°  ordine  potendosi  esprimere  in  * ed  y , vale  a dire  po- 
tendosi ottenere  un’  equazione 

d*F 

dxdy  “ 5*  (X  » ?)  > 

ne  segue  che  l’integrale 

* 
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/?(*>  y>iy  — 'K*.  y)  » 

preso  rispetto  ad  y e tra  i limiti  b c B,  ci  darà  la  derivata 
</F 

— - — , e che  l’ integrale  rispetto  ad  x tra  i limiti  « ed  A , 

CLX 

>Kx , y)  dx  , 

ci  darà  il  valore  di  F tra  i mentovali  piani  paralleli , ovvero 

1-  //?(*>  y)d*dy  = F, 

equazione  , in  cui  1*  ordine  dell’  integrazione  può  esser  mn* 
tato  , essendo  v indipendente  da  x. 

d‘  F d’F 

Per  trovare  il  valore  di —è  da  osservarsi  che dxdy 

dxdy  dxdy  * 

rappresenta  una  figura  quatrilatera , la  quale  si  avvicinerà 
tanto  più  ad  un  quatrilatcro  rettilineo  , per  quanto  saranno 
minori  dx  e dy , e che  la  proiezione  di  questa  superficie 
sul  piano  xy  è rappresentata  dal  rettangolo  dxdy.  Ma  la  su- 
perficie della  proiezione  di  una  figura  rettilinea  ò misurata 
dal  prodotto  di  essa  figura  pel  coseno  dell’  angolo  di  sua  in- 
clinazioue  al  piano  di  proiezione  ; quindi  chiamando  a V an- 
golo del  piano  tangente  la  superficie  nel  punto  x,  y,s, 
si  avrà 

d’F 

dxdv  = dxdy.  cosa  , 

dxdy 

donde  * 1 a <p  ( x , y)  cos  a. 

Ed  in  fine  , avendosi  per  cosa,  secondo  il  n°  211  , la 
relazione 

I , dz  dz 

cosa  p . essendo  p =*-r-  , q“-r-, 

U+p’+O*  dx  5 

si  avrà  dall’  equazione  1 : 

2.  F“//(i+p’+q,>f<Mr- 
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Se  una  curva  piana  giri  intorno  ad  una  retta  giacente 
nel  suo  piano , e che  sia  tolta  ad  asse  delle  x , la  super- 
ficie che  sarà  cosi  generata  e che  si  troverà  giacere  tra 
due  piani  paralleli  , x <=  a , x = A , potrà  determinarsi  nel 
seguente  modo.  Ogni  punto  x , y della  curva  rotante,  y=°fx, 
descrive  una  circonferenza  il  cui  piano  è perpendicolare  al- 
T asse  delle  x,  cd  ha  per  raggio  y.  Tra  il  piano  di  questo 
cerchio  ed  un  altro  nd  esso  parallelo  ed  infinitamente  vicino, 
trovasi  una  sottile  striscia  della  superficie , la  quale  può  ri- 
guardarsi qual  superficie  laterale  di  un  cono  retto  troncato , 
c che  , dinotando  dx  la  distanza  dei  piani  paralleli , sarà  c- 
sprcssa  da 

r (y  -f-  y -f-  dy)  ds  = 2t^  ds , essendo  ds*=  dx*-f-  dy\ 

Si  avrà  dunque  della  superficie  compresa  tra  i piani  x=a 
i = A l’ espressione 

3.  . F=2rt/"yds. 

Esemplo  1.  Dall’  equazione  della  superficie  sferica 
r‘=** + »’+*•  si  ha  ad  uso  dell’  equazione.  2 


e prendendo  questo  integrale  da  y = 0 ad  y =s  (r* — x%)  * , 
si  ha 

F = r ~tfdx =4--*+c- 

Ponendo  che  l’ integrale  debba  annullarsi  per  x = 0 , sarà 
C — 0 , ed 

r 1 

F = — s-rx. 
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Questo  valore  esprime  la  quarta  parte  della  zona  che  giace 
dal  medesimo  lato  dell’  asse  delle  x , ed  ha  1’  altezza  x , 
quindi  sarà  2 rrx  la  superficie  dell’  intera  zona  , e 4-Tr* 
quella  di  tutta  la  sfera. 

Esemplo  S.  La  superficie  conica 

a’(x*+  J*)  = r’(a — z)* 

da  p = — — , q = ; — » 

r(i*-B*)r  r(*’+  j’)r 

in  conseguenza 

F *=  ~ (a*  + r*)  » ^dxdy  ==  l(a*  -f  r’)*  ^ydx. 

f * 

Estendendo  l’ integrale  da  y = 0 fino  ad  y «=»  (r*— x')* , 

i 

e ponendo  per  brevità  (a*  4- »'*)*  = h , si  ha 

F = — ^(r* — x*)~dx=3“  (r*— x*)T-f-^arcsen  — - + C. 

Questa  superficie  giaae  tra  due  piani  paralleli  , 1’  uno  dei 
quali  passa  per  l’asse  del  cono  , l’altro  ne  dista  di  x.  Se 
la  superficie  deve  annullarsi  con  x = 0 , estendendo  l’ in- 
tegrale fino  ad  x — r si  avrà  la  quarta  parte  della  super- 
ficie conica  , cioè 

F = hr  -7- 

Esemplo  3.  Cercasi  la  superficie  di  un  cilindro  r’=x*-f-y*, 
terminala  dal  cerchio  di  base  c da  un  piano  condotto  per 

d*F 

l’asse  delle  y,  2 =*  ax.  In  questo  modo  l’elemento dxdy 

dxdy  * 

t 

della  superficie  proiettasi  sull’  arco  ds  — (rfi1  -f-  dy1)  ‘ del 
cerchio  di  base  e la  somma  delle  strisce  zds  rappresenterà 
la  superficie,  se  prendasi  2 tra  il  cerchio  di  base  ed  il  li- 
mite definito  dal  piano  , cosicché  sarà 


Digitized  by  Google 


_ 823  — 

F =-  f zds  =■  ar  t ldl  r- ~ — 2ar(r*_ x*Y*  -f  C. 

J J (r*  — x*)-* 

Or  integrando  tra  x = 0 ed  x = r,  si  ottiene 

F = 2ar* 

Esemplo  4.  Cerchiamo  la  porzione  di  superficie  della  sfera 
x‘-f  y*  + z*-r*, 
compresa  nella  superficie  cilindrica 

x*  rx  + z*  =»  0. 

Per  1’  esempio  1 Si  ha 

F «*■  r Vdxarcsen - 

J (r»_  ,»)r 

Le  equazioni  delle  superficie  danno  j /*=*•* — rx;  quindi  l’in- 

j.  x 

tegrale  è da  prendersi  da  y=(r*-^rx)*  fina  ad  y=c(r* — x*)*, 
perciò 

F = r $dx  [l -arcsen  StTtÌ*] “ r 5dxarccos  S 

Ma  ponendo  arccos  , si  ha 

/ udx=ux  — /xdu; 

e poiché  — = cos*u  , quindi  x=srtg*u=»r  j— ^ l| , 

cosi  ^udxssux  — rtgu  + ni  + C. 

E se  l’integrale  estendasi  da  x*=0  ad  x = r,  si  avrà 

F=,ll  1|r*' 

Questa  parte  della  superficie  sferica  giace  dentro  il  cilindro 
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dal  lato  delle  y e % positive.  Lo  stesso  valore  si  avrà  dui 
lato  negativo  delle  y. 

Per  trovare  poi  la  superficie  fagliata  sul  cilindro  dalla  sfe- 
ra , è d’ uopo  osservare  che  la  proiezione  deli"  elemento  di 
questa  superficie  è l’arco  rfs  del  cerchio  x” — rx+z*  — 0, 
e che  in  conseguenza  la  superficie  stessa  avrà  per  espres- 
sione 

r JL 

Ma  ds  = — -,  ed  y = (r*  — rx)*  , 

(«_xy 

quindi,  estendendo  l'integrale  da  x = 0 ad  x=r,  si  atterrà 


ed  in  conseguenza  4-r*  sarà  tutta  la  porzione  di  superficie 
cilindrica  intersecala  dalla  sfera. 

Esempio  5.  S a da  determinarsi  la  porzione  AMB(Fiy.4l) 
di  una  volta  a cupola  intersecala  dalle  semi-ellissi  AMC  , 
13MD  e che  poggia  sul  parallelogrammo  ACCI). 

Pongasi  nel  centro  P del  pirnllclograrumo  f origine  del- 
le coordinate  , in  PM  l’ asse  delle  z,  e nella  PG  perpendi- 
colare ad  AC  l’asse  delle  x,  e si  consideri  che  la  superfi- 
cie AMC  è tagliala  dal  piano  MPG  in  un  quadrante  ellitti- 
co rappresentato  dall’  equazione 


dimodoché  per  la  sezione  agp , parallela  al  piano  ABCD  e 
nella  distanza  Pp  = z,  si  avrà 

gp=,x=*i-(c*_zy 

e per  l’angolo  APC=*a  nel  triangolo  APG  si  avrà  la  relazione 
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AG  «=*  PG  tga  = n Ig a. 

Ma  poiché  -~=s  , sarà  ag  =*  xlga  , e la  superficie 

AMG  sarà  espressa  da 


Or  si  ha 


F = /ag.ds  = tga  f xds. 

{c*— (c*— a*)*V'  (c*— c’z*)TJ  , , , m , 

ds= , — — — — 1 *dz= , dx,  essendo  e c =c* — a ; 

C le  -z  j ) (c'_2y 

quindi  F = -|j-tg  a ^ (c*  — eV)Tdz  , 

ovvero 

F — 4 tg  a It  (c* — ®*z*)~+  arc  ““  — ■}  » 

e per  z = 0 e z = c , essendo  AG  = alga  : 

— e*  "f"“  arcsenej , 

quindi  AMB  = AB- e*+-^  arcsene|* 


Si  troverà  facilmente  che  nell’  ipotesi  di  a>c  la  seconda 
parte  dell’integrale  diviene  una  funzione  logaritmica  di  z, 
nota  per  l’equazione  6 del  n*  58. 

JUscmiiio  0.  Rotando  intorno  all’asse  delle  x l’ ellisse 

ay  + bV  = a*b* , 

ed  essendo  ds=|^— ^—-jrdx  , si  avrà 

F — -^r-  ^ [a4 — (a* — b’)  x1]^  dx. 

Essendo  a>b  , pongasi  a*  — b”  = aV  ; cd  integrando  da 
x — 0 , si  avrà 
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F— eV)*dx  « f ji(a*-eV)Vyarc sen  “j. 


E ponendo  il  limite  superiore  a = a,  si  avrà  dall’  ultima  e- 
spressione  la  superficie  delia  semi-ellissoide  di  rotazione, 

» , i rflb 

rb  -j are  sene. 

e 

Se  poi  fosse  6>o,  si  farebbe  6’ — a*  = ò*e*  ; e quindi  ri- 
sulterebbe la  superficie 


2rb 


^ (a*-f-b2eV)*  dx  , 


ovvero 


F~£j*(a‘+bv*y+  fi  ja±(^w)r  ; , 


e quindi  la  superficie  della  semi-ellissoide 

rb’+IfllJJii*?. 

e a 


Ma  se  pongasi  a = b,  risulterà  in  entrambi  i casi  F=2ro*, 
vale  a dire  la  superficie  dell’  emisfera. 

Esempio  7.  Giri  il  cerchio 

(x  — a)*  -j-  (y  — b)*  =>  r* 
intorno  all’asse  delle  x:  si  ha 

F = 2r/(b  q:  [r*  - (x  -a  )’]f)ds, 
ovvero  ‘ F = 2r(y*bds^p  y*  rdx). 

Servirà  il  segno  superiore  o l’ inferiore,  sccondochè  il  se- 
micerchio è convesso  o concavo  verso  1’  asse  delle  x.  Per 
la  prima  superficie  si  ha  2z{bs  — rx  -f-  C),  e per  la  secon- 
da 2t(1»s  -f-  rx  4-  C). 

Prendendo  1'  una  e l’altra  superficie  tra  i limiti  x=a— r. 
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a = a + r , si  hanno 

2bnr*  — 4r’r  e 2brr*  + 4r*r  , 

dimodoché  l’ intera  superficie  dell’  anello  verrà  espressa  da 
4brr‘. 

214. 


Volume  del  solidi. 


cf*F 

Se  pél  contorno  dell1  elemento  di  superficie  ~dxd—dxdy, 

considerato  nel  n°  213,  si  trasporti  l’ordinata  z,  verrà  co- 
si a descriversi  la  superficie  laterale  di  una  colonna  che 
ha  per  base  dxdy , e finisce  nell’  indicato  elemento  di  su- 
perficie. 1 volumi  delle  colonne  terminate  dalla  superficie 

F e J*-—-  dxdy  siano  disegnati  da  S e ~dxdy  dxdy.  Or  il 

solido  — — dxdy  può  esser  riguardato  come  un  prisma  a- 

dxdy 

vente  la  base  dxdy  e l’ altezza  z ; quindi  sarà 


d*S 

dxdy 


dxdy  t=  zdxdy, 


donde  per  mezzo  d’integrazione  risulterà 
1.  S=//zdxdy. 


L’integrale  f zdy  disegna  una  superficie  piana,  parallela  al 
piano  yz  e da  questo  distante  di  x-.  Quindi  l’ integrale  , in 
cui  z dinota  una  funzione  di  x ed  y , dovrà  prendersi  tra 
quei  limiti  che  rappresentano  y qual  funzione  di  x,  dimodo- 
ché l’ integrale  stesso  si  mostri  funzione  di  x.  È inoltre 
f zdydx  il  volume  di  un  prisma  che  sulla  base  f zdy  si 
eleva  della  quantità  dx.  L’ integrale  di  questa  espressione  , 
eh’ è da  prendersi  tra  i limiti  convenienti  alla  variabile  x, 
ricondurrà  all’  equazione  1. 
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L’ estensione  di  una  superficie  parallela  al  piano  ys  e da. 
questo  distante  di  x,  polendosi  rappresentare  qual  funzione 
Fx  della  distanza  x da  un  punto  fisso,  si  avrà  immediata- 
mente pel  solido,  terminalo  dai  piani  x = a ed  x=A» 
r espressione 

2.  S = ^Vxd.x. 

Girando,  per  esempio,  la  curva  y = fx  intorno  all’asse 
delle  x , verrà  a definirsi  uno  spazio  il  quale  da  ogni  pia- 
no x = fi,  parallelo  ad  ys,  sarà  tagliato  in  un  cerchio  ry’; 
dimodoché  Io  spazio  compreso  tra  i piani  x ed  x 4-  dx,  avrà 
la  grandezza  zy'dx , quindi  tra  i piani  x = a ed  x = A 
avrà  il  volume 

3.  S = y'dx. 


Questa  formola  esprime  dunque  il  volume  dei  solidi  risul- 
tanti dalla  rotazione  di  una  superficie  piana  intorao  all'as- 
se delle  x. 

Esempio  1.  Una  figura  piana  c chiusa  C,  avente  l’aia 
movesi  parallelamente  alla  sua  prima  posizione  in  modo 
da  rimaner  simile  per  forma  e sito  , ed  in  modo  ancora 
che  ogni  suo  punto  descriva  una  linea  retta  , e che  la  sua 
aia  a"  vnrii  secondo  il  quadrato  della  distanza  da  un  punlo 
fisso  A.  Qual  sarà  il  volume  S del  sol.du  descritto  dalla  fi- 
gura C? 

Sia  h In  distanza  del  piano  della  enrva  C dal  punlo  fisso 
A , c 6'  la  sua  aia  nella  disianza  h — x da  A , in  conse- 
guenza del  problema  si  avrà 


Ih 


— 7 > dt>n(lu  1)1  — “ (h~x)’  ’ 


in  conseguenza 
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s = -g-^(h— x)*di  = c — 

Prendendo  1’ integrale  da  ar  = 0 fino  ad  x = /i , si  avrà 
S={a-h, 


vale  a dire  il  volume  della  piramide  e del  cono. 

L’ integrale  preso  da  x = 0 fino  ad  x = k , ci  dà 

s = J^lh’_(h_k)’]. 


Or  se  per  x = k la  superficie  a*  prenda  il  valore  6*  , cd 

• ah  ai  . , 

in  conseguenza  sia  — =*  — — — , ovvero  h — r , si  avrà 

ù fi — k a — ù 


•8  — 


k 

3 


a»  — I)» 
a — b 


“ (a*-f  ab-j-b*)  , 


vale  a dire  il  volume  del  tronco  di  piramide  o cono. 

Esem pio  2.  Un  triangolo  ACD  (Fig.  42)  muovesi  verso  B 
parallelamente  alla  sua  prima  posizione  in  modo  che  A scor- 
ra sempre  nella  retta  AB  , la  retta  AC  nel  piano  CAB  , il 
punto  D sulla  DE  parallela  ad  AB  , ed  AC  varii  in  ragione 
di  AB.  Qual’ è il  volume  del  solido  descritto  dal  triangolo  ACD? 

Sia  AB  = li  , AC  = a , l’altezza  costante  dei  triangoli 
CAD  , C.A.D,,  . . . = b , ed  AA,  = x ; si  avrà  pei  due  no- 
minati triangoli 


CAD 

C.A.U, 


CA 


rr-r-  , ovvero  C^.D, 


quindi  se  AB  è perpendicolare  al  piano  CAD  , sarà 


S “ dx  = C ~ (h  x)*. 
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Integrando  da  zsO,  fino  ad  x <=  h , si  ha 

S = -iaM  , 

4 

▼ale  a dire  la  metà  del  prisma  che  avesse  CAD  per  base  ed 
AB  per  altezza. 

Ma  se  s’integri  da  jr=0  fino  ad  x=h  , e si  ponga a=c 
per  x = k , si  avrà 

s=-5r(2M‘-k'). 

e poicoè  ed  in  conseguenza  h « 9 sara 

S = -i-  (a  -|-c)bk. 

Esempio  S.  Tagliando  1’  ellissoide 


con  un  piano  parallelo  ad  yz  , la  sezione  sarà  pel  n°  199 
un’  ellisse  rappresentala  dall’  equazione 


in  cui  x rimane  costante  per  un  medesimo  piano  secante. 
1 semi-assi  di  questa  ellisse  sono 


quindi  la  superficie  dell’ellisse  è 


Questo  è il  valore  di  f zdy  , quando  è preso  tra  i limiti 
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Quindi  il  volume  sarà  espresso  da 

S - bcr^jl  — dx  =|x  ~ èjbcr  , 

e pei  limiti  « = 0 ed  x = + a j si  ha 

S = — — rabc  ; 

w 

4 

quindi  il  volume  dell’  intera  ellissoide  sarà  •—  Tabe  , che  si 

u 

mula  in  quello  della  sfera  nell’ipotesi  di  ae=ò  = c. 
Tagliando  l’ iperboloide  semplice 

a'  ^ b*  c* 

con  un  piano  parallelo  ad  xy  , si  avrà  per  sezione  1*  ellisse 


— + -y 
a*  ^ ' 


b* 


l+*=r. 


i cui  semiassi  sono 


e la  cui  superficie  è rappresentata  da 
rab  ! 


Questa  superficie  rappresenta  il  valore  dell’  integrale  f ydx% 
preso  tra  gl’  indicali  limiti.  Si  ha  dunque  per  espressione 
del  volume  : 


^ydxdz  = rab^jl  4-irjdz 


integrale  che  esteso  da  s = 0 fino  a zac,  dà 


S = “j-  t abe . 
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Quindi  se  la  semi-ellissoide  e l’ indicata  iperbolòide  semplice 
abbiano  i medesimi  assi  , e sia  loro  comune  l’ ellisse  del 
piano  xy  , si  avrà  tra  il  volume  della  semi-ellissoide  e quello 
dell’  iperboloide  di  eguale  altezza  la  relazione 

E : H = 1 : 2. 

Disegni  inoltre  C il  volume  del  cilindro  tangente  alle  due 
superfìcie  nell’ ellisse  del  piano  xy  , e K quello  del  cono  as- 
sintotico  avendo  comune  col  cilindro  1’  altezza  c ; conside- 
rando che  il  cilindro  ed  il  cono  s’ incontrano  nel  piano  a=c  , 
si  avrà 

C = t abe  , K = -j-  v abe  ; 

M 

quindi  la  semplicissima  relazione 

k : e : c : h = i : 2 : 8 : i. 

Con  eguale  facilità  si  trova  che  il  volume  dell’  iperboloide 
doppia 


compreso  tra  i piani  z = c e z = 2c,  è rappresentato  da 
“ v abe. 

Itacntpio  4.  Per  determinare  lo  spazio  racchiuso  dalla 
volta  a cupola  dell' esempio  5 del  n°  precedente,  è da  os- 
servarsi che  dietro  l’ ipotesi  ivi  fatta  si  avrà 

_ = — , ovvero  apb  = - ~j  g , 

indicando  con  g la  superficie  del  triangolo  API!  (FTg.  41). 
Quindi  pel  volume  S del  solido  ABPA1  si  avrà 
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ed  estendendo  P integrale  da  3=0  a a = e , 


Similmente  si  otterrà  il  volume  di  ciascnno  dei  quattro  so- 
lidi clie  hanno  per  base  uno  dei  quattro  triangoli  della  base 
ABCD  = G:  quindi  la  capacità  K dell’intera  volta  sarà  data  da 

K = |Gc. 


Supponendo  che  G,  e c,  siano  la  base  e l’altezza  della  Fàc- 
cia esteriore  ; sarà 


M : 


4<g‘c*- 


Gc) 


P espressione  della  parte  solida  della  volta  , se  qualunque 
piano  menato  per  PM  tagli  una  qualunque  delle  quattro  facce 
della  volta  in  un  quadrante  ellittico.  Se  ciò  non  avviene,  il 
volume  potrà  esser  determinato  con  un  calcolo  simile.  Conten- 
tandosi di  un  valore  approssimato,  si  ha,  ponendo  c,=c-j-i<3, 
G,  = G -J-  a,  a e 0 indicando  piccole  quantità  : 

M =— — « + —7— 


UG 


de 


dK 

poiché  — 


dK 

de 


si  avra 


K=-|-(G^+ca). 

Esemplo  S.  Giri  la  parabola  y * = 2 px  intorno  al  suo  asse. 
La  paraboloide  di  rotazione  che  ne  risulta  , ha  il  volume 
S — rf  j'dx  = 2pz/x  dx  , 

ovvero  , integrando  da  a:  = 0 , 

„ , 1 

/ S = *■  px  = — t xy  . 

I.*  paraboloide  è quindi  la  metà  del  cilindro  di  cgual  base 
ed  altezza. 

l imi  Gioii.  Amai.. 
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Girando  l’ ellisse  a*y'-{-  b*x*=  a’b*  intorno  all'asse  mag- 
giore , si  lia 

S«-^(a*-x’)dx  = » 

quindi  tra  x=»  — a ed  x =*  + a , 

ab*. 

5 


Ma  se  l’ellisse  girasse  intorno  all’asse  minore,  vale  a dire 
che  girasse  intorno  all’asse  delle  x l’ellisse  a*x’-f-6,‘j/*=a“b*, 
si  avrebbe  nella  stessa  ipotesi 

sI=-f~Ta’b; 

quindi  S : S,=  b ; a. 

Esemplo  6.  Girando  il  cerchio 

x*+  (y  — b)*==  r* 

intorno  ad  un  asse  parallelo  a quello  delle  x , si  ha 

f=  b*+  r* — x*—  2b  (r*—  x*)^  , 

considerando  solamente  l’arco  còncavo  verso  l’asse  di  ro- 
tazione. Donde  segue  pel  volume 

S = 7r|b*  r*  — • -j  x*|  x — jrbx  (r* — x’)*  — jrbr*arcsen-^-; 

J, 

ed  in  conseguenza  tra  x = 0 ed  x=(r* — b*)*  = ; 

S = -|-t  (r*+  2b*)  h — ?rbr*arcsen  . 


FINE. 


/ 
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Al  n°  168  deve  precedere  l’ indicazione 
D.  Proprietà  generali  delle  curve. 


* = p,  y=q 


* = -- r,y. 


bp  — aq 


I valori  di  cosa,  cos/3,  cos y dell’equazione  8 debbono 
esser  preceduti  da  + , e quello  di  d da+:. 

5 coordinate  polari  coordinate  rettangolari 
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Vista  la  dimanda  del  tipografo  Ferdinando  Raimondi , con  la  qua* 
le  ha  chiesto  di  porre  a stampa  l'opera  intitolata:  Trattato  elemen- 
tare di  matematica  superiore , contenente  il  calcolo  differenziale, 
il  calcolo  delle  variazioni  e la  geometria  analitica  di  Franke , 
voltato  dal  tedesco  in  italiano  dal  Professore  D.  Michele  Zannotti. 

Visto  il  parere  del  Regio  Revisore  Sig.  D.  Ambrogio  Mendia. 

Si  permette  che  la  detta  opera  si  stampi  ; ma  non  si  pubblichi 
senza  un  secondo  permesso , che  non  si  darà , se  prima  lo  stesso 
Regio  Revisore  non  avrà  attestato  di  aver  riconosciuto , nel  con- 
fronto , essere  la  impressione  uniforme  all'  originale  approvato. 

Il  Consul.  di  Sfato  Pres.  provo. 

CAPOMAZZA 

Il  Segretario  generale 
Giuseppe  Pietaocoga. 


REVISIONE  ARCIVESCOVILE 


Nihil  obstat 
Joseph  Molinari 
Censor  Theol. 


Pro  Deputato 
Leopoldus  Ruggiero 
a Secretis 


Imprimatur  Die  XXI  Julius  MDCCCLVIII. 
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